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PRÉFACE 


Le  cours  de  Mathématiques  spéciales  que  nous  publions  aujour- 
d'hui est,  sauf  de  légères  modifications,  celui  que  nous  avons 
professé  au  Lycée  Charlemagne,  dans  ces  dernières  années.  Nous 
l'avons  rédigé  en  nous  conformant  au  dernier  programme  d'admis- 
sion à  r  École  Polytechnique  (3  janvier  4882). 

Ce  cours  comprend  trois  volumes  :  le  premier  est  consacré  à 
l'algèbre;  les  deux  autres  à  la  géométrie  analytique  à  deux  et  à 
trois  dimensions  ;  chacun  de  ces  ouvrages  est  divisé  en  leçons,  à  la 
suite  desquelles  nous  avons  placé  des  exercices  qui  s'y  rattachent 
immédiatement. 

Le  plus  souvent  nous  avons  donné,  pour  ces  exercices,  un  ren- 
seignement sur  la  solution  qu'on  peut  leur  appliquer  et  nousîivons 
indiqué  le  résultat  auquel  on  doit  aboutir.  A  ce  propos,  nous  croyons 
devoir  prévenir  nos  lecteurs  qu'il  n'est  pas  impossible,  quelque 
soin  que  nous  ayons  mis  à  vérifier  nos  solutions  et  à  corriger  les 
épreuves,  qu'une  faute  de  calcul,  ou  une  erreur  d'impression,  ait 
pu  nous  échapper.  C'est  là  l'inconvénient,  à  peu  près  inévitable, 
de  résultats  indiqués  pour  un  nombre  aussi  considérable  de  ques- 
tions. Mais  les  élèves  auxquels  ce  cours  est  plus  particulièrement 
destiné,  n  ayant  qu'un  temps  restreint  à  consacrer  à  la  recherche 
des  problèmes,  *nous  avons  pensé  leur  être  utile  en  leur  montrant, 
pour  les  exercices  que  nous  leur  proposons,  en  même  temps  qu'une 
marche  à  suivre  pour  les  résoudre,  le  résultat  qu'ils  doivent 
trouver. 

Nous  avons  aussi  placé  quelques  notes  complémentaires  à  la  fin 
de  l'algèbre. 

Les  deux  premières  traitent  de  la*  division  et  de  la  divisibilité 
algébrique.  Cette  question  élémentaire  fait  partie  du  programme 
d'admission  à  l'École  Polytechnique  :  elle  avait  donc  sa  place  mar- 
quée dans  ce  livre.  Mais  il  nous  a  paru  difficile  de  commencer  la 
rédaction  de  cet  ouvrage  par  lexposition  d'une  théorie  aussi  inci- 
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dente  et  qui  se  sépare  si  nettement  du  cours  de  mathématiques 
spéciales. 

Deux  autres  notes  sont  consacrées  :  l'une  au  théorème  de  Binet 
et  de  Gauchy,  l'autre  au  théorème  de  M.  Sylvester.  Ces  deux 
théorèmes  importants  ne  font  pas  partie  du  programme  que  nous 
nous  sommes  efforcés  de  suivre,  d'aussi  près  que  possible.  Mais  ils 
sont  enseignés  par  quelques  professeurs  et  il  nous  a  paru  utile  de 
les  exposer  dans  cet  ouvrage,  comme  un  complément  naturel  d'un 
cours  auquel  ils  se  rattachent  si  intimement. 

La  démonstration  que  nous  donnons  du  théorème  de  Binet  et 
de  Gauchy  nous  a  été  communiquée  par  notre  collègue  et  ami, 
M.  Piéron,  dans  la  conversation  duquel  nons  avons  puisé  plus 
d'une  idée  que  nous  avons  mise  à  profit,  pour  la  composition  de 
cet  ouvrage. 

Enfin,  dans  une  dernière  note,  nous  avons  présenté,  sous  un  jour 
différent  de  celui  que  nous  avons  adopté  dans  la  onzième  leçon, 
quelques  principes  relatifs  au  calcul  des  expressions  imaginaires. 

La  conception  des  expressions  imaginaires,  la  démonstration  de 
leur  utilité  ou,  pour  mieux  dire,  de  leur  nécessité,  sont  des  choses 
qui  nous  paraissent  fort  délicates.  Au  moment  où  les  expressions 
imaginaires  se  présentent  on  aborde  comme  une  algèbre  nouvelle, 
et  l'on  peut,  malheureusement,  différer  beaucoup  sur  la  manière 
d'exposer  aux  élèves  les  premières  définitions  et  les  premiers  prin- 
cipes de  cette  algèbre. 

G'est  pour  satisfaire,  dans  une  certaine  mesure,  aux  opinions 
diverses  qui  sont  attachées  à  Tintroduction  des  expressions  imagi- 
naires, que  nous  avons  cru  utile  de  rédiger  la  note  qui  termine 
ce  cours  d'algèbre. 

G.    DE   LONGGHAMPS. 
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LES  IDENTITÉS 


H  •  Oéfinliion  des  identités.  Lorsque  deux  expressions 
algébriques  Â,  B  dépendant  des  lettres  a,b,c,,.,y  prennent  des 
valeurs  égales^  quelles  que  soient  les  valeurs  numériques  attri- 
buées à  ces  lettres,  nous  dirons  que  ketB  sont  des  expressions 
algébriques  identiques.  Pour  noter  cette  propriété  nous  con- 
venons d'écrire 

AsB, 

qui  se  lit  :  A  identique  à  B. 
Les  identités  sont  souvent  évidentes  ou  n'exigent,  pour  être 


1 .  Les  premières  définitions  de  Talgëbre  ;  les  quatre  opéraUons  algébriques  : 
addition,  soustraction,  multiplication  et  division,  sont  supposées  connues 
des  lecteurs  de  ce  livre.  La  division  algébrique  qui  fait  partie  du  programme 
d^admission  à  l'École  Polytechnique,  se  trouve  exposée  dans  une  note  placée 
À  la  fin  de  ce  Uvre. 


\ 
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démontrées,  que  des  calculs  simples.  Ainsi  les  identités  sui- 
vantes ; 


/4-i)"^\i*-hi)^'' 


2  2^ 

a'J^b'  +  c'—'dabc:^[a  +  b  +  c){a*  +  b*+c*'-'ab^bc—ca) 

et  beaucoup  d'autres,  se  reconnaissent  sans  difficulté.  Mais  il 
n^en  est  pas  toujours  ainsi.  La  vérification  d'une  identité  exige 
ordinairemenl  un  certain  effort  de  calcul  et  présente  quelque- 
fois des  difficultés.  Reconnaître  l'exactitude  d'une  identité 
donnée  est  un  des  premiers  problèmes  que  soulève  l'algèbre. 

ft.  Nous  nous  proposons  d'indiquer  ici,  en  même  temps  que 
certaines  applications  des  identités,  quelques  procédés  élémen- 
taires de  calcul  algébrique  permettant  de  vérifier  ou  de  trouver 
des  identités. 

Prenons  d'abord  l'identité  évidente 

(  I  )      (a*  +  6«)  (c*  +  cT)  =  {ac  +  bel)*  +  {bc  -  ad)\ 

Elle  exprime  que  :  le  produit  de  deux  nombres  qui  sont 
chacun  une  somme  de  deux  carrés  est  aussi  une  somme  de  deux 
carrés.  Cette  remarque  s'applique  nécessairement  à  un  pro- 
duit de  facteurs  en  nombre  quelconque  et  de  la  forme  arithmé- 
tique (a'-f-ô").  On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante  : 

Théorème.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  de  la  forme 
arithmétique  {a*  -+•  b*)  est  aussi  un  nombre  de  cette  forme. 

S.  On  peut  généraliser  la  proposition  précédente.  On  a,  en 
effet, 

(a*  +pb*)  {c*  +pd^)  -:  [ac  +pbdy  +p  {ad-  bc)*. 

m 

Ainsi  : 

TiiéoREkiE.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  de  la  forme 
arithmétique  (a*H-p6*)  est  aussi  un  nombre  de  cette  forme. 
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4.  Voici  une  autre  généralisation  de  ridenlité  (i).  On  vérifie 
fecilement  que 

{a*+b*+c*+<rj  (a'*-|-6'*+c'*+d'*)  s:  {aa' +bb' +cc' +dd'y 

+  (ab'-^ba'—cd'+d&y 
+  {ac'—ca'+bd'—dby 
+  {ad'-^da'-bc'+cb'Y. 

Il  résulte  de  celte  identité  la  proposition  suivante  : 

TflÉoRÂMB.  Le  produit  de  plusieurs  nombres  de  la  forme 
arilhméiique  (a*  +  b*-hc*  -hd^)  est  encore  un  nombre  de  cette 
forme  {^). 

&•  Nous  donnerons  maintenant  quelques  applications  des 
identités  et  nous  montrerons  comment  elles  permettent  quel- 
quefois de  reconnaître  des  nombres  composés. 

Considérons  d*abord  Pidentité 

a;*+i=:(x*+i)*~2a;* 
ou 

1 
Soit  X  -=.  2*+ 2 ,  on  aura 

D'après  cette  identité  (*)  les  nombres  de  la  form^  arithmé- 
tique 2*^^+^  -f  1  sont  composés.  Si  Ton  prend,  en  particulier, 
/(=i4,  on  a 

2*^+1  11:2882303761517117453:5.107367629.536903681      0- 

G.  Prenons  aussi  Tidentité 

a:*  -j-  4  =:  (^*  +  20?  +  2)  {x*  —  20;  +  2), 


1.  Ce  Uiéorème  est  la  conséquence  évidente  de  cette  propriété  connue  : 
Un  nombre  entier  est  toujours  la  somme  de  quatre  carrés  entiers, 

2.  Identité  due  à  M.  Le  Lassear. 

3.  Ce  nombre  considérable  d^'-f"  '  ^  ^^  décomposé  en  facteurs  premiers 
par  M.  F.  Landry,  après  des  calculs  qui /entrepris  par  une  méthode  rapide 
et  particulière,  ont  duré  plusieurs  années. 


4  PREMIÈRE  LEÇON 

elle  donne  le  théorème  suivant  dû  à  Sophie  Germain  : 

Théorème.  Aucunnombre de  la  forme  arithmétique  (a?*-|-4), 
excepté  5,  n'est  premier. 
L'identité 

a;*  +  iT*  +  1  =:  (a:' +  a;  +  1  )  (a;*  —  a;  +  1  ) , 

donne  un  théorème  analogue,  savoir  : 

Théorème.  A  ucun  nombre  de  la  forine  arithmétiq ue  (a?*-|-x*-|- 1  ) , 
excepté  3,  n'est  p^^emier. 

9.  Saiis  mulliplier  autrement  ces  exemples  qui  suffisent  à 
montrer  Timportance  des  identités  les  plus  simples,  nous 
nous  proposons  maintenant  d'indiquer  quelques  méthodes 
élémentaires  qui  permettent  de  reconnaître  Texactitude  d'une 
identité  proposée. 

La  méthode  la  plus  simple  consiste  dans  les  cas  peu  diffi- 
ciles, comme  ceux  que  nous  avons  examinés  jusqu'ici,  à 
effectuer  les  calculs  indiqués.  On  vérifie  ainsi  que  les  deux 
membres  de  Tégalité  proposée  sont  absolument  semblables. 
Dans  d'autres  cas  on  fait  subira  Tégalité  des  transformations 
qui  ont  pour  but  de  rendre  manifeste  que  les  deux  quantités 
proposées  sont  bien  identiques.  Enfin,  dans  certaines  iden- 
tités, dans  celles  notamment  que  Ton  rencontre  dans  l'analyse 
combinatoire,  et  qui  n'ont  lieu  que  pour  des  valeurs  entières, 
mais  arbitraires  de  la  lettre  n,  on  vérifie  que  les  deux  mem- 
bres de  l'identité  proposée  prennent  des  valeurs  égales 
pour  wzri,  et  Ton  démontre  que  l'égalité  supposée  vraie 
pour  w  =  A,  subsiste  pour  n  :iz  A  -f-  i  • 

8.  Prenons,  pour  montrer  l'application  de  ces  idées  géné- 
rales, l'identité  suivante,  due  à  M.  Catalan 

1      .      i  ,1  1,1  1 


H  -\-  i      n-^'À  'in  2     3  lin 

Première  démonstration.  Transformons  les  deux  membres 
et  ajoutons,  à  chacun  d'eux,  la  quantité 


a  n 
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c'est-à-dire. 


Va  '  4  '  '  an/    '    \2  '  4  '  an/ 

Le  premier  membre  devient  identique  au  second,  quand  on  a 
supprimé,  dans  celui-ci,  les  termes  affectés  des  signes  -h  et  — -, 
termes  qui  sont  égaux  deux  à  deux. 

Seconde  démonstration.  Pour  n  n  i  on  a  :  -  :=:  i . 

Supposons  donc  que  l'on  ait  vérifié  l'égalité 


A  +  iA  +  2  nh  2*3  2h 

h  étant  un  nombre  entier  particulier.  On  a,  d'ailleurs, 

1111 


+ 


Par  suite, 

1  -  .1  11.  1 


A  -|-  2  2^  -j"  ^  2         3  2A  4"  * 

L'égalité  subsiste  donc  quand,  dans  l'identité  proposée,  on 
donne  à  t»la  valeur  A  +  i.  L'identité  est  donc  vérifiée  pour 
toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  «. 

••  Considérons  encore  l'identité 

^^^^+ .-^  y+^^ 

+{z—y){z—y+i)...{z—i)z  ' 

Cette  identité  qui  se  rencontre  dans  plusieurs  questions 
d'analyse  et  qui  est  due  à  Euler,  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
entières  et  positives  des  lettres  x,  y,  z,  en  supposant  que  z  —  y 
soit  supérieur  ou  au  moins  égal  à  x.  Sa  vérification  directe 
présente  des  difficultés;  mais  l'autre  méthode  prouve  l'exacti- 
tude de  l'identité,  avec  la  plus  grande  simplicité.  On  reconnaît 
d'abord  que  dans  l'hypothèse  xzz  i  eiz^yz=HyZeiy  étant 
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d'ailleurs  arbitraires,  les  deux  membres  sont  identiques  à 
1.2 ...  (y -I- 4).  Si  Ton  suppose  que  {2  — y)  reste  fixe  et  si  Ton 
change  xen{x-h  1),  on'voit que  Tégalilé  subsiste.  Enfin,  x  res- 
tant fixe,  si  l'on  change  [z  —  y)  en  {z—y-^i),  Tégalité  subsiste 
encore.  Dans  ces  conditions,  Tidentilé  est  donc  démontrée. 

lO.  Mé<h<»de  des  coefficients  Indéterminés.  Lors- 
qu'une expression  algébrique  est  (d'après  une  loi  reconnue  ou 
seulement  soupçonnée)  susceptible  d'être  développée  identi- 
quement sous  une  forme  nouvelle,  on  peut  employer,  pour 
établir  Tidentité,  la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  On 
écrit,  avec  des  coefficients  inconnus,  mais  que  Ton  se  propose 
précisément  de  déterminer,  l'identité  en  question.  On  calcule 
ensuite  ces  coefficients  par  des  procédés  divers,  procédés  qui 
varient  avec  les  identités  que  l'on  a  à  considérer. 

11*  Nous  donnerons,  comme  exemple  de  cette  méthode 
très  générale,  Tapplication  qu'on  peut  faire  d'elle  à  l'établis- 
sement du  développement  de  (x-hay^  {m  étant  entier  et 
positif)  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 

On  reconnaît  immédiatement  que  le  développement  (x-ha)^ 
est  une  fonction  entière  de  degré  m,  en  a?  ;  on  peut  donc  poser 

mais  il  faut  calculer  les  coefficients  Am,i,  Aîn,2,  ...,  Am,m.i. 

i""  Multiplions  les  deux  membres  de  l'identité  précédente 
par  {x  -I-  a),  on  aura 


(2)  {x+aY'^^six'^-^^+kmA 


ax^+Am  2 

+Am,l 


+Am,Âr-l 


On  peut  aussi  ecnre 

(3)        (a;+a)'»+»sa:«+i  +  Am+i,iaiP"»+ Am+i,2a"ic«-i  + . . . 

d'après  la  notation  de  Tidentité  (1). 

Si  nous  identifions  les  seconds  membres  (2)  et  (3),  on  aura 
d'abord 

Am-{-t,t  =  1  +Ani,l 


LES  IDENTITÉS 

et  par  snite 


Ail  z=i+Ai.i 
Ajoutons  et  remarquons  qu9  Ai.i  =  i,  il  vient 

on,  si  Ton  préfère, 

Am  =  W 

2*  On  a  ensuite 
par  suite 

Am  2==^  Am-l,2  +  (Wl  —  l) 


A3.2=^A2.2  +  2. 

Ajoutons  et  remarquons  que  A2.2  =: i,il  vient 

.  m{m  +  i) 

Ai»j.i,2=: 

2 

ou  encore 

_m(7n  — 1) 

Am.2  — • 

2 

3*  Les  deux  résultats  déjà  obtenus,  Am.i  =— ,  Am.2— ^^^  "  *^ 

1  1.2 

permettent  de  pressentir  la  loi  suivie  par  les  coefficients  cher- 
chés et  nous  admettrons  que 

_m(m— i)...(7n — &+i) 

Am.k  — , 

1  •  2  .  .  .  AC 

k  étant  un  nombre  entier  d'une  valeur  au  plus  égale  à  m 
On  a  encore  par  Pidentification  de  (2)  et  de  (3) 

Am^i,k^=^Amk        +Ain.Ar-i 
Am.k  ,  :^Am-.i,A  + Am-i,*-! 


Aat+I ,*  —  Ak,k        +  Aa-,*_  i . 
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ajoutons  et  remplaçons  A*,  a  par  i,  on  aura 

_i.2...(fe-i)+2.3...fe+3.4...(fe+i)4-...+(m~A;+2)...m 
^"^  +•'*-  1.2. ..(A-i)  • 

Mais  si  dans  ridenlité  (A)  établie  plus  haut,  on  suppose 
x-zziy  y=zk  —  2,2  — m,  chose  possible  puisque  A,  m  sont 
entiers  et  que  z — y^=-[m  —  A)  +  «  est  plus  grand  ou  égal 
à  X,  on  obtient 

par  suite, 

_(yw  +  i)m...(m— fe+2) 

Am+l,*  — j^-j IV' 

formule  qui  donne 

_m{m —  i) . . .  (m — A  +  i) 

k\ 

On  a  donc  finalement 

(a?  +  a)*»=x«H — or^"*  H — ^^ ax^^^-^- . . . 

1  1.2 

,  mfwi— i)...(m— A;+i)   ,       .  , 

1.2. ..A 

c'est  la  formule  du  binôme  de  Newton,  formule  que  nous  éta- 
blirons plus  loin,  par  des  considérations  différentes. 

19.  Nous  indiquerons  maintenant  quelques  méthodeis  per- 
mettant de  trouver  des  identités. 

Considérons  une  fonction  algébrique  de  la  lettre  x  ; 
nous  désignerons  celte  fonction  par  la  notation  U«  et  nous 
poserons 

Ux  —  U:r-1  s  Vx. 


1.  Nous  écrivons,  d'après  une  notation  adoptée,  k\  pour  représenter  le 
produit  \.2.,,k.  Le  symbole  k\  s'énonce  factotnel  k,  k\ 
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De  celle  idenliié,  on  déduit  successivement 


U,    — Uo    =:V,. 
On  a  donc 

Exemples,  i^^soit 

1 

Vx- 


alors 

1 


V*= 


x{x — i) 
et  Ton  a 

_^s:— +— +       + ^— 

X+l        1.2^2.3^'"        x{X+iy 

«•  Soit,  généralement, 

1 

on  trouve,  par  cette  méthode, 

h       i.^...h.{x  +  i)...{x+h)       ""i.2...(A'+i)     2.3...  (A+2) 

i 
'"'^x{x+i)...  —  {x+hy 

y  Soit  encore 

Vx  =  {x  +  i)\ 

si  Ton  pose 

Sx.in  1+2 +...-+- a:, 

on  aura 

Va?  =:  20;  +  1 

et 

_x{x+i) 


et,  en  posant 


on  trouve 
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4'»  Soit  enfin 

Ux  =  (x+i)'. 
Ici  Ton  a 

S.,2 g 

18«  Dans  d'autres  cas  on  posera 
De  cette  identité  on  déduit  la  suivante  : 

Vx 

^=:V^V^_,...V,. 

Vo 


Exemple.  Soit 


lJ:r=       * 


On  a 


X-\-  1 


V.  =  i-     * 


X+i' 


par  suite, 

hK'-^)(*-3-)--G-^)- 


X-\' 

On  a  donc 

1  1 

+  z 7T-, r+ 


-1  (-i){-j)        (-;)(-J)-(-^) 

^xjx-h  3) 

2 

1  A.  On  peut  aussi  poser 


Vx 


EXERCICES  H 

On  obtient  alors 

^^ V  V  V* 

— - —  .a.  Vx   Vx   .  .  .       T 

Exemple.  Soit 

Ua?  :=  sin  ir. 

La  formule  précédente  donne 

X 

Vx  =  2  cos  -, 

2 


et,  par  conséquent, 


r 


T*  iB  iK  it/  iC 

sin  a:  =  2*  sin -7  cos-  COS7  cos- ...  cos-r. 

2*  2  4  o  2* 


EXERCICES 


4.  Reconnaitre  V identité 

_  (n  4- 1  )  (n  +  2) . . .  (2n)  ^ 
""      1.3.5  . .  .  (271 —  1) 

%  Démontrer  que  Ton  a 

=:  (a* -h  ô* -I- c* — aô — ac -- ôc)*. 

(Ed.  Lucas.) 
%.  Démontrer  Videntité 

ii  Von  a 
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par  exemple,  si  Von  suppose 

a  =  (a  — 6)(a  — c), 
pz=(6  — c)(6-a), 
Y^Cc  —  a){c  —  b). 

(Catalan.) 

4.  Démontrer  VidentUé  suivante,  due  à  Lagrange  : 

5.  Vérifier  que  Fan  a 

{^a'--2bcy-h{^b'—2acy'^{2C*--2aby:s[{a'hbyMa-+^yM 

[(a-6)'-h(6-c)'H-(c-a)*], 

6.  Si  ton  pose 

démontrer  que  ton  a 

X'  +  Y'sAZ'. 

(Ed.  Lucas.) 

*y«  Sachant  que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  carrés  entiers ^ 
démontrer  que  le  sextuple  d'un  cart^  quelconque  est  une  somme  de  douze  bi- 
carrés, 

(Ed.  Lucas.) 

Cette  propriété  des  nombres  est  la  conséquence  de  Tidentité  suivante  : 

+(a?--y)*H-(ir— 2)*-|-(a?---w)*-+-(y---;2)*+(y— w)*-|-(z— m)*. 

8«  Démontf*er  que  Von  a,  quel  que  soit  a  et  p, 

cosa  sin(a-+-3)  4-cos*asin(aa-+-P)-|-cos'asin(3a4-P)-h... 
cosp  a  sin  (pa+P)  s:  cot  a  [cos  3 —  cosp  a  cos  (pa-h^)]. 


On  vérifie  Tégalité  précédente  pour  p=],  p=a  et  l'on  démontre  ensuite 
qu'étant  vraie  pour  p=^,  elle  a  encore  lieu  pour  p=X:4*i. 
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t.  Démontrer  que  si  Von  pose 

il  1 

e»  n:  I  H h 


1.2  i.2.:i  1.2...W* 

on  a 

11  1  11 

fi«:=-eji-iH — -Cn^î-h, r; reii_3-|-. .  .-f-n — ^i-h-, 

n  n{n — i)  (n — i){w — 2)  0,2         2 

On  pourra  utiliser  la  remarque  suivante  : 

n 
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ARRANGEMENTS.  —  PERMUTATIONS. 

COMBINAISONS. 


ARRANGEMENTS. 

IS.  Définition,  m  lettres  différeiiles  élant  données,  a, 
b,c,.,.l,  si  Ton  prend  p  de  ces  lettres,  p  <_m,  et  si,  dans  un 
certain  ordre,  on  écrit  ces  lettres  les  unes  à  la  suite  des  autres, 
nous  dirons  que  ce  résultat  est  un  des  arrangements  des  m 
lettres  proposées  prises  pap.  Ainsi  deux  arrangements  diffè- 
rent, soit  par  la  nature  des  lettres,  soit  seulement  par  Tordre 
dans  lequel  elles  sont  écrites,  soit  enfin  par  la  nature  et  par 
Tordre  des  lettres.  Avec  m  lettres  prises  jp  à  p,  on  peut  former 
plusieurs  arrangements,  dont  le  nombre  sera  représenté  par 

lO.  Théorème.  Ent^^e  les  deux  nombres  A^,  A^*,  il  existe 
une  loi  de  récurrence,  exprimée  par  la  relation 

A?,  =  (m-p-M)Ar. 

Démontrons  d'abord  que  Ton  peut  former  le  groupe  A^\ 
Prenons  m  lettres  a,  b,  c,.,, ,  l.  Ces  lettres,  prises  isolément, 
constituent  des  arrangements  de  m  lettres  prises  une  à  une, 

c'est-à-dire  le  nombre  Ai,  qui,  on  peut  le  remarquer,  est  égal 

à  m.  Nous  pouvons  donc  supposer  que  le  groupe  A^~*  a  été 

formé.  Il  nous  reste  à  montrer  comment  avec  ce  groupe  A^~* 

on  peut  former  le  groupe  A^,  Nous  chercherons  aussi  la  re- 
lation qui  existe  entre  ces  nombres. 


ANALYSE  COMBINATOIRE  13 

Imaginons  donc  tous  les  arrangements  A^\  et  Tun  d'entre 
eux  a,  en  particulier.  Il  y  a  (jp —  i)  lettres  qui  composent  a, 
et  (m— p4- 1)  par  conséquent  qui  n^en  font  pas  partie.  Pre- 
nons successivement  ces  (m— p-h  i)  lettres  et  plaçons-les  à 
la  suite  de  a,  nous  aurons  de*  la  sorte  constitué,  avec  ce 
terme,  (m  — p  + 1)  termes  nouveaux,  qui  appartiennent  néces- 
sairement au  groupe  A^.  On  peut  d^ailleurs  remarquer  : 
!•  que  le  même  terme  n'a  pas  été  formé  deux  fois  ;  2»  que  tous 
les  termes  du  groupe  A^  ont  été  ainsi  constitués. 

1*  Detix  arrangemefits  obtenus  par  la  loi  précédente  sont 
différents.  En  effet,  ces  arrangements  proviennent,  ou  du 

même  terme  de  A?rS  et  alors  la  dernière  lettre  n'est  pas  la 
même  :  ou  de  deux  termes  distincts  ;  alors  ils  diffèrent  par 
Tarrangement  des  (/>  —  i)  premières  lettres.^ 

^^  Les  termes  de  h^n  o^^  été  obtenus  sans  exception.  Imagi- 
nons, en  effet,  Tun  de  ces  termes  ^  ;  ayant  fait  abstraction  de 
la  dernière  lettre,  nous  obtiendrons  un  des  termes  du  groupe 
AJT*.  Celui-ci  a  été  considéré  tout  à  TLeure,  et  nous  avons 
placé  à  sa  droite  les  (m— p+  1)  lettres  qui  n'entraient  pas 
dans  sa  composition  ;  0  a  donc  été  formé. 

On  peut  maintenant  conclure  que,  chaque  terme  du  groupe 
AJf*  donnant  (m— p-f- 1)  termes  dans  le  groupe  Aj^,  on  a 

(1)    AÎ.=:(m-;>^-i)Ar. 
C'est  la  loi  de  récurrence  qui  lie  entre  eux  les  nombres 

19.  On  déduit  de  cette  formule 

AS,     zz(w— i?-hi)Ar\ 


Ar=(m~p4-2)A^„ 


-4 

m    ) 


A;,     zi(//i— i}Ai,. 


•  . 
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Mulliplions  el  remarquons  que  Ton  a  Ai,  rz  m  ;  il  vient 

(2)    ASiZi(m~/?+i)(m— pH-2)...(w— i)m. 

On  peut  exprimer  ce  résultait  en  disant  : 

Théorème.  Le  nombre  des  aiTangements  de  m  lettres  prises 
p  a  p  est  égal  au  produit  de  p  nombres  entiers  consécutifs  dé- 
croissants, dont  le  premier  est  égal  à  m. 

PERMUTATIONS. 

18.  DéflniAioii.  m  lettres  différentes  a,  by  c,...  ky  l  étant 
données,  si  on  les  écrit  les  unes  à  côté  des  autres,  mais  dans 
des  ordres  différents,  nous  dirons  que  nous  avons  formé  ainsi 
des  permutations  des  m  lettres  proposées.  Nous  désignons  le 
nombre  de  ces  permutations  par  Pm.  De  cette  définition  il 
résulte  que 

P    —A"* 
*  m  —  A„„ 

et  par  conséquent 

Ptou:  1.2.3..  .w. 

Mais  nous  élablirons  directement  cette  formule,  sans  la 
considérer  comme  une  conséquence  de  la  formule  des  arran- 
gements. Imaginons  à  cet  effet  (m—  1)  lettres  a,  6,  c,...  k\  puis 
toutes  les  permutations  Pm-i  de  ces  lettres,  et  l'une  d'elles  a, 
en  particulier.  A  la  gauche  et  à  la  droite  de  a,  et  dans  tous 
les  intervalles  qui  existent  entre  les  lettres  qui  constituent  ce 
terme,  plaçons  la  iw"^  lettre  /;  nous  formerons  ainsi  wi  termes 
appartenant  à  la  famille  Pm,  et  Ton  reconnaît  sans  difficulté 
que  tous  les  termes  de  ce  groupe  P,»  ont  été  ainsi  formés,  sans 
exception  et  sans  répétition.  On  a  donc 

P,„     =mPm-i, 
par  suite 

Pw-l  =z(m  — l)Pm-2, 


\\     =:iPi; 


d'ailleurs. 


on  a  donc  enfin 


ANALYSE  COMBÎNÂTOIKE  17 


P.  =  i; 


X  m  —  1 .2.«l.  ...  97t. 


On  renconire,  dans  un  très  grand  nombre  de  formules  de 
TAnalyse,  le  produit  des  m  premiers  nombres  entiers  consé- 
cutifs. Ce  produit  est  désigné  par  l'expression  factorielm;  il 
s'écrit  symboliquement  m!  Avec  cette  notation  abrégée  et 
symbolique,  la  formule  précédente  s'écrit 

(4)    Vm  =  m\ 

COMBINAISONS. 

IB.  Définition.  —  m  lettres  différentes  étant  données,  si 
Ton  considère  un  arrangement  de  ces  lettres  prises  p  à  p,  sans 
se  préoccuper  de  Tordre  dans  lequel  elles  sont  écrites,  on 
obtient  une  combinaison.  —  Deux  combinaisons  diffèrent  donc 
nécessairement  par  la  nature  des  lettres,  et  le  nombre  des 
combinaisons  qu'on  peut^aire  avec  m  lettres  groupées  php 
sera  désigné  par  C^,  On  le  représente  aussi  quelquefois  par 

Théobèmx.  Entre  les  nombres  A^,  C^,  Pp  ,  on  a  la  relation 

Imaginons,  écrites  dans  un  tableau  A,  toutes  les  com- 
binaisons du  groupe  C^  ;  prenons  un  terme  a  de  ce  tableau, 

terme  qui  renferme  p  lettres  que  nous  permuterons  de  toutes 
les  façons  possibles.  Nous  obtiendrons  ainsi,  avec  ce  terme  a, 
un  nombre  Pp  d'arrangements,  que  nous  placerons  dans 
un  second  tableau  B.  Ayant  opéré  ainsi  pour  tous  les  termes 
de  A,  il  est  facile  de  reconnaître  que  B  renferme,  sans  excep- 
tion et  sans  répétition,  tous  les  termes  du  groupe  A^. 

!•  Le  même  terme  n'a  pas  été  formé  deux  fois.  Car,  si  l'on 
imagine  deux  termes  3,  ^'  du  tableau  B,  ou  ils  proviennent 
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de  deux  termes  a,  a'  du  tableau  A,  et  alors  ils  diffèrent  par  la 
nature  des  lettres  ;  ou  ils  proviennent  du  même  terme  a,  mais 
alors  ils  diffèrent  non  par  la  nature  des  lettres,  mais  par  Tor- 
dre de  ces  lettres. 
2«  Un  terme  quelconque  du  gi^oupe  k^  a  été  ainsi  formé. 

Imaginons,  en  effet,  un  termes  du  groupe  AJ^,  abstraction 

feite  de  Tordre  de  ses  lettres  ;  il  représente  une  combinaison 
des  m  lettres  proposées  prises  pkp.  et,  par  suite,  il  figure  quel- 
que part  dans  A  ;  encore  une  fois,  abstraction  faite  de  V ordre 
de  ses  lettres.  Ce  terme  ayant  été  considéré  à  un  certain  mo- 
ment et  ses  lettres  ayant  été  permutées  de  toutes  les  façons 
possibles,  z  figure  donc  quelque  part  dans  le  tableau  B. 

Ceci  établi,  puisque  chaque  terme  de  A  donne  Vp  termes 
dans  B,  on  a  bien 

Des  formules  précédemment  trouvées 

V 

AJi  =r  m  (m  —  i) .  .  .  [m  — p-f- 1), 
Pp  zz  1.2...  p; 

et  de  la  relation  précédente  on  déduit  la  formule  des  combi- 
naisons 

^^)  ^'- r:^:?:^ ' 

qui  donne  lieu  à  l'énoncé  suivant  : 

Théorème.  Le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  ou 
objets,  groupés  p  par  p,  s'obtient  en  divisant  le  produit  de  p 
nombres  entiers  consécutifs  décroissants,  le  premier  d'entre 
eux  étant  égal  à  m,  par  le  produit  des  ip  premiers  nombres, 

ftO,  Remarque.  Le  nombre  C^,  par  définition  même,  étant 

un  nombre  entier,  il  résulte  de  la  formule  (6)  la  propriété 
suivante  : 

Théorème.  Le  produit  de  p  nombres  entiei^s  consécutifs 
est  toujours  divisible  par  le  p7'oduit  des  ^  premiers  nombres 
entiers. 
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*1 .  La  formule  (6)  pouvant  s'écrire 

p  _m(m —  i) . .  .  (m  —  p-hi){fn — p) ...  2.1. 

"*  ""  1.2  . .  .  p.1.2  . .  .(w — p) 

on  a  donc 

ml 


(7)  Ci- 


pi  {m  —  p\) 
.  Théorème.  Le  nombre  de  combinaisons  de  m  lettres, 
prises  p  à  p,  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  prises 
(m  — p)à(m  — p). 
En  d'^autres  termes,  et  d'après  notre  notation,  on  a 

(8)  c=cr^. 

Ceci  résulte  de  Tégalité  (7),  le  second  membre  restant  identi- 
que à  lui-même  quand  on  change  p  en  {m  ^p).  Mais  on  peut 
aussi  rétablir  a  priori,  ainsi  qu'il  suit. 

Imaginons  les  m  lettres  proposées  ;  prenons  p  d'entre  elles, 
nous  formons  un  terme  a  de  C^  ;  mais  les  (m  — p)  lettres 
qui  n'ont  pas  été  considérées  forment,  par  leur  ensemble,  un 
terme  a' de  G^"''  ;  ainsi  on  ne  peut  pas  imaginer  un  terme  du 

groupe  de  CJ,  qui  n'ait  son  correspondant  dans  le  groupe 
C*"^ .  La  réciproque  est  vraie  ;  on  a  donc  autant  de  termes 
dans  les  deux  groupes  Cf„,  G^"^. 

198.  Théorème.  le  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres 
a,  b,  c,...  1  ;  prises  p  à  p,  est  égal  au  nombre  des  combinaisons 
de  (m  —  1)  lettres  p  à  p,  augmenté  du  nombre  des  combinai- 
sons  de  ces  (m  —  t)  lettres  prises  (p  —  i)  à  (p  —  t). 

Il  faut  démontrer  que  Ton  a 

(9)   C5,  =  C  +  CÎ.-i- 

Cette  relation,  comme  celle  du  théorème  précédent,  peut 
s'établir  de  deux  façons  différentes.  Elle  peut  d'abord  être 
considérée  comme  une  conséquence  de  la  formule  (7).  En  effet, 
on  a,  d'après  cette  formule, 

p      _       (m  -  i)! 
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p-i  _        (m— i)! 


d'où 


OU 


_,  __  (r?i —  i)!??i  _        m! 


(P  —  0  î(w  —  P  —  ^Y'P'  (''*  — P)      /^-(^^  —  P)  •' 
et  par  conséquent 

^4.  Reiiaaque.  On  peut  aussi  reconnaître  cette  propriété  a 
priori^  en  remarquant  que  les  termes  du  groupe  CJ^  peuvent 
être  séparés  en  deux  parties  :  la  première  formée  de  ceux 
qui  ne  renferment  pas  la  lettre  a  et  qui  sont  en  nombre  CJ,_,  ; 

Tautre,  constituée  par  tous  les  termes  dans  lesquels  entre  la 
lettre  a.  On  peut  imaginer  que,  dans  ces  termes,  on  mette  la 
lettre  a.  en  facteur  :  on  voit  alors  que  la  parenthèse  ainsi 
obtenue  renferme,  sans  omission  et  sans  répétition,  tous  les 
termes  du  groupe  C^p  formés  avec  les  lettres  6,  c,...  A-,  l. 

Ce  raisonnement  montre  donc  bien  que  le  nombre  C^  est  la 

somme  des  nombres  C^_j  et  CjTl',. 

COMBINAISONS  AVEC  RÉPÉTITION  OU  COMBINAISONS  COMPLETES. 

î8&.  Définition.  Étant  données  m  lettres  a,  h,...  l,  si  Ton 
prend  p  de  ces  lettres,  certaines  d'entre  elles  pouvant  être 
répétées  plusieurs  fois,  on  aura  for7né  une  combinaison  des 
lettres  données,  prises  p  àp  et  avec  répétition. 

Ainsi,  ab,  ac,  bc  sont  des  combinaisons  simples  des  trois  let- 
tres a,  b,  c  prises  deux  à  deux;  ab,  ac,  bc,  aa,  bb,  ce  représentent 
les  combinaisons  complètes  de  ces  mêmes  lettres  prises  deux 
à  deux.  Nous  désignerons  par  y^  le  nombre  des  combinaisons 
avec  répétition  de  m  lettres  données  prises  p  à  p.  Dans  la 
notation  C^,  on  a  forcément  p<  m;  cette  condition  n'est 
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plus  nécessaire  pour  les  combinaisons  complètes  ;  on  peut 
avoir,  avec  celles-ci,  p  >  m.  Par  exemple, 

a.  a.  by     a.  a.  a,    a.  b.  b,    b,  b,  b. 

sont  les  combinaisons  complètes  de  deux  lettres  a  eXb  prises 
trois  à  trois. 


.  Tbéorèsje.  Les  deux  nombres  yJ,,  vÎ,  '  ^^^^  ^^^^  P^^  ^^ 
relation  de  récurrence 

(10)    vP  -  !ÎL±^Zll  y/-» 

\      /      lin  —  im    • 

La  démonstration  que  nous  allons  donner  repose  sur  cette 
idée  évidente,  que  si,  dans  un  tableau  donné  on  compte  une 
lettre  a  par  deux  voies  différentes,  mais  toutes  deux  exactes, 
les  deux  nombres  ainsi  trouvés  sont  égaux. 

Considérons,  par  exemple,  la  lettre  a  :  elle  entre  dans  le 
tableau  ^^  un  nombre  de  fois  que  nous  désignons  par  x. 
Le  nombre  des  lettres  renfermées  dans  ce  tableau  étant 
p  tJ,  et  chacune  des  lettres  y  entrant  un  même  nombre  de  fois, 

on  a 

(il)    a;  — — Y^. 

D'autre  part,  on  peut  encore  compter  la  lettre  a  d'une  autre 
façon,  en  séparant,  par  la  pensée,  les  termes  de  yJi  ^^  àQxxn 

parties  :  la  première  formée  de  tous  ceux  qui  ne  contiennent 
pas  la  lettre  a;  l'autre,  au  contraire,  de  tous  ceux  qui  renfer- 
ment cette  lettre,  une  fois  au  moins.  Imaginons  que  Ton  écrive 
ce  second  groupe  en  mettant  a  en  facteur  commun  et  appe- 
lons P  l'ensemble  des  termes  qui  se  trouveraient  ainsi  placés 
dans  la  parenthèse.  On  peut  facilement  observer  que  P  repré- 
sente,  sans  exception  et  sans  répétition,  tous  les  termes  de  la 

famille  Ym"*-  Sans  répétition,  parce  que,  en  supprimant  le 
facteur  a  dans  ces  combinaisons,  qui  ne  sont  pas  identiques, 
les  résultats  sont  aussi  différents  ;  sans  exception,  car  s'il 

manquait  dans  P  un  seul  terme  de  Y^\  en  imaginant  ce 
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terme  absent  et  en  lui  ajoutant  le  facteur  a,  on  aurait  ainsi 
un  terme  de  Y^  qui  n'eût  pas  existé  dans  la  parenthèse  P. 

D'après  la  formule  (n),  la  lettre  a  est  répétée  —  .,^~'  dans  P. 

Mais  pour  former  P,  on  a  supprimé  aux  termes  de  Y?, 
autant  de  fois  la  lettre  a  qu'il  y  a  de  termes  dans  P  ;  c'est- 
à-dire  ïîr*fois  ;  on  a  donc 

ou 

,     .              vi-hp  —  i     p-l 
(ia)     xz^—-^ vST 

En  comparant  (ii)  et  (ta),  on  trouve  bien  la  formule  annon- 
cée. 
ftH.  Formale  des  combinaisons  complètes.  Si  Ton 

applique  le  théorème  précédent  successivement  aux  nombres 
yp  ^  v/»-*  ...  V* ,  Y*  on  aura 

vP  _ m-hp—i  ^p-i 


2  W-l-1      i 

OT  — '    im* 


En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  et  en  remar- 
quant que  YÎi  =:  wi,  on  obtient  la  formule  des  combinaisons 
complètes 

^  ^       ^"*  "  1  a  ...  p 

qui  donne  lieu  à  l'énoncé  suivant  ; 

Théorème.  Le  nombre  des  combinaisons  complètes  de  m 
lettres  groupées  p  à  p  s'obtient  en  divisant  par  le  produit  des  p 
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premiers  nombres  entiers,  le  produit  des  p  nombres  entiers 
consécutifs  croissants,  dont  le prennier  est  égal  àm, 

*8.  Remarque.  La  formule  (i3)  prouve  que 

(i4)    -fP  —rv 

On  peut  aussi  observer  que  Fégalilé  (i3)  peut  s'écrire 

(15)    ^p-(^  +  P-0^ 
"»        p!(m— i)!  • 

99.  Définition  des  permatations  avec  répétition. 

Si  ron  imagine  m  lettres  parmi  lesquelles  a  sont  identiques  à 
fl[,  P  à  6,  Y  à  c,...  X  à  /,  les  différents  groupes  que  l'on  peut 
former  en  plaçant  ces  lettres  les  unes  à  la  suite  des  autres  de 
toutes  les  manières  possibles  portent  le  nom  de  permutation 
avec  répétition. 

ao.  Formule  des  permutations  À  répétition.  Con- 
sidérons m  lettres  et  formons  le  tableau  des  permutations  que 
Ton  peut  faire  avec  ces  lettres. 

Soit  Rmle  nombre  de  ces  permutations.  Affectons  dans  cha- 
cun des  termes  les  a  lettres  a  des  indices  i,  2,.. a.  Permu- 
tons maintenant  ces  indices  de  toutes  les  manières  possibles  ; 
nous  obtiendrons  un  second  tableau  dont  le  nombre  des 
tennes  sera  égal  à  Rm .  Pa.  Or  ce  second  tableau  contient 
toutes  les  permutations  qu'on  peut  former  avec  m  lettres 
parmi  lesquelles  p  sont  identiques  à  ô,  y  à  c,...  X  à  ^,  les  autres 
lettres  étant  distinctes.  En  effet,  1»  deux  termes  du  second 
tableau  sont  distincts,  car  s'ils  proviennent  d*un  même  terme 
du  premier  tableau,   ils  diffèrent  par  Tordre  des  indices 

1, 2,...  a ,  ou,  s'ils  résultent  de  deux  termes  distincts,  ils  sont 
différents  par  l'ordre  des  lettres.  —  2<»  Une  permutation  quel- 
conque des  m  lettres,  où  Ton  suppose  que  g  lettres  sont  iden- 
tiques à  6,  Y  à  c,...  X  à  /,  les  autres  lettres  étant  distinctes, 
figure  dans  le  second  tableau  ;  car,  si  l'on  supprime  dans  cette 
permutation  les  indices  i,  2,  3,...  a  ,  on  obtient  un  terme 
du  premier  tableau  ;  et ,  par  hypothèse,  on   a  affecté  les 
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lettres  a  gui  se  trouvent  dans  ce  terme  des  indices  i ,  2 , . . .  a,  en 
donnant  à  ces  indices  toutes  les  dispositions  possibles. 

Cette  remarque  étant  faite,  affectons  les  3  lettres  b  des 
indices  1, 2^...  3,  dans  cliàcun  des  termes  du  second  tableau, 
et  permutons  tous  les  indices  de  toutes  les  manières  possi- 
bles; nous  formerons  ainsi  un  troisième  tableau,  dont  le 
nombre  des  termes  sera  égal  à 

Rm.Pa.Pp 
et  on  démontre,  comme  précédemment,  que  ces  termes  sont 
les  permutations  distinctes  de  m  lettres  dont  y  sont  identiques 
a  c,«« •  A  a  i» 

En  continuant  ainsi,  on  finira  par  former  toutes  les  permu- 
tations de  m  lettres  distinctes.  Le  nombre  de  ces  permutations 
sera 

Rm  •  *  a  •  Pp  •  Py  •  •  .  •  P^» 

or  ce  nombre  étant  égal  à  Pm,  on  a  donc 

P», 


Rm=: 


Pa.Pp.PY...Px' 


OU 

Rm  = 


1.  2.  3.  . .  .m 

(1.2  .  . .  a)  (i.2  .  . .  ^)  (1.2  . .  .  Y,) .  .  .  (1.2  .  .  .X) 

OU  encore 

R™  ^     i       ô~f  î  \~\ ' 

ai.pj.Y^*'*'^' 


EXERCICES 

f .  Pour  former  les  combinaisons  simples  de  m  lettres  a,  6,  c,  ...  /,  prises 
p  àpf  on  écrit  les  lettres  qui  entrent  dans  les  diverses  combinaisons  (p — i) 
à  (p— 1),  dans  V ordre  alphabétique j  et  on  écrit  à  la  suite  de  chacune  de  ces 
combinaisons j  successivement  chacune  des  lettres  qui  suivent  la  dernière  dans 
Vordre  alphabétique.  En  déduire  la  formule 

_  m^p  +  i  ç^^, 
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£.  On  considère  le  tableau  des  combinaisons  complètes  de  m  lettres  (jo—i} 
àp—i),  tableau  où  Von  suppose  que  dans  chaque  combinaison  les  lettres 
sont  écrites  dans  Tordre  alphabétique,  A  la  suite  de  chaque  combinaison  on 
écrit  iUecessiuement  la  dernière  lettre  et  toutes  celles  qui  la  suivent  dans 
tordre  alphabétique.  Démontrer  que  Von  forme  ainsi  toutes  les  combinaisons 
empiètes  de  m  lettres  p  à  p. 

S.  Soient  les  (m  +p  —  i)  lettres  o^ft^  . . ,  a^^^^  ^,  Dans  chacune  des 
combinaisons  simples  de  ces  (m  '\*p  >- 1)  lettres,  ou  Ton  suppose  que  les  tn- 
diees  se  succèdent  dans  Tordre  croissant,  on  diminue  le  second  indice  de  i 
le  troisième  de  a,  le  p"*  de  {p—i).  Démontrer  que  Von  obtient  ainsi,  sans 
omission  et  sans  répétition ,  les  combinaisons  complètes  des  m  lettres 
ffjt  fl j  . . .  «„,  prises  p  àp;  en  conclure  la  formule 

4.  Démontrer  que  Von  a 


«7»  —  «m— I     «^  «M 


En  déduire  la  formule 


vP  -L.  vP  _u  vP  _J  .j^^JP  —  -/P  ■•■  * 


OU 


i.a.  3...p-+-2.  3...  (/?-+-i)-h.,.-f.?n(7n-Hi)  ...(w-Hp—  t) 

S.  Etablir  la  formule 
^'•i-hn'  ^^  f^rt  +  ^/n      C|„-  -j-  ...  -I-  C,„.      C,,,'  -+-  .  .     H-  C,;,  C„^'     H-  Cm, 

Bans  le  cas  oit,  m^=.m'  ^=.  p,  on  a 


iV  11  1:1 
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FORMULE  DU  BINOME 

31.  La  formule  que  nous  nous  proposons  d'établir,  formule 
due  à  Newton,  est  celle  qui  donne  le  développement,  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x^  de  la  puissance  rrù^^^  du  bi- 
nôme {X'^a)\m  étant  un  nombre  entier  et  positif.  En  géné- 
ralisant ce  problème,  on  est  naturellement  conduit  à  recher- 
cher le  développement  du  produit, 

en  supposant  les  lettres  a,b.c,. .  Aen  nombre  m.  On  peut,  en 
effet,  considérer  (^r  4-  «)*"  comme  un  cas  particulier  deP,  celui 
où  Ton  suppose  azzhznc  .  .,zzL 

9lft.  Théorème.  Si  Von  désigne  par  Sp,  la  somme  des  combi- 
naiso7is  p  àp,  ces  lettres  a,  b,  c, ,  . ,  l;  on  a 


(0    (ir-Hz)(ir-f-ô)(j:-+-c)...(a;-h/):=:x'"4-S,x»»-«-|-Sja?'«-2_^... 

On  peut  établir  cette  identité  en  démontrant  qu'un  terme  quel- 
conque du  premier  membre  existe  dans  le  second  et  vice  versa. 
Considérons  un  terme  du  premier  membre  ;  il  est  nécessai- 
rement obtenu  en  prenant  la  lettre  x  dans  {m  —  p)  binômes  et 
les  lettres  autres  que  x  dans  les  p  autres  binômes,  {p  ^  m). 
Ces  dernières  constituent  par  leur  produit  une  combinaison 
des  lettres  données  a,  b,c. . .  ,1  prises  pk  p  ;  le  terme  ainsi 
obtenu  fait  donc  partie,  dans  le  second  membre,  du  groupe 
Spx'^-p.  —  Réciproquement,  prenons  un  terme  quelconque  du 
second  membre,  par  exemple  le  tenne  Aa?"»-*,  du  groupe  Sita:»»-* 
A->^m);  je  dis  que  ce  terme  existe  aussi  dans  le  premier 


BINOME  27 

membre,  lorsqu^il  a  été  développé.  Remarquons,  en  effet,  que 
A  représente  une  combinaison  de  m  lettres  prises  A;  à  A;;  sou- 
lignons dans  le  premier  membre  tous  les  binômes  qui  ren- 
ferment ces  k  lettres  et  multiplions  celles-ci  par  la  lettre  x 
prise  dans  tous  les  binômes  non  soulignés.  Le  produit  obte- 
nu est  un  des  termes  du  premier  membre,  et  l'identité  se  trouve 
ainsi  démontrée. 

83.  Formule  du  binéme.  Si  Ton  considère  le  coefScient 
Sj,  de  ridentité  précédente,  et  si  Ton  suppose 

tous  les  termes  de  Sp  deviennent  égaux  à  cfi.  Le  nombre  de  ces 
termes  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  prises 
pip;  on  voit  donc  que,  dans  cette  hypothèse  particulière,  on 
a 

ridentité  (i)  devient  alors 

Si  nous  tenons  compte  de  la  formule  des  combinaisons 
établie  plus  haut,  nous  obtenons  la  formule 

(3)    te-|-a)'»sarw-+---aa:^-»H ^ ^  fl'd:'n-2-h... 

1  1  .Î8 

?w(m  —  1)...  (wi  — p-hi) 
1  .2  ...  p 

Nous  pouvons  aussi  la  réprésenter,  en  prenant  une  notation 
abrégée,  par 

(|)  (x+ «)»»=: Aoir^+A| a xf^'^-hA^  a'a;"»-^-!- . . .  +APaPx'^-P 
-f-...-f-Aina"». 

FI  suffit  de  poser  Ao  =  1  et 

/.x     .    _  m  (7/2  --!):. .  {m-'p-h  0  _  ^p 

'  1   .  2  .  .  .  p 
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Telle  est  cette  formule  du  binôme,  formule  due  à  Newlon  et 
qui  est  fréquemment  employée  dans  Tanalyse.  On  peut  obser- 
ver que  le  développement  du  binôme  renferme  (m-h  i)  termes. 
Les  coefficients  de  ces  termes  donnent  lieu  à  diverses  remar- 
ques que  nous  allons  successivement  établir. 

34.  Remarques,  i^  Deux  coefficients  binùmiaux  consécutifs 
Ap_i ,  Ap  satisfont  à  la  loi  de  récurrence  suivante 

(6)     Ap  — kp^i . 

Ceci  résulte  immédiatement  de  la  formule  (5),  formule  qui 
donne 

(')  ^'^'= — ......(p-o — • 

En  divisant,  membre  à  membre,  les  égalités  (5)  et  (7),  on 
obtient  bien  la  relation, 

A»  —  "P— 1  • 

P 

2»  Deux  coefficients  également  éloignés  des  extrêmes  sont 
égaux. 

En  effet  Ap  est  le  coefficient  du  terme  qui  on  a  p  avant  lui  ; 
de  même,  Am-pXP  est  le  terme  qui  en  a  {m  — p)  avant  lui. 

Jl  y  a  d'ailleurs  {m-\-i)  termes  dans  le  développement,  il  y 
en  a  donc  p  après  Am^pXP  ;  il  faut  donc  reconnaître  que 

Ap  zzAm— p» 

ou  que 

Cp  —  p*"—/», 

propriété  démontrée  précédemment. 

3®  Lorsque  m  est  pair,  les  coefficients  vont  en  augmentant 
jusques  et  y  compris  le  terme  du  milieu,  et,  lorsque  m  est  im- 
pair, les  coefficients  augmentent  pendant  la  première  moitié 
du  développement. 
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La  relation  (6)  prouve  que  les  coefâcients  augmentent  tant 
que  rinégalité 

m  —  p  +  I 

— îr—>'' 
p 

ou,  puisque/?  est  positif,  tant  que  rinégalité 

(8)    m  -h  1  >  2  p. 
est  vérifiée. 

Nous  distinguerons  deux  cas^  suivant  que  m  est  pair  ou  im- 
pair. 

Premier  cas.  Supposons  d'abord  m  pair  ;  soit  m  =  2A.  II  y  a 
(2A+ 1)  termes  dans  la  formule  de  Newton.  L'un  d'eux  occupe 
laplacedu  milieu  :c^est  celui  qui  a  A  termes  avant  lui  et  h 
termes  après  lui.  Dans  notre  notation,  ce  terme  s'écrit  Ana^j^. 
L'inégalité  (8)  devient  alors 

p<h+{. 

p  est  entier  et  il  ne  peut  être  inférieur  à  A  +  -  que  s'il  prend 

les  valeurs  o,  1,  2...,  A;  donc  tous  les  coefficients  Ao,  Ai,  At... 
A*  sont  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 

D'ailleurs,  et  d'après  la  remarque  précédente,  les  coefficients 
qui  suivent  le  terme  du  milieu  étant  respectivement  égaux  à 
Aa.i.  . . ,  A09  la  suite  A^+t. . . ,  Asa  représente  des  nombres  dé- 
croissants. 

Deuxième  cas.  Dans  l'autre  cas,  celui  où  m  est  impair, 
m  1=  aA  +  1  ;  rinégalité  (8)  devient 

p<A-hi. 

On  voit  par  là  que  p  ne  peut  prendre,  pour  obtenir  des  coef- 
ficients croissants,  que  les  valeurs  o,  1,  2...,  A.  Ainsi,  Ao^  Ai,... 
ÂA  est  une  suite  croissante,  et,  Aa+i  . . . ,  AiA+t  est  une  suite  dé- 
croissante. 

4*  La  somme  des  coefficients  binômiaux  de  (x  -\-  a)"*  est  ton- 
jour9  égale  à  2«» .  En  effet,  l'identité, 

(a;4-a)'":sAoa;»-hA4ax'»-'  -h  . . . -+- Am  a*» 
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donne,  pour  xzzazz  i, 

2»»  iz  Ao  -I-  A 1  -+-  Aa  4- . . .  -h  Am- 

5«  Ze  développement  de  {x  —  a)^,  peut  se  faire  par  la  for- 
mule 

id)    (a?  — o)'"=:Aoa;"»  —  A^  a'a;"»-*4- ...4- (-  i)P- Kp aP oc^^p 

+  •••  -+-(—»  )"*Ama'^. 

Pour  établir  cette  identité,  il  suffit  de  changer  a  en  ( —  a)  dans 
la  formule  de  Newton. 

Q^  Les  coefficients  binômiava:  d'indice  impair  forment  une 
somme  toujours  égale  à  celle  des  coefficients  d indice  pair. 

Si  Ton  suppose  xzza  dans  (9),  on  obtient, 

Ao-  Ai-f-A3...-h(— 0''Ap-f-...4-(—  i)*"A„,  =0. 

Ceci  prouve  la  proposition  énoncée,  proposition  qui  d'après 
la  deuxième  remarque,  était  évidente  pour  m  impair. 
D'autre  part,  si  Ton  observe  que 

A 0  +  Aj  -h  . . .  4-  Aw  =:  -i"*, 
on  a  encore 

(10)     Ao4-Aa-|^.. .  :z:  Aj-f- Aj-h...  =12'"-'. 

Pour  vérifier  les  propositions  qui  précèdent  sur  un  exemple 
numérique,  considérons  le  développement  de  {x-ha)  6 

On  a  bien  conformément  aux  propriétés  démontrées  tout  à 
Fheure, 

A  0  —  A  5  zn  1 , 

Al  =:A5  =  6, 

Aa=:A4=i  i4, 

A3ZZ20, 

Ao  4-  Aj  +  . . .  -h  Aç  n  G4  =:  2% 
Ao  4- AaH- A4 4- A 6  =r  A4  4- A3  +  As  z=  32  :=  2*. 

3&.  SkMnme  des  carrés  des  coefficients  blnomiaux. 
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Considérons  les  deux  identités 

(x -h  a)"»  =:  AoX-"»  -f-  A,  ax''^^  +  . . .  +  Am  a»", 
(X  -+-  a)"»  =  Am  a»«  +  Am-i  a"*"*  a;  -h  . . .  +  Ao  J:^. 

Multiplions  les^  puis  égalons  dans  les  deux  membres,  les  coef- 
ficients de  x^a^  .  Tenons  compte  d'ailleurs  des  égalités 
Aq  =  Am,  Al  HZ  Am-i  etc.,  nous  obtenons 

2m:2m-i)...(m+t)  _.,..,  ,. 

1   .  3  .  .  .  7/1 

ou  encore 

•».  m! 


(il)    Ao--l-ArH-...-+-A;,  = 


y/i  !  m  ! 

8G.  Puissance  d^un  polynôme.   Considérons  Texpres- 
sion 

X  =  (a  +  64-c-f-...-h/)'», 

m  étant  un  nombre  entier  et  positif.  On  peut  dire  que  X  est  le 
produit  de  tn  facteurs  égaux  à  (a  -h  ô  +  c  + . . .  -f-  Q.  Un  terme 
quelconque  de  X  peut  donc  être  conçu  comme  obtenu  en  pre- 
nant a,  dans  a  facteurs,  b  dans  3  facteurs^  etc.  ;  l  dans  X  fac* 
leurs  a.  Les  nombres  a,  ^^  . .  .^X  sont  nuls  ou  positifs,  mais 
on  suppose  toujours 

D'après  cette  remarque,  et  sous  la  réserve  de  cette  condition, 
on  peut  dire  qu'un  terme  quelconque  du  développement  cher- 
ché est 

Il  faut  maintenant  déterminer  le  coefficient  H. 
A  cet  effet,  remarquons  que  la  puissance  m™<^  de  (a  -+-  ô  -h  c 
...  +  /)  est  le  produit  des  m  polynômes 

(a  -f-  6  4-  c  . . .  +  /)  (a  -4-  6  -f-  c  . . .  +  0  •  •  •  ( û -+-  ^  -I-  c  +  •  •  •  "t-  0- 
Prenons  une  lettre  dans  chaque  facteur  et  écrivons  les  lettres 
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ainsi  choisies,  les  unes  à  la  suite  des  autres,  en  plaçant  la  pre- 
mière, celle  qui  est  prise  dans  le  premier  fecteur,  la  seconde, 
celle  qui  est  prise  dans  le  deuxième  et  ainsi  de  suite.  Nous 
formons  ainsi  une  permutation  de  m  lettres  dont  a  sont  iden- 
tiques à  a,  0  à  6, . . .,  X  à  /;  à  chaque  disposition  de  ces  lettres 
correspond  une  manière  de  former  le  terme  considéré.  Le 
coefBcient  de  ce  terme  sera  donc  égal  au  nombre  de  permu- 
tations de  m  lettres  dont  a  sont  identiques  à  a,  0  à  6, ...  X  à  /, 
c'est-à-dire  à  Rm*  Ainsi  on  a 

H  =:  Rm, 
ou 

m! 

(B)   n=  .3,     •■■• 

On  a  donc  la  formule 

m  ! 
(a  +  6+ c. ..  +  /)'"=  i:rTT^ r-fa«6?...^    (n) 

39.  Du  symbole  Ot  Le  raisonnement  n*est  nullement  en 
défaut  si  Tune  des  lettres,  a  par  exemple,  n'entre  pas  dans 
les  termes  considérés,  termes  constituant  un  groupe  analo- 
gue à  celui  que  nous  avons  considéré  tout  à  Theure.  Il  suffit 
d'envisager  les  permutations  avec  répétitions  des  lettres  6, 
c,  ...  l;  6  étant  répété  P  fois,  ...,/,  X  fois;  mais,  bien  en- 
tendu, avec  la  condition 

En  appliquant  à  ce  cas  particulierle  raisonnement  que  nous 
avons  fait  tout  à  l'heure,  on  trouve  que  le  coefficient  qui  cor- 
respond au  terme  considéré  est  égal  à 

m! 


P!y!...X!' 


On  peut  convenir,  dans  le  but  de  généraliser  la  formule  (B), 
que  l'expression  symbolique  o  !  à  laquelle  on  est  conduit  en 
faisant,  dans  (B),  l'hypothèse  a  :=  0,  qui  corre  spond  au  cas 


BINOME  33 

particulier  qui  nous  occupe^  sera  remplacé  par  Tunité.  Avec 
cette  convention,  la  formule  (la)  est  générale.  Le  signe  S  de 
cette  formule  veut  dire  que  le  second  membre  est  constitué 
avec  tous  les  termes  de  la  forme 

tn  l  ù       .\ 


aip!...X! 


«9  ^ ...  X  représentant  toutes  les  solutions  entières^  positives 
ou  nulles,  de  Téquation 

(G)    aH-g  +  ...H-X=:m. 

Il  faut  pourtant  accepter  cette  restriction  que,  par  convention, 
on  écrit  o  I  z=  1 . 

88.  PriH^^dé  pratique  pour  le  développement  de 
la  puissance  m  d*on  polynôme*  La  formule  (la),  comme 
beaucoup  de  formules  analogues  de  l'analyse,  présente,  dans 
l'application,  une  difficulté  évidente,  difficulté  qui  tient  à  la 
recherche  de  toutes  les  solutions  [entières  positives  ou  nulles 
de  réquation  (G).  Dans  la  pratique,  il  est  plus  simple  d'opé- 
rer de  la  manière  suivante.  On  considère  (6 -hc  +  •  •  +0 
comme  ne  formant  qu'une  lettre.  On  développe,  par  la  formule 
du  binôme,  Texpression 

[a  +  (6  +  c  +  ...  +  0]" 

On  opère  de  même,  sur  (6  +  c-f-. . .  4-0>  on  considérant 
(c4- . . .  +0  comme  formant  une  lettre.  On  obtient  ainsi  de 
proche  en  proche,  le  développement  demandé. 

Soit  proposé,  par  exemple,  le  développement  de  {a-hb-hc)'; 
on  a 

(a  +  6H-c)'s[a4-(ô  +  c)]' 

ou 

(a  +  6-hc)'=:a*  +  3a*(ô-hc)-f-3a(6-l-c)*  +  (6-l-c)' 
ou  enfin,  après  réduction 

(a  f  6  +  c)' = a'  +  6'  -+-  c'  +  6abc  -h  3a'b  +  3a'c  -h  3b*c  +  3b*a 

+  3c'6-4-3c*a. 

3 
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Pour  développer  la  puissance  m'^"^  d'un  polynôme  on  peut 
aussi  former  toutes  les  combinaisons  complètes  mk  m  des 
lettres  a^  6,  c, . . .  /,  et  affecter  chaque  combinaison  du  coeffi- 
cient convenable. 

89.    Mombre  des  termes  da  développement  de  X, 

Les  termes  de  la  formule  (12)  étant  de  la  forme  a«6P . . .  /^, 
avec  la  condition  a  -1-  g  +...-+-  a  —  ^w,  il  y  a  autant  de  ter- 
mes que  Ton  peut  faire  de  combinaisons  complètes  avec  les 
lettres  a,b, , . .  l,  prises  m  à  m.  Si  Ton  suppose  ces  lettres  en 
nombre;?,  il  y  aura  donc  ^^p  termes  dans  X. 

Mais  on  a  trouvé 
et,  comme 

Cm  hP"^ 

on  aura  donc 


"*  12  3...  m 

ou 

^  _(m-i-jP— i)..(m+i) 
*'"""       i2-S..,{p—i)      ' 

On  prendra  Tune  ou  l'autre  de  ces  formules  ;  la  première 
de  préférence,  si  m  <  p  —  1  ;  la  deuxième  dans  le  cas  con- 
traire. 

40.  Théorèmes  d*Ealer  et  de  Fermât.  On  peut  déduire 
de  la  formule  (la),  une  démonstration  des  théorèmes  d'Euler 
et  de  Fermât. 

Imaginons  que  dans  cette  formule^  qui  a  lieu  pour  toutes  les 
valeurs  de  a,  b,c, .  .  /,  on  fasse  a  ^bzzc  zz  . ..  zz  l=zi;le 
premier  membre  devient  p*",  les  lettres  étant  supposées  en 
nombre  p.  Dans  le  second  membre  se  trouvent,  parmi  les  ter- 
mes qui  le  constituent,  a'",  6"»,  .../"*,  dont  la  somme  devient 
égale  à  p,  de  telle  sorte  que 

//'"—/>  =  M. 
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M  désigne  ce  que  devient  Tensemble  de  tous  les  autres  termes 
du  développement  dans  Thypothèse  azub  zzc  ...  =:l=z  %. 
Un  terme  quelconque  de  M  est,  dan  s  cette  hypothèse,  de  la 
forme 

m! 
Bzz 


al^I...XI 


Comme  on  suppose  a  4-  ^  -H  ...-»-  ^  z:  m,  les  nombres  po- 
sitifs. 2, 3>  •  •  •  ^  sont  tous  inférieurs  à  m.  Il  n'y  a  d'exception 
à  cette  règle  que  si  Ton  suppose  tous  les  nombres  «,?,•..  X 
nuls,  à  l'exception  d'un  seul  ;  celui-ci  étant  nécessairement 
égal  à  m.  Mais  alors  le  terme  qui  correspond  à  cette  hypo- 
thèse particulière,  le  terme  Y  —  H  a«  ôP  . . .  ^  (H  étant  dans 
ce  cas  égal  à  1)  devient  Tun  des  nombres  a"*,  6»»,  » . .  l^. 
Ces  nombres  constituent  le  groupe  que  nous  avons  d'abord 
considéré,  et  qui,  comme  nous  Pavons  remarqué,  a  pris  la 
valeur  p.  On  peut  donc  affirmer  que,  dans  les  termes  de  M, 
les  lettres  œ,  0, .  . .  X  représentent  toujours  des  nombres  po- 
sitifs, et  inférieurs  à  m.  D'ailleurs  H  est  un  nombre  entier. 
Si  nous  supposons  que  m  soit  un  nombre  premier,  après  la 
simplification  que  comporte  H  et  qui  a  pour  but  de  lui  donner 
la  forme  entière,  on  peut  être  certain  que  le  nombre  premier 
m  n'entrant  pas  au  dénominateur,  sera  l'un  des  facteurs  de 
cette  forme  entière. 

Ainsi  tous  les  termes  de  M,  mis  sous  la  forme  entière,  seront 
divisibles  par  m  ;  le  nombre  {p^  —  p)  est  donc  lui-même  di- 
visible par  m.  On  arrive  ainu  au  théorème  d'Euler  : 

41.  TflsoRÈMs.  Si  m  est  un  nombre  premier  absolUy  et  p  un 
nombre  entier  quelconque,  la  différence  p"»  —  p  est  toujours 
divisible  par  m. 

Le  théorème  de  Fermât  n'est,  à  proprement  parler,  qu'un 
corollaire  du  précédent.  Puisque  (p^  —  p)  est  divisible  par  m> 
on  peut  écrire 

p  (pw-i  —  1)  zz  mA, 
A  désignant  un  nombre  entier.  Si  Ton  suppose  que  le  notu'* 


36  TROISIÈME  LEÇON 

bre  premier  m,  ne  divise  pas  p  ;  divisant  le  produit  p  (p»»^*— i) 
•et  étant  premier  avec  le  facteur  p,  il  doit  donc  diviser  l'autre 
facteur  (p**-*  —  i).  Cette  remarque  constitue  le  théorème  de 
Fermât^  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

49.  Théorème.  Si  m  est  un  nombre  premier  ne  divisant  pas 
p,  il  divise  nécessairement  (p'^^  —  i). 


EXERCICES 

t.  Démonirer  à  priori  que  les  coefficients  binâmiaux  également  éloignés 
des  extrêmes  sont  égaux, 
Oa  remarque,  comme  une  conséquence  de  la  multiplication  algébrique, 

que  {i-{'x)^  est,  après  développement,  une  fonction  entière  de  x  de  degré 
m.  On  pose 

(i  +  a;)*»  =  Apa;«  +  A^a?"»-»  -h . .  .  -J-  A^^ir  -h  A»», 
puis  on  change  a;  en  -. 

X 

%,  Démontrer  les  deux  identités 

Cp  —  Cp       Cp_|  -h  Cp       Cp^i  .  .  .  +  ^4-1  ~        vp 

yp      —  '-•p  ^p^-j  T"  ^p      rP+*  *  '  •       ^iH-*  —    P 

dans  lesquelles  C  représente,  bien  entendu,  les  conbinaisons  de  a  objets  pris 
6  à  S. 

On  développera  (ar+i)P  et  (a;—  1)''+  S  puis  on  fera  le  produit  de  ces 
deux  développements.  On  observera  que 

{x+  i)p(a7— i)P+«s:(a;*—  O'^Co;—  i) 

et  l'on  trouvera  facilement  les  deux  identités  proposés.  Il  faut  pourtant 
distinguer  deux  cas  :  suivant  que  l'on  considère,  dans  ce  dernier  développe- 
ment,  un  terme  de  rang  pair  ou  un  terme  de  rang  impair. 

8.  Démontrer  les  relations. 

a  (a*  -  1  )  C^  =  C;C^,  +  C*C;_î 
a  (î*-i -  i)  Cp  =:  C;C^i.+  CpClZî  -f  •  •  •  Cr'<:JL(4.i 
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On  prendra  l'identité 

on  y  ehangera  x  en  (x  +  i);  ou,  a;  en  a  x-^  i,  comme  on  Tondra. 

4.  Démontrer  fiderUité 

(^  =  Cj  +  C^(^' +  C*C^ -H . . . -H  C*-'C; -H  C*. 
On  identifie  les  termes  deux  à  deux,  dans  Tidentité 

5.  Si  fan  pose 

Sl  =  iP+2P+...+nP 
démontrer  que 

nH-i = s; -+- cX, -+- c^l  + . . . -h  cr'sL. + sL. 

Pour  répondre  à  cette  question  on  pourra  considérer  la  fonction  X. 

X=:(n  — i)nP  +  (n  — 2)(w  — i)Pf.  .  .-f-i.  îiP 
ou 

X—-  CP+I  QP 

et  remarquer  que 

(n--i)np=  (n— i)H-iH-Ci  (w— i)p-hCj  (n— i)p-«  + . . .  +  (n— i). 

•.  Démontrer  que  si  fon  pose 

X 

on  a 

VH-i-»V,-»-C^,Vp_,-yCiVp_î4-C^,Vp_,  -yC*Vp_4+ . . .  =:o. 
On  pourra  établir  cette  identité  en  considérant  les  développements  de 


i'^+hT''  ^^^^  {''-^if' 
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TBIÂNaLB  ABITdteénQUlB  DE  PA80AL.  —  FILBS  DE  BOULETS. 


4L3.  lîoagiûohs  le  tableau  suivant  : 


{a  +  bf 
(a  +  by 
(a  +  by 
(a  +  by 
(a  +  by 

i 
1  . 1 

1  a  a  .  1 

1.3.3.1 

1 . 4 . 6 . 4 .  i 

[a  +  b)P 

1  •  (jp .  \jp . . .  \jp     .  i 

Ce  tableau  a  été  formé  en  écrivant  dans  la  ligne  de  rang 
(p-f-i),  les  coefficients  du  développement  de  la  puissance  p 
du  binôme.  Il  constitue  le  triangle  arithmétique  de  Pascal.  Les 
nombres  écrits  dans  ce  triangle  jouissent  de  propriétés  diverses. 
Nous  indiquerons  seulement  les  plus  saillantes. 

44.  Première  propriété.  Le  nombre  écrit  dans  la  ligne 
de  rang  z  et  dans  la  colonne  de  rang  t  est  égal  à 

(:^— i)  (z  —  2) ..  .(z--  t-hi) 

l  .  2  .  .  .  (/  —  1  ) 
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En  effet,  d'après  la  définition  même  du  triangle  dft  Pascal 
ce  nombre  est  Cilî  et  Ton  a  bien 

Remarque,  Lorsque  t  est  supérieur  à  ;;,  la  formule  Cl  n'a 
plus  de  sens  ;  mais  on  peut  convenir  que  dans  ce  cas  Cl  =  o . 

4&.  Deuxième  propriélé.  Si  Von  considère  dans  le 
triangle  de  Pascal  trois  nombres  A,  B,  H  disposés  comme  nous 
tindiquons  ici^ 


A 

B 
H 

de  telle  sorte  que  A  soit  écrit  immédiatement  à  la  gauche  de  B 
et  H  immédiatement  au-dessous  deB,  on  a  A  +  B  —  H. 
En  effet  si  Ton  pose 


on  a 


B=:CS+', 


et 


H  =  C^Î. 


D'ailleurs,  nous  avons  vu  que 


l^jM-t  —  ^p  T^  '^p      • 


Ainsi 


H  =  A  +  B. 


40 


QUATRIÈME  LEÇON 


4G«  TroIsléBie  propriété.   Si  l'on  considère  deux  co- 
lonnes consécutives  du  triangle 


1 

A 

1 

B 

B' 

C 

C 

•             • 

K 

•      • 

K' 

L 

L' 

•             • 

U 

•             • 

Ona 


U  =  i-f-A  +  B+...  +  K  +  L. 


En  effet  d'après  la  deuxième  propriété  on  peut  écrire 

U  =  L  -4-  L' 
L'  =  K'  -h  K 


C'nB'4-B 
B'  =  i  4- A 


ajoutons  et  simplifions,  on  a 

U=:i-hA-hB+...-hK-+-L. 

Remarque.  Les  nombres  du  triangle  de  Pascal  silués  dans 
une  même  colonne  se  présentent  dans  certaines  questions 
d^analyse.  On  les  a  nommés  nombres  figurés.  Les  nombres 
figurés  de  la  troisième  colonne  sont  lesnombres  triangulaires  ; 
ceux  de  la  qualrième  les  nombres  pyramidaux. 
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SOMMATION  DES  PILES  DE   BOULETS. 


49*  FtMrniiile  préliminaire.  Nous  poserons 

k  désignant  un  nombre  entier  et  positif.  On  sait  que 

,_n(«+t) 

^n  — • 

2 

Nous  nous  proposons  de  chercher  S^. 
Ona 

par  suite, 

w'  —  (n  —  2)'  s:  6  (w  —  1  )•  -f-  2 


3'— l'  =6.  2*+  2 


.s 


Ajoutons,  il  vient 

(w  +  i)' +  n'— 1  HT  6S,+ 2W 


ou 


2n'-4-3»*-|-w=z6S, 


ou  enfin 


_n(«4-i)(2n+i) 
^a— â 


Cette  formule  sert  de  base  aux  calculs  qui  vont  suivre. 

4IS«  Plies  é,  base  carrée*  Les  projectiles  ronds,  dans  ces 
sortes  de  piles,  sont  disposés  de  la  façon  suivante  :  sur  le  sol 
on  range  les  boulets  de  façon  qu'ils  forment  un  carré  ayant  n 
boulets  de  chaque  côté  ;  au-dessus,  et  dans  les  creux  formés 
par  celte  figure,  on  place  de  nouveaux  boulets  qui  constituent 
un  carré  ayant  (n  —  i)  boulets  et  ainsi  de  suite  ;  jusqu'à  ce 
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que  Ton  arrive  au  sommet  de  la  pile,  sommet  qui  est  formé  par 
un  seul  boulet. 

Il  résulte  de  cette  disposition  que  le  nombre  de  boulets  ren- 
fermés dans  la  pile  est  : 

par  conséquent  et  d'après  la  formule  (A), 

4L9.  Plie  <»irrée  tronquée.  Lorsqu*on  veut  prendre  à  la 
pile  précédente  un  certain  nombre  de  boulets,  on  retire  d'a- 
bord celui  du  sommet,  puis- ceux  qui  forment  la  couche  sui- 
vante, etc.,  et  Ton  obtient  ainsi  une  pile  carrée  tronquée. 
Pour  compter  les  boulets  de  cette  pile  tronquée,  en  supposant 
que  le  carré  de  base  renferme  n*  boulets  et  celui  qui  termine 
la  pile  (p  +  *  )*  oï^  2iura  évidemment  pour  le  nombre  cherché  X', 

X       -  ç^ 

ou  encore  : 

Dans  rhypothèse  de  p  =  o  on  retrouve  la  formule  (3). 

50«  Piles  il^  base  trlaiiflçulalre.  La  base  de  ces  piles  est 
un  triangle  équilatéral.  Le  nombre  des  boulets  étant  égal  à  n 
sur  chacun  des  côtés  de  ce  triangle  la  base  renferme 


boulets. 


•w  +  (n-i)  +  ...+2  +  i    ou    (^  +  -] 

\2      '     2/ 

Par  suite  le  nombre  y  des  boulets  contenus  dans  la  pile  est  ; 
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OU 

_n(w  +  i)(2w  +  i)     n  {n-\-i) 
Y  —  . — . — h         - 

OU»  après  réduction  : 

51.  PUe  trianpilalre.  tronquée.  Si  Ton  retire  de  la  pile 
précédente  un  certain  nombre  de  boulets,  par  couches  hori- 
zootalesy  on  obtient  une  pile  triangulaire  tronquée.  Le  nombre 
de  boulets  renfermés  dans  cette  pile  tronquée  est,  en  dési- 
gnant par  (p  -+-  i)  le  nombre  de  boulets  de  Tarète  supérieure, 


(<5) 


519.  Piles  à  base  reetoiig;alaire.  La  base  est  un  rec- 
tangle. Nous  supposons  qu'il  y  a  p  boulets  dans  une  dimen- 
sion, (p  +  g)  dans  Tautre.  Le  nombre  de  boulets  de  la  base 
estdoncp(p-h^)zip*-l-pg.  La  couche  supérieure  renferme 
(p—  i)  boulets  dans  la  petite  dimension,  p  +  g  ^  i  ou 
(P  —  *)  H-  î>  dans  l'autre. 

Le  nombre  de  boulets  de  cette  couche  s'obtient  donc  en 
changeant  dans  p'  +  pq,  p  en  (p— i),  et  ainsi  de  suite.  Lenom- 
bre  total  de  boulets  de  cette  pile  est^  d'après  cette  remarque , 

oa 

m 

OU,  après  réduction , 

(7)     z  -^(P+')(^g  +  ''P+*) 

6 

&!•  Remarque.  Ordinairement  les  nombres  proposés  sont 
les  nombres  n  et  n'  de  boulets  renfermés  dans  les  arêtes  de 
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la  base  inférieure.  Supposons  que  n  corresponde  à  la  dimen- 
sion  la  plus  grande  ;  on  aura 

et  la  formule  (7)  devient  : 

,.,     ,_n-(n^+0(3n->n^+i) 

&^  Remarque.  Cette  formule  peut  s'écrire  : 

^  _  n'  (W  +  i)  ^^     ^,^  ^  n^  (n^  +  I)  {^n'  -h  i) 

ou 

(8)     Zr:Si.(n~nO  +  S^ 

On  peut  donc  dire  que  la  somme  des  boulets  renfermés  dans 
une  pile  rectangulaire  ayant  n'  boulets  sur  la  petite  arête  de 
base  et  n  sur  la  grande  arête  est  égale  à  la  somme  des  deux 
nombres  que  Von  obtient  en  ajoutant  à  la  somme  des  carrés 
des  n'  premiers  nombres,  (n  —  n')fois  lasomme  decesnombres. 

&&•  Piles  EL  Obus.  L*artillerie  moderne  emploie  principa- 
lement des  projectiles  de  forme  cylindro-conique  qui  sont  dis- 
posés de  la  manière  suivante  :  La  base  de  la  pile  est  un  rec- 
tangle renfermant  n  projectiles  dans  Tune  des  dimensions 
(ordinairement  la  plus  petite)  et  p  dans  Tautre.  Au-dessus  de 
cette  base,  et  vu  la  forme  de  ces  projectiles,  on  peut  dispo- 
ser un  rectangle  renfermant  p  projectiles  dans  Tune  des  di- 
mensions, (n  —  i)  dans  l'autre;  et  ainsi  de  suite.  Le  nombre  U 
des  obus  de  la  pile  est  donc: 

pn+j9(n  — 1)  +  .    .-h p.  i 

_.          7i(n-hO 
U  =:»  .— ^ . 

&G«  Somiiie  des  puissances  semblables  des  Éermes 
d*ane  prog^ressiou  arithméUqoe.  Le  problème  qui  vient 
de  nous  occuper  et  qui  repose,  comme  on  vient  de  le  voir,  sur 


APPLICATIONS  DU  BINOME  43 

la  formule  (A),  conduit  assez  naturellement,  si  Ton  veut  gé- 
néraliser cette  formule,  à  calculer  les  quantités  sj,  Sj.  . . , 
et  par  suite  à  chercher  la  somme  des  puissances  k  des  termes 
d'une  progression  arithmétique. 

Désignons  par  wi,  mî,  . . .  Wn+i,  les  (n  -h  i)  premiers  termes 
d'une  progression  arithmétique  de  raison  r  de  telle  sorte  que  : 

Un^i  ZZUn  +  r 
U„  Z=  Wn-l  -h  r 


«a  zi;  Wj  +  r. 


La  formule  du  binôme  de  Newton  permet  de  former  le  tableau 
suivant  : 

(«1.)*+» =(M_i+r)*+*  zz  (WH_<)M-«+A4r(w„_i)*-+-A,r'(Wn_i)*-«+ . .  +r«^» 


Ajoutons  ces  égalités  et  convenons  de  poser  : 

Si  =  (t/J«+(M,)«+...-HW'- 
on  obtiendra  : 

(B)  («»+,)H-«  -(wJ*+i+A,r2i-hA,r*Sj-h..+A,i-S;+.  .-hnr*+«. 

&9.  En  appliquant  cette  formule  il  fa  ut  bien  observer  t^que 
le  nombre  total  des  termes  du  second  membre  est  {k  +  2)  ;  20 
que  Ai  désigne  le  nombre  de  combinaisons  de  (&  +  1  )  objets 

groupés  i  par  i  ;  en  d'autres  termes  Ai  iz  Ci^< . 
Si  Ton  veut  avoir  Sj,  on  doit  faire 

t/|  — 1,    rrzi,    Mn+t^n  +  i     et    Azz2. 
En  remarquant  que  A^  =  A,  z=  3,  on  a 

(n -h  1)' m -h 3î2i  +  3S,H  w. 
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En  remplaçant  Si  par  ^  ^^^  ^^  on  trouve 


,  _n(n4-i)(an4-  0 


formule  déjà  établie. 

L  On  trouve  de  même 


et 


s:=(s;)-=î^. 


^4  _ n (n  +  i)  (an  +  i) (3n'  +  3/i  —  i) 


EXERCICES 

1.  Démontrer  Videntiii 

wS„  s:  S„  H-  S„_i  +  S„_2  4- .  .  .  +  Si  ; 


en  déduire  S",  connaissant  S  =  -^ . 

n  ni) 

P/m*  généralement  établir  que, 


WO,,     -=-  &„  -h  o„_(  -H  î>„_2  +  •  •  •  i"  ^1 

*.  Démontrer  que  S    «<  un  polynâfne  entier  de  degré  (/>  +  i)  en  »,  waw 
»e  renfennant  pas  de  terme  constant. 

1       2 

Le  théorème  eat  vérifié  pour  S   ,  S"  ;  on  le  suppose  vrai  pour  rindice  />, 

et,  8'appuyaut  d'ailleurs  sur  ridentitc  (i),  ou  reconnaîtra  que  le  théorème 
subsiste  pour  la  valeur  (p  -l~  i)  de  Tindice. 

3.  Si  Von  pose f  conformément  au  théorème  précédent 


s;  =  kn^^  -h  Bn^  -j-  .  . .  +  Hw. 


démontrer,  lo  quek=:  — ; — .  a*»  que  B  =- 
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Ce  théorème  est  vérifié  pour  p  =  i,  et  on  suivra  la  marche  iadlquée  pour 
l'exercice  précédent. 

4.  Démontrer  les  identités  suivantes, 

!•  1*  +  3'  -f- .  . .  +  (2/) .-   1)*  = 3 

«(4p«+6p-:i) 

!•    1.3  |-3.5  +  5.7+...-l-(2p  — i)(2p-f  1)= ij 

X     n(«+i)(n+a)(«+3) 
3*  Xirt.2.3-4-2.3.4-^3.4.5+..+n(n+i)(n+2)s:  \       ' 

On  reiuarqae  que 

n  (m  +  j  )  (h  +  2)  =:  n=  -f-  3n'  +  u», 

par  suite  un  a 

X  i^  S„  -|-  3S„  -|-  2S„. 

Cette  remarque  s'applique  à  un  grand  nombre  de  questions  de  ce  genre.  Si 
l'on  suppose  X  =  Ui  +  Ua  + . . .  +U^  et  si  U„peut  se  mettre  sous  la  forme 

d'une  fonction  entière  de  n,  de  degré  A',  les  formules  qui  fout  connaître  S^^ , 
S  ', . . .  S    permettent  alors  de  calculer  X. 

5.  Démontrer  la  formule  : 

i.2.3...p  +  2.3...(p+i)  f  .••+»(^*+0"-(w  +  p— i) 

_n{n  +  i)..:{n  +  P'-i)(n-^p) 

On  remarque  que  les  termes  de  cette  somme  sont  les  nombres  figurés  do 
Tordre/?  multipliés  par  i,  j,  3,. . ./?. 
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RACINE  CARRÉE.  —  RACINE  Mi^me. 


En  poursuivant  Tétude  des  opérations  algébriques  é!émen* 
taires,  on  est  conduit  à  Textraction  des  racines,  opération  que 
nous  allons  définir  et  qui  peut  être  considérée  comme  l'opéra- 
tion inverse  de  celle  que  nous  avons  précédemment  traitée 
quand  nous  avons  étudié  Télévation  des  polynômes  à  une 
puissance  entière  et  positive.  Nous  examinerons  d'abord  le  cas 
le  plus  simple  ;  celui  de  la  racine  carrée. 

SO. IMfiniAloii  delà  racine fsarrée exacte.  Etant  don- 
né un  polynôme  P,  qu*on  sait  avoir  été  obtenu  en  multipliant 
un  polynôme  inconnu  R  par  lui-même;  on  propose  de  trouver 
celui-ci. 

BO.  Théorème.  Le  problème  que  nous  venons  de  poser  ne 
comporte  que  deux  solutions  :  Ces  solutions  sont  formées  par 
deux  polynômes  dont  les  termes  sont  deux  à  deux  égaux  et  de 
signes  contraires. 

On  a,  par  définition,  Tidentité 

P=:R'; 
Soit  IV  une  seconde  solution.  On  a  encore 

PsR'*; 


par  suite, 


ou 


R'sR'S 


(R  — RO(R-hRO  =  o. 
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Pour  qu'un  produit  soit  identiquement  nul,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  Tun  des  facteurs  soit  identiquement  nul.  On  a 
donc 

R=:R' 
ou 

R=-R' 

Il  est  d'ailleurs  évident,  à  priori,  que  si  R  est  une  solution, 
(— R)  est  aussi  une  solution  :  On  peut  donc  dire:  i*  qu'il  n'y 
fl,  au  problème  proposé,  qii£d€tix  solutions,  auplus;2^ques'il 
en  existe  une  il  y  en  a  une  autre,  identique  à  la  première, 
quand  on  change  les  signes  des  termes  de  celle-ci. 

61  SoloAion  du  problème.  Recherche  du  premier  tei'me 
de  la  racine.  Soit 

P  =z  AoJ?»'  4-  A,x»»=«  -f-  .  .  .  Am 
le  polynôme  proposé,  et 

R  zzBoXP-hB^xP-^-h.  ..-hBp 

la  racine  cherchée. 

Les  inconnues  du  problème  sont  p,  6o,  Bi. . .  Bp.  On  a,  pour 
les  déterminer,  Tidentilé 

Le  second  membre  peut  être  considéré  comme  un  produit 
de  deux  facteurs  égaux.  Le  terme  bIx^^  est  le  seul  de  son  es- 
pèce; c'est  le  terme  de  degré  le  plus  élevé.  On  a  donc 

A^  =:  bIx^p. 
Par  conséquent  m  —  np,  et  Ao  =i  bJ. 

Cette  dernière  égalité  exige  que  l'on  ait  Ao  >  o.  Nous  suppo- 
sons cette  condition  remplie  ;  s'il  en  était  autrement  le  pro- 
blème serait  impossible  et  le  polynôme  P  n'aurait  pas  été  ob- 
tenu, comme  le  veut  Thypothèse  que  nous  avons  faite.  On  voit 
aussi  que  m  est  nécessairement  un  nombre  pair.  Nous  arri- 
vons donc  à  cette  conclusion  :  l»  que  le  degré  de  la  racine  est 
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la  moitié  de  celui  du  polynôme  donné,  lequel  est  "nécessaire- 
ment  du  degré  pair;  2«  qvs  le  premier  coefficient  de  la  racine, 
celui  du  term^  du  degré  le  plus  élevée  est  égal  en  valeur  absolue 
à  la  racine  carrée  du  premier  coefficient  du  polynôme  donné, 
coefficient  qui  est  d'ailleurs  nécessairement  positif. 

Recherehe  du  second  coefficient.  Les  inconnues  p  et 
Bo  étant  déterminées,  on  peut  écrire  Pidentité  (A)  sous  la  forme 

AoO?»*  -+-  A,a;"»-'  +  . . .  -j-  Am  =:  BIx^p  f-  2B^p  (B,iC/»-*  -f-  . . .  -h  B;,) 
4-  (B,a;p-i  -h  . . .  BpY. 

On  remarque  que  les  termes  \oX*^,bIx^p  disparaissent  ;  et,  en 
posant 

Rj  s:  A,a?«-i  +  AjO;»»--  -h  ...  -h  A», , 

il  vient 

R,  s  aBoiPP  {B^ocP"^  4-  ...  4-  Bp)  4-  [B^xP-^  -h. . .  4-  Bp)*. 

Dans  le  second  membre  il  y  a  un  terme  qui  ne  se  réduit  avec 
aucun  autre,  c'est  le  terme  : 

nBoBjO?*/»-',    ou  aBoBiO;»-». 
On  a  donc  ^ 

(1)    A,=uBoB. 
Si  Ton  suppose  A.  =:  o,  on  a  donc  B»  =  »  :  si  Ton  a  A4  p±  0, 

on  tire  de  l'égalité  (1)  B|  zr  --i  ;  mais  dans  Tun,  comme  dans 

°  aBo 

l'autre  cas,  on  peut  dire  que  le  second  terme  de  la  racine  s'ob- 
tient en  divisant  le  terme  du  degré  (m  —  1)  du  premier  reste 
par  le  double  du  premier  coefficient  de  la  racine. 

Recherche  dn  troisième  coefficient  et  des  coeffi- 
cients sniM^ssifs.  L'identité  (A)  peut  maintenant  s'écrire, 
Bo  et  B|  étant  connus,  sous  la  forme 

P  —  {BoXP  4-  B,xP-^)^:s:  2(BorP  4- B,xP"»)  {B^v  -=i  4- . . .  4-6,)' 
4-  (B,a?P-?  4-  ^  • .  4-  BpY, 
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Posons 
on  a 

11  y  a  dans  le  second  membre  un  terme  qui  n'est  réductible 
avec  aucun  autre ,  c'est  le  terme  2BoBaa?*/>^,  ou  aBoB^"-*. 
Identifions-le  avec  le  terme  en  a?»"*  dans  R ,  :  on  voit  alors  que 
B,  s'obtient  en  divisant  le  coeffident  du  terme  de  degré  (w— 2) 
de  R9,  par  le  double  du  premier  coefficient  de  la  racine. 

Cette  règle  se  généralise  facilement.  On  prouve  ainsi  que  si 
ton  considère  le  reste  R* 

(B)  Rfc  :=  P  —  (BoXP-i-  BjXP-'  +  .  .  .  -H  Bj^jXP-fc+i)» 

le  terme  BkPoP-^  de  la  racine  s* obtient  en  divisant  le  terme  du 
degré  (m  —  k)  de  Rk,  par  2B0. 

liol  de  succession  des  restes*  Les  restes  succeiTSifs  R|, 
R3, ...  Rfc,  dont  il  est  question  dans  la  théorie  précédente, 
peuvent  se  calculer  par  la  formule  (B)  ;  mais  il  est  plus  simple 
de  les  déduire  les  uns  des  autres,  par  une  sorte  de  calcul  ré- 
current qui  permet  de  déduire  Rfc  de  Rjt-i*  On  se  fonde  sur  la 
remarque  suivante.  On  a 

Rft-i  rr  P—  (B^'  ^^XP-^  -h  ...  -h  B*-2arP-fr^^)\ 

On  peut  donc  écrire  Rjt  sous  la  forme 

Rjt  =:  P— (B^^'»  -4-  BjiCP-'  -f- . .  .  4-  Bk-2a:^*+»)* 

—  B*-ia;P-«^*  (aBgXP -+■  h^xv^  4-  .•. .  -h  BA-aa*^*^*)] 

—  {Bk-iicP-*+*)*. 

On  a  donc 

(C)  Ri  zr  Ra-1  —  Bfc-iar-H-i  [aB^-|-3B4iwP-»4-...4-2B/fc-îa;P-'H-i 

-hBjt-iXP-^^+ï]. 

Ce  qui  conduit  à  la  règle  suivante  :  Pour  trouver  le  reste  R*, 
qui  correspond  au  dernier  terme  trouvé  à  la  racine^  on  ajoute 
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à  celui-ci  le  double  de  la  partie  antérieurement  déterminée  ;  on 
multiplie  cette  somme  par  le  dernier  terme  et  on  retranche  ce 
produit  du  reste  précédent. 

BJI9.  Remarque.  Si  P  est  un  polyn&me  de  degré  m,  U  reste 
\\k  est  d'un  degré  égal  à  (m  -  k)  ow  c?'wn  degré  inférieur. 

Celle  loi  se  vérifie  pour  R,  :  supposons  la  vraie  pour  R*-, 
el  montrons  qu'elle  subsisle  pour  R/^.  Dans  la  formule  (C), 
le  coefficienl  B&-.4  a  élé  obtenu  en  identifiant  le  premier  terme 
de  IW,,avec  2BoB&_,a:2/'-*f*.  Ces  termes  disparaissent  donc 
et  il  ne  reste  plus  que  des  termes  en  x^-p^^^  ou  en  x^-^  puisque 
Ton  a  2^  zi  m;  en  général  lU  est  donc  de  degré  {m  —  k).  Mais 
il  peut  arriver,  dans  des  cas  particuliers,  que  les  termes  en 
{m-~k)y  dans  (C),  disparaissent  aussi.  Dans  ce  cas  les  degrés  de 
deux  restes  consécutifs  Ra—i  et  lU,  diffèrent  de  plus  d'une  unité. 

63«Réslepour  rextraction  de  la  raeine  carrée  d'an 
polynôme  entier*  On  conclut  de  ce  qui  précède  la  règle  sui- 
vante :  Soit  un  polynôme  entier  P,  ordonné  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  a;  ;  on  suppose  que  P  est  le  carré  par- 
fait d'un  polynôme  inconnu  Q:  pour  trouver  celui-ci,  on  peut 
opérer  de  la  manière  suivante  : 

1®  Ayant  constaté  (sinon  le  problème  est  impossible)  que  le 
degré  m  de  P,  est  pair  et  que  le  premier  coefficient  Ao  est  positif, 

nx      É^ 
1°  te  degré  de  la  racine  est  — ,  a**  mpremier  coefficient  est  égal 

à  (±V  Ao);  soit  Bo  ce  coefficient. 

2*»  Ayant  retranché  de  P  le  carré  du  premier  terme,  on  obtient 
un  reste  R,.  Si  Von  divise  le  terme  de  degré  (m — 1),  de  ce  poly- 
nôme par  le  double  du  premier  tei^me  trouvé,  on  a  le  second  ter- 
me de  Q. 

30  Ayant  déduit  \\^de\\^^  et, plus  généralement,  Kkde  Ra-,, 
comme  il  a  été  expliqué,  on  obtiendra  le  terme  correspondant 
de  la  racine  en  divisant  le  terme  de  degré  (m  —  k)  de  \\k  par  le 
double  du  premier  terme  de  la  racine. 

Lorsque  le  problème  est  possible,  comme  nous  Pavons  sup- 
posé jusqu^ici,  les  termes  de  la  racine  se  déterminent  ainsi  suc- 
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cessivement.  11  admet  d'ailleurs  deux  solutions,  car  Ton  peut 

prendre,  au  début,  pour  Bo  la  valeur  -f-VA^  ou  la  valeur— vXô. 
La  règle  même  que  nous  venons  de  donner  prouve  que 
les  deux  résultats,  qui  correspondent  à  ce  double  choix,  sont 
identiques,  au  signe  près. 

64.  Extraction  de  la  racine  carrée  d'un  poiynéme 
ordonné  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x. 

On  peut  observer  que  la  théorie  précédente  s'applique  à  des 
polynômes  ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
de  la  lettre  x.  L'énoncé  de  la  règle  donnée  se  modifie  fecile- 
ment  dans  cette  hypolhèse  et  il  est  inutile  d'insister  sur  celle 
modification.  Nous  ne  touchons  à  ce  point  que  pour  faire  re- 
marquer que  si  un  polynôme  donné  P  est,  par  hypolhèse,  le 
carré  d'un  polynôme  entier  Q;  on  peut,  indifféremment,  pour 
trouver  Q,  ordonner  P  par  rapport  aux  puissances  croissantes 
ou  décroissantes  de  x.  Les  deux  voies  conduisent  au  résultat 
cherché  sans  qu'il  y  ait,  en  gérîferal,  de  raison  appréciable 
pour  préférer  Tune  à  l'autre. 

BS.  Forme  homo^ne  d*un  polynôme  entier.  Pour 
bien  marquer  la  raison  de  Tindifférence  qui  préside  au  choix 
des  deux  manières  que  nous  venons  de  noter  pour  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée,  Jîest  utile  de  remarquer  qu'une  fonc- 
tion entière  de  x  peut  toujours  être  considérée  comme  iden- 
tique à  une  fonction  homogène  des  lettres  x  et  y,  mais  avec 
cetle  réserve  que  y  est  supposé  égal  à  i.  En  effet  l'identité  que 
l'on  veut  résoudre, 

(A)      Ao»:»  -f -  A,a?«-«  + . . .  -h  Am  s  (BoXP  -f-  B,irP-«-h. . .  +  Bp)' 

peut  s'écrire,  si  l'on  suppose  y  —  i, 

(A')  AoX"-|-A,ic^-»  y-h. .  .-f-Amy'^s:  [BoXP-i-B^xP-^y-h .  •  .-hBpyP)\ 

On  peut  dire  d'ailleurs  que  l'identité  précédente  a  lieu. 
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qxiel  que  soit  y,  et  quel  que  soit  x  ;  et  non  pas  seulement  pour 
y  zr  i ,  quel  que  soit  x.  Imaginons  en  effet  une  identité, 

identité  qui  est  vérifiée  quel  que  soit  x.  Posons  x  zz-^;  on  sl 


? 


(!)=*©• 


Cette  identité  est  vérifiée  qu^el  que  soit  X  et  qu^l  que  soit  Y,car 
X  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  on  peut  don- 
ner à  Y  et  à  X  toutes  les  valeurs  que  Ton  peut  imaginer.  Ainsi 
X  et  Y  sont  des  variables  arbitraires.  Toutes  les  valeurs  dTt 
et  d'Y  satisfont  à  cette  égalité  et  aussi,  évidemment,  à  celle-ci 


Y.,(i)>YH(|). 


k  étant  le  degré  commun  d^  polynômes  <^  et  i];.  On  peut  donc 
formuler  la  remarque  suivante  :  Une  identité  dans  laquelle  n* en- 
trent qvs  des  fonctions  entières  de  x  étant  établie,  si  on  la  tratis- 

X 

forme  en  remplaçant  x  par  - ,  apt*ès  avoir  chassé  les  dénomi- 

nateurs,  on  obtient  une  identité  qui  a  lieu  quel  que  soit  X  et 

QUELQUE  SOIT  Y. 

D'après  celte  observation,  si  Ton  veut  établir  l'identité  (A), 
on  pourra,  si  on  le  préfère,  établir  Tidentité  (A'),  puis  suppose  r 
y  ~  i.  Or  on  peut  ordonner  indifféremment  (A'),  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  x  ou  par  rapport  aux  puis* 
sances  décroissantes  de  y.  L'extraction  d'une  racine  carrée 
exacte  peut  donc,  pour  ce  motif,  se  faire  également  bien,  et 
indifféremment,  en  opérant  sur  le  polynôme  proposé  écrit  dans 
la  première  ou  dans  la  deuxième  forme. 

OO.  Racine  earrée  des  polynômes  qui  ne  sont  pas 
des  «Mirrés  parfaits.  Définition.  Étant  donné  un  polynôme  P 
supposé  quelconque,  m  étant  son  degré  ;  si  m  est  pair  il  existe 
toujours^  nous  allons  le  démontrer,  un  polynôme  Q  de  degré 
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—  et  un  polynôme  R  de  degré  moindre  que  ~ ,  tels  que  F  on  ait 

(i)  PsiQ'-hR: 

Q  est  la  racine  carrée  de?]  R  est  le  reste  de  C  opération. 

•9.  Théorème.  Le  problème  que  nous  menons  de  définir 
ne  peut  comporter,  pour  la  racine,  que  deux  valeurs  identiques 
et  de  signes  contraires;  et,  pour  le  reste,  qu'une  seule  valeur. 

En  effet,  soit  Q'  et  R'  une  seconde  solution  ;  on  aurait  donc 

(a)  Ps:Q'*+R'. 

Par  suite,  en  comparant  (i)  et  (a), 

Q'H-Rs:Q''  +  R'. 

ou 

P)  (Q-Q0(O-+-Q')  =  (R'-R). 

m 
Or.  Q  et  Q*  sont,  par  hypothèse,  des  polynômes  de  degré  —  ; 

m 
Ret  R'  des  polynômes  de  degré  moindre  que  — .  Si  le  produit 

(Q  —  QO  (Q  -+-  QO  n'est  pas  identiquement  nul,  Tidentité  (3)  est 
donc  impossible,  le  premier  membre  étant  de  degré  supérieur 
à  l'autre.  On  a  donc  nécessairement 

(0-Q')(Q  +  Q')=" 
par  suite 

ou 

La  racine  carrée  peut  donc  avoir  seulement  deux  solutions 
représentées  par  des  polynômes  identiques,  mais  de  signes 
contraires.  On  voit  aussi,  que  l'identité  (3),  dont  le  premier 
membre  est  identiquement  nul,  donne 

R'  — Rso 
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G8.  Skilation  du  problème*  —  Détermiiiatioii  des  In- 
oonnaesQetR.  Nous  supposons  que  P  est  un  polynôme 
de  degré  pair  et  que  son  premier  terme,  celui  de  degré  le  plus 
élevé,  est  positif.  On  doit,  en  effet,  remarquer  que  rideniité 
(i)  n*est  réalisable  que  si  ces  deux  conditions  sont  remplies. 

Appliquons  au  polynôme  P,  la  règle  pratique  donnée  plus 
haut  pour  extraire  sa  racine  carrée,  en  supposant,  pour  un 
instant,  que  ce  polynôme  soit  im  carré  parfait. 

Désignons  par  Q  Tensemble  des  termes  obtenus  à  un  cer- 
tain moment,  dans  cette  opération  qui  peut  être  poursuivie 
jusqu'à  ce  qu'elle  devienne  impossible  ;  le  reste  obtenu  est 
identiquement  égal  à  P  —  ^'  et  Ton  peut  écrire,  en  désignant 
ce  reste  par  r 

ou 

(4)  Ps:?'-hr. 

Cette  identité  peut  se  vérifier  pendant  tout  le  courant  du 
calcul  ;  mais  l'opération,  si  P  n'est  pas  un  carré  parfait,  cessera 
d'être  possible  quand  on  ne  pourra  plus  diviser  le  premier 
terme  du  reste  par  le  double  du  premier  terme  trouvé  à  la 
racine  ;  c'est-à-dire  quand  le  reste  sera  d'un  degré  plus^  faible 
que  celui  de  la  racine.  Si,  à  cet  instant,  on  appelle  Q  la  valeur 
de  g^  et  R  la  valeur  de  r,  l'identité  (4),  devient  : 

P  =  Q*  +  R. 

Les  polynômes  Q  et  R,  ainsi  déterminés,  remplissent  les  con- 
ditions exigées  par  la  définition  que  nous  avons  donnée  tout 
à  l'heure.  On  peut  donc  conclure  i*"  que  la  racine  carrée  de  P 
est  ±  Q  ;  2°  que  le  reste  est  égal  à  R. 

Racine  m^^m*. 

G9.  DéfinUlon.  Si  un  polynôme  donné  P,  a  été  obtenu  en 
élevant  un  polynôme  inconnu  Q,  à  une  puissance  m,  on  dit  que 
P  est  une  puissance  m"^^  exacte  :  Réciproquement,  Q  est  la  ra- 
cine m"*  de  P. 
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Si,  ce  qui  est  le  cas  général,  P  n'est  pas  une  puissance  m'^^ 
exacte;  extraire  sa  racine  m"^  c'est  trouver  deux  polynômes 
Q  et  R  tels  que  Ton  ait 

P=:Q«  +  R; 

R  étant  de  degré  moindre  que  Q  :  Q  est  la  racine  ;  R  est  le  reste 
de  cette  opération. 

La  théorie  de  la  racine  m^''  est  très  semblable  à  celle  que 
nous  venons  d'exposer  pour  la  racine  carrée.  Nous  allons  l'ex- 
poser ici,  mais  rapidement,  pour  éviter  des  répétitions  inutiles. 

90.  Raeine  m"*'  exaete.  Posons 

axP  -h bxP-^ -h cxP-^ -\- .  .  .H-/=:(aa;^H-pa:v-i-f-.. .  -[-X)«. 

et  développons  le  second  membre  par  la  règle  de  la  multipli- 
cation des  polynômes.  On  a 

axp  =  7^0^  y 

et,  par  suite 

a  ira"* 
pzumq. 

Les  nombres  peiq  sont  entiers  ;  pour  que  le  problème  soit 
possible,  il  est  donc  nécessaire  que  Vexposant  p,  soit  un  mul- 
tiple de  Vindice  m  de  la  racine.  Si  cette  condition  est  remplie, 
q  est  donné  par  la  formule, 

P 
m 

D'autre  part  on  a,  pour  déterminer  a,  l'égalité; 

Si  m  est  impair,  on  sait  que  ^a  n'a  qu'une  valeur  réelle  ;  si 
au  contraire  m  est  pair  il  y  a  zéro,ou  deux  valeurs,suivant  que 
l'on  suppose  a  <  o,  ou  a>  o.  Ainsi,  si  m  est  impair,  il  y  a  tou- 
jours une  solution  pour  le  premier  coefficient  a  et  il  n'y  en  a 
qu'une  seule  ;  si  m  est  pair  il  faut,  pour  que  le  problème  soit 
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possible,  que  le  premier  coefficient  a,  du  polynôme  donné 

soit  positif.  Si  cette  condition  est  remplie,  a  a  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  ;  dans  le  cas  contraire,  le  pro- 
blême  est  impossible. 

Pour  déterminer  le  second  coefficient  P,  on  remarque  que 
si  Ton  pose, 

c'est-à-dire 

R^  zz  hxp-^  ■\-  cxP-^-^-.  . .  -f  /, 
on  aura 

Le  polynôme  Oi  désigne  ici  Tensemble  des  autres  termes  en 
â;qui  proviennent  du  développement  de  Q^,  ces  termes  sont 
d'ailleurs  d'un  degré  inférieur  à  {mq  —  i).  On  conclut  de  là  que 
le  terme 

est  irréductible  :  le  coefficient  du  premier  terme  de  R^  est  donc 
égal  à  wa*"~*p.  Ainsi  le  second  coefficient  P  s'obtient  en  divi- 
sant le  premier  coefficient  du  premier  reste  par  m  fois  la  puis- 
sance {m  —  i)"*  du  premier  coefficient  trouvé. 

Cette  loi  se  généralise  sans  difficulté.  Dans  cette  théorie  qui 
offre,  avec  celle  que  nous  avons  exposée  tout  à  l'heure  pour  la 
racine  carrée,  des  analogies  trop  marquées  pour  qu'il  soit  utile 
de  la  présenter  avec  les  mêmes  développements  ;  la  différence 
la  plus  essentielle  porte  sur  le  calcul  des  restes  successifis. 
Nous  avons  donné  plus  haut  une  loi  de  formation,  par  voie  de 
récurrence,  des  restes  de  la  racine  carrée.  Cette  loi  ne  s'ap- 
plique pas  à  la  racine  m"«;  les  restes  successifs  doivent  se  cal- 
culer  en  retranchant  du  polynôme  proposé  la  puissance  m"* 
de  la  partie  trouvée  à  la  racine. 

1.  Pour  expliquer  ce  point,  dans  tous  ses  détails,  on  peut  se  senrir  du 
développement  de  la  puissance  m^^  d'an  polynôme,  développement  donné 
précédemment.  Mais  on  peut  aussi  observer  que  les  seuls  principes  de  la 
multiplication  algébrique  suffisent  à  établir  les  raisonnements  que  nous 
donnons  ici. 
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91.  Saeiiie  mt^^  faexaete.  Supposons  que  P  soit  un  po- 
lynôme quelconque  mais  remplissant  les  conditions  suivantes: 
i*  son  degré  est  un  multiple  de  m,  2^  son  premier  coefficient 
est  positif,  dans  le  cas  où  m  est  pair  :  en  appliquant  à  ce  poly- 
nôme la  règle  d'extraction  de  la  racine  m"«  on  a,  à  chaque  ins- 
tant, ridentité 

Ps:y«-|-r 

q  étant  la  partie  trouvée  à  la  racine,  r  le  reste  correspondant. 
On  ne  peut  être  arrêté  dans  ce  calcul  que  si  le  reste  obtenu 
est  de  degré  inférieur  à  celui  de  q;  et  si  Ton  appelle  Q  la  va- 
leur de  Çy  à  cet  instant,  R  le  reste  correspondant,  on  a  : 

PsrQw-hR. 

Les  polynômes  Q  et  R  ainsi  déterminés  résolvent  le  pro- 
blème proposé,  puisque  R  est  d'un  degré  inférieur  à  celUi  de 
0. 

Appileations. 

1*.  Démontrer  que  le  produit  de  quatre  nombres  consécu- 

(ifs  augmenté  de  t  est  toujours  un  carré  parfait, 

ce 
Soil  -  le  premier  nombre  ;  il  faut  établir  que  le  nombre  U 


î(f-)(i-)G--'K- 


est  un  carré  parfait.  On  a^  en  développant  le  calcul  indiqué, 


V  = 


y" 


Appliquons  au  numérateur  la  règle  d'extraction  de  la  racine 
carrée,  on  est  conduit  au  calcul  suivant  : 


R,=:o 


x^-h^xy-hy^ 


•^.t 


(2jf-\-'Sxy)^xyzz6x*y-h'gx*y 


{2af-h&xy-\^*)y*=:9.œY-^^^''H/* 
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Ce  calcul  prouve  que  Ton  a 


r=:'^*-^™*""" 


)■• 


y 

le  théorème  est  donc  démontré. 

•Ï3.  Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qne 
le  polynôme  U, 

U  s:  Ax*  +  2Bxy  +  Cy* 

soit  un  carré  parfait  : 

On  doit  distinguer  deux  cjfs  dans  celle  question,  suivant  que 
l'on  suppose  A  n  o,  ou  A  ^  o.  Si  A  zn  o,  U  ne  pouvant  pas  ren- 
fermer X  au  premier  degré,  il  faut  supposer  B  zr  o.  Celte con. 
dition  nécessaire  est  d'ailleurs  suffisante;  car  si  elle  est  rem- 
plie, on  a  U  :=  Cy*  ;  U  est  bien  un  carré  parfait. 

Prenons  maintenant  le  cas  général,  celui  où  A  n'est  pas  nul. 
Supposons  A>o,  autrement  le  problème  proposé  serait  impos- 
sible, comme  nous  1  avons  reconnu  plus  haut. 
On  a: 

AU  =:  AV  +  aABo^  +  A.Cy\ 
Le  calcul  suivant  : 


y/A*x'  +  2\Bxy  +  ACy* 
Ri  =  2ABa:y  +  ACy* 
R,=2/«(AC~B*) 


Ax  +  By 


{2Ax  +  By)  By  =  2ABxy  4-  By, 


prouve  que  si  Ton  a  AC-—  B*;zf  0,  AU,  et  par  conséquent  U 
n'est  pas  un  carré  parfait.  U  est  donc  nécessaire  que  l'on  ait 
AC  —  B*  1=  o.  Je  dis  que  cette  condition  est  suffisante.  L'iden- 
tité qui  a  été  établie  par  le  calcul  précédent 

AU  =:  {Ax  +  By)*  +  y*(AC  -  B*) 

prouve,  en  effet,  que  si  Ton  a  AC  iz  B*,  AU  est  un  carré  parfait. 

Le  polynôme  U  est  donc  aussi  un  carré  parfait,  savoir  celui 

Ax  +  By 

de F — ,  quantité  réelle    dans  l'hypothèse  A  >  0,  que 

VA 

nous  avons  adoptée. 
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marque.  Si  A  :=  o,  la  condition  AC  —  B*  =:  o  se  réduit  à 
B*  —  0.  On  peut  donc  dire  que,  quel  que  soit  A,  la  condition 
cherchée  est  AC  —  B*  zz  o. 

14.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  Xi 

U  s:  A;r'  +  A'y*  +  A"^'  +  aByj  +  -ih'zx  +  -i&'xy 

soit  un  carré  parfait. 

On  peut  appliquer  à  cet  exemple  la  méthode  générale,  que 
nousa?ons  employée  dans  les  deux  questions  précédentes.  On 
peut  aussi  déduire  les  conditions  cherchées,  de  celles  que  nous 
avons  trouvées  dans  Texercice  que  nous  venons  de  traiter. 
Nous  adopterons  cette  dernière  méthode. 

Gomme  tout  à  Fheure  nous  distinguerons  deux  cas  :  i  <»  A  =  u^ 
2*A;zfo. 

!«'  Cas.  Soit  Azz  o.  U  ne  devant  pas  renfermer  de  termes 
du  premier  degré  en  x  on  doit  avoir,  quelque  soit  y  et  z^ 


par  suite 


On  a  donc 


B'z  +  B"y  =:  o  ; 


B'=:o,  B"  =  o. 


U  s:  AV  +  2Byz  +  k"z\ 

On  sait  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  U 
soit  carré  parfait  est 

A'A"  — B*-o. 

Les  trois  conditions  sont  donc 

B'— o,    B"  — o,    A'A"  — B*  — o. 

2*«  Cas.  Soit  A;3^o.  Ecrivons  U  delà  manière  suivante  : , 

U  =:  Ax*  +  IX  (B'V  -f  B'z)  +  A'y*  +  iByz  +  k'z\ 

On  peut  considérer  U  comme  un  trinôme  dû  second  degré 
en  X,  dont  le  premier  coefficient  A  est  différent  de  zéro. 
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Appliquons  à  ce  trinôme  le  caractère  démontré  an  para- 
graphe précédent,  on  a 

(B"y  +  B'zy  =  A(A'y'  +  2Byz  +  AV). 

Mais  cette  égalité  est  une  relation  d'identité^  elle  doit  avoir 
lieu  qiiel  que  soit  y,  et  quel  que  soit  z  ;  on  a  donc  les  conditions  : 

l    B'"i=AA' 
(i)    Jb'B"=:AB 
'    B'*=AA" 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes,  en  supposant  tou- 
tefois A  >  o.  On  a,  en  effet,  A  n'étant  pas  nul 

AU  s:  AV  +  AA'r  +  AAV  +  -ikByz  +  ^SB'zx  +  ^KSTxy 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  (i), 

AU  =:  AV  +  B*V  +  B'*2*  +  ^WWyz  +  aAA'^  +  aAA^'a^y 

ou  enfin, 

AU  =  {kx  +  BV  +  WzY 

Cette  identité  démontre  bien  que  AU,  et,  par  conséquent,  U 
est  un  carré  parfait  ;  savoir,  le  carré  de 

VA 


EXERCICES 

f .  Trouver  quelle  condition  doivent  remplir  le»  coefficients  a  p  Yi  P^'''* 
que  le  polynôme  U, 

U  s:  a*ii^  -f- oo;'*' -h  ^'  +  Y^  -"l-ï* 

soit  un  carré  pm^fait. 
On  trouve 

,  1 

4 
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S.  Reconnaitre  que  les  polynômes  U,  V  ; 

Us: 34(^4^ —  i)(i2a?  —  i)  {Sx  —  i)(6j;  —  i)  -|-  i 
U  =  3ar(6a;-}-i)(3a;  f  i)(2j?-f- i)  +  i 

«»ii/  liet  earré«  pas* faits. 
On  trouTe^  en  appliquant  la  règle  pour  rextraction  de  la  racine  carrée 

U  s:  [b-j^x*  —  i  200^  -f-  5)' 
V  s  (36a?* -hiSa? -+-«)• 

3.  Démontrer  que  U, 

ef<  iM  oetiTé  parfait. 
On  trouve 


Us 


0?* -h  (a -h  3)0;-+- 


a^ 


a 
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9&.  Définitions.  Imaginons,  sur  une  première  lig'ue,  n 
nombres  que  nous  désignerons  par 

1    î         il 

Imaginons  de  même  (n  —  i)  autres  lignes  analogues,  l'en- 
semble de  ces  nombres  donne  le  tableau  suivant 


(A) 


«1 

«1 

9 

a\. 

.  .  aï 

a^ 

.  ai 

^1 

«3  •  • 

.  az 

«i 

•  •  «n 

Ce  tableau  constitue  un  déterminant.  11  faut  bien  remarquer 
que  a|  est  une  écriture  symbolique.  La  lettre  a  ne  désigne  pas 
une  valeur  numérique,  comme  dans  la  notation  algébrique  or- 
dinaire; para*  nous  voulons  seulement  désigner  le  nombre  ou 

élément  du  détei*mdnant  qui  est  écrit  dans  la  ligne  6  et  dans  la 
colonne  ol. 

On  appelle  terme  d'un  déterminant  le  produit  obtenu  en  mul- 
tipliant n  éléments  de  ce  déterminant  :  ces  éléments  étant  choi- 
sis de  telle  façon  que,  parmi  eux,  deux  quelconques  ne  soient 
pas  situés  dans  la  même  rangée.  Ce  produit  doit  être  affecté 
du  signe -h  ou. du  signe — ,  suivant  les  cas,  et  conformément 
à  une  règle  que  nous  ferons  connailre  tout  à  l'heure. 
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96.  Permotailoiisi,  Inversions.  Soient  i ,  2, ...  ri,  les  n 

premiers  nombres  naturels. 

Supposons  qu'ils  soient  écrits  sur  une  même  ligne,  dans  un 
ordre  quelconque,  et  soient  a  et  0,  deux  des  nombres  de  cette 
suite,  %  étant  p^acé  à  la  gauche  de  ^.  On  dit  que  (X  et  0  pré- 
sentent une  inversion  quand  on  a  a  >  g.  L'ensemble  des  n  pre- 
miers nombres  naturels  écrits  les  uns  à  la  suite  des  autres  dans 
un  ordre  quelconque  constitue  mi\q  permutation.  La  permuta- 
lion  est  paire  lorsque  le  nombre  total  des  inversions  est  pair; 
on  dit  aussi  qu'elle  est  de  première  classe:  elle  est  impaire  ou 
de  seconde  classe  dans  le  cas  contraire. 

Parmi  les  permutations  on  dislingue  la  suivante  1,  2,  ...  n: 
aliène  présente  aucune  inversion.  Nous  la  nommerons  pe*•m^^ 
tation  principale. 

9tf«  Remarque  I.  Une  permutation  change  de  classe  quand 
on  fait  réchange  de  deux  nombres  consécutifs. 

Soient  p  et  q  deux  nombres  consécutifs  d'une  permutation 
P;  désignons  par  A  Tensemble  des  nombres  qui  sont  écrits 
avant  p  et  par  B  Tensemble  de  ceux  qui  suivent  q,  de  telle 
sorte  que  Ton  ait 

P,  rz  A  .  i> .  ^  .  B 

Permutons  les  nombres  p  et  q  et  considérons  la  nouvelle 
parmulation 

Pj  —  A.  ^.p  .  B. 

Les  inversions  des  nombres  qui  sont  écrits  dans  A,  sont  res- 
lées  les  mêmes  ;  il  en  est  de  même  des  inversions  de  p  sur  les 
nombres  de  B,  et  de  q  sur  ces  mêmes  nombres.  Enfin  les  in- 
versions des  nombres  écrits  dans  B  sont  aussi  les  mêmes.  Mais 
si  p.  5^  présentaient  une  inversion  dans  P,,  cette  inversion  a  dis- 
paru dans  Pa,  ou  inversement.  Dans  tous  les  cas  la  classe  a 
changé. 

98.  Remarque  II.  Une  permutation  change  de  classe 
quand  on  permute  deux  nombres  quelconques. 
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Soient  les  deux  permutations 

P,  izA.p.B.g.C 
'  Pa=iA.g.B.p.C; 

« 

A  désigne  tous  les  nombres  qui  précèdent  p,  B  tous  ceux 
qui  sont  placés  entre  p  et  q,  enfin  C  les  nombres  qui  suivent  g. 
Considérons  la  permutation 

V^  —  k.h.p.q.C. 

Si  z  désigne  le  nombre  des  éléments  de  B,  on  a  dû  faire  z 
permutations  d'éléments  consécutifs  pour  passer  de  V^  à  P,.  De 
même  si  Ton  forme  avec  P,  la  permutation 

p;  =  A .  ? .  B  .  jt> .  C, 

on  voit  qu'il  a  fallu  faire  (2+1)  échanges  d'éléments  ou  fac- 
teurs consécutifs.  Concluons  donc  que  pour  passer  de  P,  à  P, 
on  a  fait  (22:4-1)  permutations  d'éléments  consécutifs.  Or,  pour 
chacune  de  celles-ci,  il  y  a  changement  de  classe  :  la  permu- 
tation considérée  passe  de  la  première  classe  à  la  seconde  ;  de 
celle-ci,  à  la  première  ;  et  ainsi  de  suite.  Si  le  nombre  des 
échanges  entre  deux  éléments  consécutifs  est  pair,  la  classe 
reste  la  même;  si  au  conlraire^  comme  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  ce  nombre  est  impair,  on  peut  affirmer  qu'il  y  a  eu 
changement  de  classe. 

10.  Déflnltioii  du  si§^iie  d'an  terme  d*aii  détermi- 
nant. Nous  pouvons  maintenant  définir  nettement  le  signe 
d'un  terme  d'un  déterminant.  Soit 

Pi        pa        PS  Pm 

un  terme  formé  par  le  produit  de  n  nombres  différents  de  zéro, 
nombres  pris  dans  le  tableau  (A),  et  de  telle  façon  que  toutes 
les  colonnes  et  toutes  les  lignes  y  soient  représentées.  Alors 


2a    »     •   *       Jt 


II 


''J       0       fj  0 

Hi    Ha    HS  •  •  •    H» 
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représentent  deux  lignes  identiques  à 

abstraction  faite  de  Tordre  des  nombres.  Comptons  les  inver- 
sions de  ces  deux  lignes  :  si  la  somme  totale  de  ces  inver- 
sions est  un  nombre  pair  nous  donnerons  à  U  le  signe  4-  ; 
nous  lui  donnerons^  au  contraire,  le  signe  — ,  lorsque  les  in- 
versions comptées  sur  les  indices  supérieurs  et  inférieurs  for- 
meront, ajoutées  les  unes  aux  autres,  un  nombre  impair. 

Hais  cette  définition  ne  peut  être  acceptée  qu'après  avoir 
établi  le  principe  suivant. 


>.  Principe.  Le  signe  (Tun  terme  ne  change  pas  quand  on 
intervertu  Vordre  des  facteurs  qui  le  composent. 

Posons 

U=r  Aa^BaJC 
et 

V  -  Aap^  Ba*  C 

U  et  V  ont  la  même  valeur,  mais  il  faut  montrer  qu^ils  ont 
aussi  le  même  signe.  Dans  la  notation  du  terme  U,  A  désigne 

le  produit  des  éléments  qui  peuvent  précéder  «g  ;B  le  produit  de 
ceuxqui  peuvent  être  compris  entre  ttg  et  a^,  ;  enfin  C  le  produit 
des  éléments  qui  peuvent  suivre  a^,.  S'il  n'y  a  pas  d'éléments 

avant  aï,  on  supposera  A  =:  i  ;  cette  observation  s'applique  à 

B  et  à  C.  Si  Ton  compare  dans  U  et  dans  V  les  inversions  des 
indices  supérieurs,  on  voit  que  deux  nombres  ont  été  échangés 
et  que,  par  suite,  la  permutation  a  changé  de  classe.  Cette  re- 
marque s'applique  aux  indices  inférieurs.  Mais  alors  la  somme 
totale  des  inversions  pour  les  indices  inférieurs  et  supérieurs 
napas  changé  de  parité,  donc  U  et  V  sont  deux  nombres  égaux 
elde  même  signe. 
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Exemple.  Considérons  le  déterminant 

1     2    3 
4    5    6 

7    «    9 

les  éléments  i,  6,  8  forment  un  terme  dont  la  valeur  absolue 
est  U  =:  1 . 6.  8  zz  48.  Pour  déterminer  le  signe  de  U  il  faut  écrire 

U  =(1)1(6)^(8)^ 

« 

et  compter  les  inversions  des  indices  supérieurs  et  inférieurs. 
On  trouve  ainsi  une  inversion  pour  les  premiers,  2éro  pour  les 
autres,  donc  U  doit  être  pris  avec  le  signe  — . 

Principes  élémentaires  pour  le  cmiIcuI 
de»  déterminants. 

Sl«  Tliéoréme  I.  Si  Von  échange  dans  un  délerminanl  A 
les  lignes  et  les  colonnes,  le  déterminant  A',  ainsi  obtenu^  est 
identique  à  A. 

En  effet  soit 

U  rr a    ag.  ,  .  .asL  m 

un  terme  quelconque  de  A.  L'élément  a/  qui  dans  A  désigne 

p 

le  nombre  qui  est  écrit  dans  la  colonne  de  rang  a^  et  dans  la 
ligne  de  rang  6^,  est  placé  dans  A'  dans  la  ligne  de  rang  oLp  et 
dans  la  colonne  de  rang  6p.  Les  éléments  de  U  sont  donc, 
d'après  cela,  écrits  dans  A'  dans  des  lignes  et  dans  des  colonnes 
toutes  différentes.  Ainsi  U  est  un  terme  de  A'.  Je  dis  qu'il  a 
dans  A'  le  même  signe  que  dans  A. 

En  effet  le  nombre  a^  ,  étant  écrit  dans  A'  dans  la  colonne 

p 
6p  et  dans  la  ligne  Xp^  doit,  conformément  à  la  convention  faite, 

6 

être  représenté  par  a/  .  Cette  remarque  s'applique  à  tous  les 

p 
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fecteurs  de  U  et  Ton  voit  ainsi  que  ce  terme  U  se  trouve  dans 
le  déterminant  A',  mais  avec  cette  particularité  qu^il  a  fallu 
échanger  les  indices  supérieurs  et  inférieurs  ;  ceci  n'altère 
pas  la  somme  des  inversions  et  le  signe  de  U  dans  A'  sera  donc 
le  même  que  dans  A.  La  réciproque  est  vraie:  Les  deux  déter- 
minants A,  A'  sont  donc  composés  des  mêmes  termes,  affectés 
des  mêmes  signes  ;  ils  sont,  par  suite,  identiques. 

89.  Théorème  11.  Si  F  on  permute  deux  lignes  ou  deux  co- 
lonnes d'un  déterminant  A,  on  obtient  un  déterminant  ^'  qui 
est  identique  à  A,  mais  de  signe  contraire. 

Permutons  par  exemple  les  colonnes  p  et  q.  Soit  U  un  terme 
de  A  ;  toutes  les  colonnes  devant  être  représentées  dans  U  il 
y  a,  parmi  les  facteurs  de  U  un  nombre  A  qui  est  écrit  dans  la 
colonne  p  et  un  nombre  B  qui  appartient  à  la  colonne  q.  Dési- 
gnons par  R  le  produit  de  tous  les  autres  facteurs,  facteurs  que 
nous  pouvons  supposer  écrits  dans  U,  avant  les  éléments  A  et 
B.  On  aura 

U  =  R(A)S(B)|; 

2  et  S  désignant  les  lignes  auxquelles  appartiennent  les  nom- 
bres A  et  B. 

Tous  les  fsicteurs  de  U  appartiennent  à  A'  et  sont  écrits  dans 
des  lignes  et  des  colonnes  différentes  de  ce  déterminant  A'. 
La  seule  différence  consiste  dans  ce  fait  que  A  est  écrit  dans  la 
cobnne  q  et  la  ligne  a  ;  B  dans  la  colonne  p  et  dans  la  ligne  6. 
Pour  calculer  le  signe  de  U  dans  A'  on  doit  affecter  A  de  Tindice 
supérieur  q  et  de Tindice  inférieur  a;  pour  la  même  raison  l'in- 
dice supérieur  de  B  sera  q  et  son  indice  inférieur  6.  Le  produit 

R(A):[(B)g 

sera  égal  et  de  signe  contraire  à  U.  En  effet  il  y  a  aux  indices 
supérieurs  un  seul  échange  de  deux  nombres  et  il  n'y  en  a 
aucun  aux  indices  inférieurs.  En  résumé  les  termes  de  A  sont 
deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires  à  ceux  de  A'.  La 
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réciproque  est  vraie  et  résulte  du  raisonnement  même  que 
nous  venons  de  faire.  On  a  donc 

83.  Oorollaire.  Un  déterminant  qui  a  deux  lignes  ou  deux 
colonnes  identiques  est  identique  à  zéi^o. 

Soient  peiq  les  deux  colonnes  identiques  de  A;  permutons- 
les,  et  soit  A'  le  nouveau  déterminant.  Le  théorème  précédent 
donne 

(i)    A=:~A'. 

D'autre  part  les  deux  colonnes  peiq  étant  identiques^  la  per- 
mutation précédente  laisse  le  déterminant  identique  à  lui- 
même  :  on  a  donc 

(2)    As  A'. 

Ajoutons  (1)  et  (2)  on  a, 

2A:so,   ou    Asio, 

Déterminants  mineurs. 

841.  Définitions.  Lorsqu'un  déterminant  A  renferme  n 
lignes  et  par  conséquent  n  colonnes,  nous  dirons  qu'il  est 
d ordre  n.  Si  Ton  supprime  une  ligne  6  et  une  colonne  a,  il 
reste  un  déterminant  d'ordre  (n— 1),  que  nous  désignerons  par 

Ag.  Pour  distinguer  ces  mineurs  de  ceux  que  nous  allons  dé- 
finir et  pour  éviter  toute  confusion  de  langage  nous  dirons  que 
les  mineurs  obtenue  par  suppression  dune  seule  ligne  et  d'tme 
seule  colonne  sont  les  mineurs  de  première  classe. 

Supprimons  maintenant  deux  lignes  6,  6,  et  deux  colonnes 
<Xi  «s  ;  nous  obtiendrons  un  mineur  de  seconde  classe  que 

a   a 

nous  désignerons  par  A^^.^  et  ainsi  de  suite.  En  général 
Aê*  J^      /  désignera  un  mineur  de  classe  A:  du  déterminant 
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A,  mineur  obtenu  par  la  suppression  des  k  lignes  6,  6^ . .  6k  et 
et  des  k  colonnes  2,  a,  a. .  .a*. 

85.  Théorème.  Lorsque  le  déterminant  A  est  développé  y 
si  Fan  réunit  tous  les  termes  qui  renferment  le  facteur  a^,  F  en  • 

semble  M  de  ces  termes  est  égal  à  (—  1  f^'^a^A'^. 

Considérons  d*abord  le  cas  particulier  où  Télément  considé- 
ré est  al  ;  on  a 


i\= 


i  n 

a^  ' .  •  ^9 
a? . . .  «3 


2  n 

a,|  .  .  .  a„ 


(') 


que  Ton  doit  écrire 


Air: 


^1' 


V 

at„- 


(«-!)• 


(O 


pour  rester  dans  la  convention  générale.  Mais  on  peut  obser- 
ver qu'il  est  indifférent  de  compter  les  inversions  avec  les  in- 
dices 1',  2', . .  (n  —  1)'  de  (2);  ou  les  indices  2,  3, . .  n  de  (i).  Il 
est  visible,  en  effet,  qu'au  lieu  d^adopter  les  indices  1,  2, . .  n 
on  pourrait  prendre  n  nombres  croissants  quelconques  pour 
marquer  le  rang  des  lignes  et  des  colonnes  ;  ces  indices  ser- 
vant uniquement  à  marquer  le  signe  du  terme  d'après  la  parité 
du  nombre  des  inversions. 

Ceci  posé,  imaginons  un  terme  U  quelconque  de  A  renfer- 
mant le  facteur  a^  ;  soit  a,  z  ce  terme  ;  les  (w  —  1)  facteurs  de 

R  sont  (n  —  1)  éléments  de  AJ  et  sont  écrits  dans  des  lignes 
et  des  colonnes  différentes  de  ce  déterminant.  Ainsi  R  est  un 
terme  de  A,  :  d'ailleurs  le  signe  de  U.  puisque  le  premier  fac- 
teur est  a^  y  dépend  des  inversions  qui  existent  dans  les  indices 
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de  R.  Nous  venons  de  remarquer  que  le  signe  du  terme  R,  dans 
AJ  peut  se  trouver  indifféremment  avec  les  indices  des  for- 
mules (i)  et  (2)  ;  ainsi  R  est  en  grandeur  et  en  signe  un  terme 
de  a|  .  La  réciproque  est  vraie  et  le  théorème  qui  nous  occupe 

se  trouve  ainsi  établi  pour  un  cas  particulier,  cas  auquel  nous 
allons  ramener  le  théorème  général. 

Considérons  l'élément  a^  de  A  et  permutons  les  lignes, 

deux  à  deux  jusqu'à  ce  que  la  ligne  6  soit  arrivée  au  premier 
rang.  Il  a  fallu  pour  cela  faire  (6  —  1)  permutations  successives, 
et  Ton  obtient  an  déterminant  A',  qui  donne  lieu  à  Tidentité 

(1)    A's:(-i/-'a. 

Dans  A'  faisons  subir  aux  colonnes  des  permutations  succes- 
sives jusqu'à  ce  que  la  colonne  a  vienne  occuper  le  premier 
rang.  On  a  fait  (6  -—  1)  permutations  et  le  nouveau  déterminant 
A"  est  tel  que  Ton  a 

(u)     A"=:(-i)^-'A'. 
De  (1)  et  (2)  on  déduit 

OU 

•     (3)    A"=:(-i)«+Sa 

L'élément  «g  est  dans  A",  écrit  dans  la  première  Ugne   et 

dans  la  première  colonne;  nous  venons  de  montrer  que  tous 
les  termes  qui,  dans  A",  renferment  cet  élément  en  facteur 
forment  le  déterminant  obtenu  par  suppression  de  ces  deux 

rangées.  Ce  déterminant  est  évidemment  A^  puisqu'il  n'a  été 

fait  que  des  déplacements  de  lignes  ou  de  colonnes.  L'identité 

(3)  prouve  que  l'ensemble  des  termes  renfermant  a^  doit  être 
identique  dans  les  deux  membres;  on  a  donc 


M  = 


(_,)«+« 
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OU 

lleaiarqae.  En  posant 

A?zz(-i)*^A? 
on  a 

Cette  notation  est  utile  dans  certaines  questions. 

SU.  Corollaire  I.  Le  déteiininant  à  peut  se  développer  en 
mineKrs  de  première  classe  conformément  à  la  foi*mnle  : 

(i)       As:«ÎAÎ-aÎAÎ-h...  +  r-  t)«+*fï«A?  +  ... 
4-(— i)      «lAi. 

En  effet,  si  nous  imaginons  que  A  soit  développé,  conformé- 
ment à  sa  définition  même,  les  éléments  de  la  première  ligne 
entrent  au  premier  degré  dans  chacun  des  termes  de  ce  dé- 
vrtoppement.  On  peut  donc  dire  que  Ton  a 

A  =:  «1  X|  -h  aj  Xj  + . .    +  «i  X„ 

en  imaginant  que  a^  Xi  représente  l'ensemble  des  termes  qui 

renferment  Télément  a^  et  ainsi  des  autres.  En  appliquant  le 
théorème  précédent  on  voit  que 

A|  — A|      /.*  =  (— i)ai  Ai      ...A„z:(--i)       «j  Ai- 

I^  formule  (i)  est  donc  démontrée;  elle  s'applique,  sauf  une 
modification  évidente  sur  les  indices,  aux  éléments  d'une  co- 
lonne ou  d'une  ligne  quelconque.  Cette  formule  donne  un  pro- 
cédé de  calcul  pour  développer  un  déterminant  donné.  En 
effet  après  avoir  développé  A  en  mineurs  de  première  classe, 
comme  nous  venons  de  le  montrer,  on  pourra  appliquer  à  cha- 
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cun  de  ces  mineurs  le  même  procédé  de  calcul  et  Ton  obtiendra 
le  développement  de  A  en  mineurs  de  seconde  classe;  et  ainsi 
de  suite. 


.  Corollaire  II.  Lorsque  les  éléments d/ une  ligne  oucCune 
colonne  p  Wun  déterminant  A  renferment  tous  le  facteur  m  ;  si 
Von  appelle  A'  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  ce  facteur 
K,  on  a 

A  =  K  A'. 

Soient  A,  B, C  ...  L  les  n  nombres  écrits  dans  la  colonne/?. 
On  a  d'après  le  corollaire  précédent, 

A=:(-  i>-^*  AA?H-(-  i)^-BA5  ...  +  (-  i)^+'^AS. 

Mais  on  suppose 

AirKA'     B=:KB'.  ..LriKL'. 
On  a  donc, 

|:^(_»)''+'A'AÎ+(-.r'B'A§...  +  (-irL'Aî:. 

Si  nous  imaginons  le  déterminant  A'  formé  en  remplaçant 
dans  A;  Apar  A',  BparB'  etc.,  LparL',  on  voit  que  le  second 
membre  de  celle  identité  est  précisément  A'.  Ainsi  on  a 

|=:A';    ou    A  =  KA'. 

88.  Corollaire  III.  Lorsqu^e  dans  un  déterminant  A  deu^ 
lignes  ou  deux  colonnes  ont  des  éléments  proportionnels,  ce  dé- 
terminant est  identique  à  zéro. 

En  effet  A'  a  deux  colonnes  ou  deux  lignes  identiques,  on  a 
donc  (g  83),  A'  =:  0  ;  mais  A  est  identique  à  KA',  (§  87)  on  a  donc 
Aso. 
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L  Théorème.  Lorsque  dans  un  déterminant  HunelignCy 
ou  une  colonne  p,  est  formée  d'éléments  polynômes 

Al  -+-  >^j  .  .  .  -+-  A^. 

A  tst  identique  à  la  somme  de  k  déterminants  de  même  ordre; 
ces  déterminants  se  déduisent  deù^en  remplaçant  dans  celui-ci 
la  colonne  p  successivement  par  les  colonnes, 

ai  «2         etc. ...         oLu 

Pi  h  ...  g* 


•    •    ■ 


As  ...  Xfe 


On  a  en  effet 


.  .  .  -l-(-t)^"  (a,  +  A,-h  .  .  .  Ak)  AS 

ou  bien 
A=[(- .y  ■  •  a,  AÎ  +  (-.)'^*3,  A?  +  . .  .  +  (-.)'^''X,  A5] 

4- 

+  [(-»r'a*AÎH-(-if+*g*A5+...+(-i)'^"X*A{:] 

La  première  parenthèse  représente  identiquement  A  lorsque 
la  coionnep  est  remplacée  par  celle  des  premiers  éléments  de 
cette  colonne,  et  ainsi  des  autres.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. 


L  t^rollaire  I.  On  peut,  sans  changer  la  valeur  d'un  dé- 
terminanty  ajouter  à  une  colonne  les  éléments  d'une  ou  de  plu- 
sieurs colonnes  situés  dans  les  mêmes  lignes  ;  on  peut  même 
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supposer  que  ces  éléments,  ainsi  ajoutés,  ont  été  préalablement 
multipliés  par  des  facteurs  arbitraires. 
Je  dis,  par  exemple,  que  Ton  a 


a 

b 

c 

a  4-  \b  -h  |xc  ,  |x6  ,  c 

a' 

6' 

c' 

-=- 

a'4-X6'-4-;xC',  |jl6',  & 

a' 

b' 

c' 

rt'+ Xfe'-f- ;xc",  .^6",   r" 

a 

b 

c 

\b 

b 

c 

a' 

b' 

c' 

» 

W 

b' 

c' 

» 

a' 

y 

c" 

W 

¥ 

c" 

Le  second  membre  peut  en  effet  se  décomposer  en  trois  dé- 
terminants de  même  ordre  (§89) 


ji.c'    b'    c' 
ji.c"    b"    d' 


Le  premier  est  identique  au  déterminant  proposé;  les  deux 
autres  sont  identiquement  nuls,  les  éléments  de  deux  colonnes 
étant  proportionnels;  l'identité  est  donc  démontrée. 

01 .  Corollaire  D.  S'il  existe  entre  les  éléments  correspon- 
dants de  K  colonnes  une  relation  linéaire  et  homogène,  le  dé- 
terminant considéré  est  identiquement  nul. 

Prenons  par  exemple  le  déterminant  A, 


A  = 


a 
a* 
à 
a 


u 


m 


b 

c 

d 

b' 

c' 

(V 

b" 

c" 

d' 

b" 

c" 

d" 

et  supposons  que,  pour  des  valeurs  \  a 2  a,,  qui  ne  sont  pas 
nulles,  on  ait 


Je  dis  que  Ton  a 


^la  -|-  Xib  -f-  X3C 
Xia'+Xaô'  +  Xsc' 
Kia'  +  hib'  +  Xac" 


o 
(I 
o 
o 
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on  a  en  effet, 

Aia 

\ib 

A3  6* 

rf 

Ai/«i/^A  ^^^ 

Ata' 
Aia 

\ib' 
>w6' 

X3C' 
• 

Aia 

X26" 

A3C 

cr 

Si  Ton  ajoute  (corollaire  précédent)  aux  éléments  de  la  pre- 
mière colonne  ceux  de  la  seconde  et  de  la  troisième,  la  première 
colonne  a  des  éléments  tous  nuls.  Un  pareil  déterminant  est, 
évidemment,  Idenliquement  nul.  11  suffit  pour  le  reconnaître  de 
le  développer  en  mineurs  par  rapport  aux  éléments  de  celte 
colonne  vide. 


^  Les  principes  que  nous  venons  d'exposer,  et  dont  Ten- 
semble  constitue  comme  un  premier  chapitre  de  la  théorie  des 
déterminants,  suffisent  dans  beaucoup  de  cas,  soit  au  calcul 
des  déterminants,  soit  à  la  démonstration  de  leurs  propriétés. 
Proposons-nous  par  exemple  le  calcul  du  déterminant  : 


An 


8 
4 


9 
1 

1 


20 

te 

o 


On  peut  remarquer  qu'en  ajoutant  la  première  colonne  à  la 
deuxième,  on  a 


A- 


8 

4 


9     '^7 


.> 


.) 


OU,  en  retranchant  la  deuxième  colonne  de  la  troisième, 


An 


iG     'i.>       0 
8       9     18 

4      5      o 


Sous  cette  forme  on  peut  développer  A  en  mineurs  par  rap- 
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port  aux  éléments  de  la  troisième  colonne  ;  on  n^a  à  calculer 
qu'un  seul  mineur 


16    20 
2      .-> 


m  —  20 


on  a  donc  finalement 


A  ^^  «itio. 


La  marche  que  nous  venons  de  suivre'peut  être  souvent  ap- 
pliquée dans  le  calcul  des  déterminants  numériques.  On  s'ef- 
force^ par  Paddilion  et  la  soustraction  des  lignes  ou  des  co- 
lonnes, d'amener  la  présence  d'éléments  nuls  ou  tout  au  moins 
d'éléments  plus  simples  que  les  proposés.  Nous  signalerons, 
à  propos  de  cette  transformation  d'un  déterminant  donné,  le 
cas  particulier  où  toute  une  rangée  est  formée  dunités. 

Lorsque  cette  circonstance  se  présentera  on  fera  la  soustrac- 
tion des  rangées,  prises  deux  à  deux^  et  la  rangée  considérée 
ne  renfermera  plus  qu'un  élément  égal  à  1  ;  tous  les  autres  étant 
nuls.  Le  calcul  se  réduit  alors  à  celui  d'un  seul  déterminant  mi- 
neur. On  pourra  d'ailleurs  appliquer  cette  remarquée  tous  les 
déterminants.  C'est  ce  que  montre  le  théorème  suivant. 

B3.  Théorème.  On  peut  toujours  transformel*  un  détei*' 
minant  dorme  de  façon  que  toute  une  colonne  soit  formée  du- 
nités* 

Soit 


A  = 


a 
a' 
à 


II 


h       c 
b"     d' 


Multiplions  les  lignes  respectivement  par  a'a",  aa",  aa'  en 
supposant  aa'd'-çs^o.  Il  vient 


a'a"a'^A  = 


aa'a**  ba'a'*  ca'a" 
aa'a"  ab'a*  a&a" 
aa'd'    aa'b"    aa'd' 
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OU 


1 

ba'a" 

ca'a" 

1 

ab'a' 

a&a" 

1 

aa'b" 

aa'd' 

aa'd'^  — 


La  transformation  annoncée  est  effectuée.  Si  Ton  veut  pro 
filer  de  cette  transformation  pour  calculer  A,  on  écrira, 


aa'a''l  = 


1 

o 
o 


ba'a' 
a'  {ab' 
a"  {ab' 


ba) 
ba') 


ca'a" 
a'  (ac' 
a" {ac'  - 


ca') 
-ca') 


ou 


flfl'a'A  =  afa!'  {ab' — bci)  {ac'^  ca!')  —  a' a"  {ac' — ca')  {ab"  -  ba") 
OD  trouve  finalement, 

A  =  ab'&'  -h  bc'a"  -h  ca'b'  —  ac'b"  —  ba'c  -  cb'a\ 

94.  Ré^le  de  S^arras.  Le  déterminant  du  troisième  ordre 
à  cause  de  sa  simplicité  même,  se  rencontre  fréquemment.  On 
peut  le  développer  par  la  règle  suivante  donnée  par  Sarrus. 

Formons  le  tableau 


tableau  déduit,  comme  Ton  voit,  du  déterminant  proposé 


A- 


a 

b 

c 

a' 

b' 

& 

a' 

b" 

c' 

en  lui  ajoutant  les  deux  premières  lignes.  En  coupant  le  ta- 
bleau par  des  lignes  parallèles  aux  diagonales  de  A  on  obtient 
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les  six  termes  de  ce  déterminant:  les  trois  termes  qui  sont 
dans  les  lignes  parallèles  à  la  diagonale  principale  doivent 
être  pris  avec  le  signe  -h  ;  les  trois  autres  avec  le  signe  —  . 

B5.  Remarque.  La  règle  que  nous  avons  donnée  pour 
transformer  un  déterminant  en  un  autre  ayant  une  colonne 
d'unités  est  plus  particulièrement  applicable  au  cas  où  le  plus 
petit  multiple  commun(numériqueoualgébrique)des  éléments 
a,  a\  ci'  n'est  pas  le  produit  aa*a\  mais  un  nombre  plus 
simple. 

Soit  par  exemple, 


A=: 


Multiplions  les  lignes  respectivement  par  a,  b  et  e.  Le  déter- 
minant est  ainsi  multiplié  par  abc\  mais  la  première  colonne 
ayant  tous  ses  éléments  égaux  à  abc^  on  a 


bc 

b' 

r' 

ca  . 

c* 

rt' 

ab 

«* 

6' 

OU, 


1 

ab' 

flV 

^   _— 

1 

bc' 

ba' 

1 

ca' 

cb' 

l 

ab' 

ac' 

II 

b(c'- 

-ab) 

a(ab  —  c') 

o 

c{a' 

—  bc) 

b{bc  - 

-a') 

A  = 


ou  enfin 

—  A  =:  (a*  —  bc)  (b-  —  ac)  (c*  —  ba). 

OG.  Nous  ferons  une  dernière  remarque.  Le  calcul  d'un  dé- 
terminant peut  toujours  se  faire  par  le  développement  de  ce- 
lui-ci en  mineurs.  Mais,  dans  un  grand  nombre  d'exemples,  on 
a  surtout  en  vue  la  discussion  du  signe  de  ce  déterminant  et 
la  détermination  des  cas  particuliers  où  il  s'annule.  Le  déve- 
loppement en  mineurs  n'est  jias,  en  général,  favorable  à  ces 
discussions  et  Ton  doit  s'efforcer,  avant  d'avoir  recours  à  ce 
développement;  d'utiliser,  s'il  y  a  lieu,  la  forme  algébrique  du 
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déterminant  donné  pour  fairfe  apparaître  par  l'addition  ou  la 
soustraction  des  lignes  et  des  colonnes  les  facteurs  de  ce  dé- 
terminant. 
Soit  par  exemple 


A  = 


abc 
b  c  a 
c      a      b 


On  écrira^  par  une  transformation  évidente, 


A  = 


o  +  6-j-^ 
a  4-ô-l-c 


b  c 
c  a 
a       b 


ou 


A=:(û  +  6  +  c) 


1  b  c 
1  c  a 
1        a       b 


On  en  déduit, 

A  =  (a  +  6  -{-  c;  (aft  +  oc  -f  6c  —  a*  —  6*  —  c*). 
Le  second  facteur  est  égal  à, 

_i(6-.c)'— -(c-a)*— -(a-6)*. 

Il  est  toujours  négatif,  excepté  dans  l'hypothèse  û  r=  6 1=  c. 
Dans  ce  cas  particulier  A  est  nul;  dans  tous  les  autres  cas  A 
est  positif,  nul  ou  négatif  suivant  que  la  somme  (a  -[-  ^  +  c) 
est  négative,  nulle  ou  positive. 

On  peut  remarquer  qu'en  développant  A  en  mineurs  on  a 


A  =  3a6c  — a'—ô'— c' 


on  a  donc 


3a6c  — a*--6'  — c's(a  +  6  +  c)(û6-+-ac  +  èc— a*— 6*  — c*) 

identité  remai^juable  que  nous  avons  déjà  signalée  (§  i) 

6 
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•V.  Théorème  de  Tandermonde.  Soit  encore  proposé 
de  calculer 


A  = 


a 
a* 


1 
b 


• . .  i 

■    •    •     rw 
«   •   ■     I* 


1 
l 

F 


a 


;»-»        6"-*        c«-*   ...  kT^     /»-* 


déterminant  étudié  par  Vandermonde  et  dans  lequel  on  sup- 
pose, bien  entendu,  que  les  lettres  a,b,c, . . .  l  sont  en  nombre 
n.  On  remarque  que  A  s'annule  pour  a:=ibyazzCj . , .  kz=.L 
Posons 

P  =:  (a  — fc)  (a  —  c)  . . .  (a—  A)  (A-  /) 
(6-c)...(6— A)(6  — 0 


(A-0 
Ce  nombre  P  est  formé  d'après  la  règle  suivante  : 
1*11  renferme  d'abord  (n  —  i  )  facteurs  obtenus  en  retranchant 
de  a  tous  les  nombres  suivants  ; 
a»  Puis  (n  —  a)  facteurs  obtenus  en  retranchant  de  b  tous  les 

nombres  suivants,  etc..  Soit,  totalement,  —^ ^facteurs. 

a 

ii(it-i) 

Je  dis  que  Ton  a(— i)  A  —  P.  En  effet,  A  est  certaine- 
ment divisible  par  P,  puisque  A  est  divisible  par  chacun  des  fac- 
teurs binômes  de  P.  Ou  peut  donc  poser  XA  =  P  ;  il  reste  à  mon- 

trer  que  Ton  a  X  z:  (—  i) 

On  remarquera  d'abord  que  toutes  les  lignes  de  A  devant  être 
représentées  dans  Tun  quelconque  de  ses  termes,  chacun  de 

ceux*ci  est  du  degré  i  -+-a  4-...-h(n— i)  zz  -^ — -.  D'après  ce- 
la, A  est  un  polynôme  entier  et  homogène  des  lettres  a,fr,c,...^; 
le  degré  de  chacun  des  termes  étant  égal  à  —^ — i.  D'autre 
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part,  P  est  aussi  un  polynôme  entier,  homogène  et  du  degré 

«(n— i)    ,     _ 

,  des  lettres  a,  6, ...  /.  De  cette  comparaison  il  résulte 

que  X  ne  peut  être  une  fonction  entière  des  lettres  a,  b, ..  J. 

Or  X  est  nécessairement  une  fonction  entière,  si  X  a  une 
fonne  algébrique.  On  doit  conclure  de  là  que  X  est  une  quan- 
tité numérique. 

Enfin  le  terme  principal  de  A  est 

U=i.6.c*...A«-2f»'». 
Parmi  les  termes  de  P  on  trouve  aussi 

V  =  C— i)«-»  p-*  .  {-i)»-«A"-* . . .  .  (^i)V  .  (-1)6 


ou 


on  a  donc 


et,  par  suite 


V=(-i)    '    U 


l)X  =  V 


EXERCICES 

1.  Démontrer  que  si  ton  prend  dans  leur  ordre  naturel  neuf  termes 
consécutifs  d'une  progression  arithmétique  ou  géométrique  pour  former  les 
trois  lignes  d'un  déterminant,  celui  ci  est  nul. 

On  retranche  les  colonnes  deux  i  deux,  dans  le  cas  de  la  progressiun 
arithmétique,  et,  pour  la  progression  géométrique,  on  remarque  que  deux 
colonnes  ont  les  éléments  proportionnels. 

t.  Soit  la  suite 

1,         2,         <Jy         5,     'O,  iôf      •     •     • 

dite  suite  de  Lamé  ou  de  Fibonacci»  Démontrer  que  si  ton  prend  neuf  tetmes 
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consécutifs  quelconques  pour  former  un  déterminant,  celui  ci  est  toujours 
nul* 
3.  Démontrer  que  F  on  a 


1  ci. 


Vlm  •    •    •   V-i«| 


'm 


m 


:s  1 


On  désignera  ce  déterminant  par  A    et  l'on  fera  voir,  par  la  soustraction 
des  lignes  deux  à  deux,  que  A^  =  A^^j.  D'ailleurs, 


A,=: 


1 
1 


m 


on  a  donc 


A,=  i. 


4.  Vérifier  les  identités  suivantes  : 


10 


abc 
b-hc  c-^-a  a  +  b 
bc       ca       ab 


=  i; 


s:  —  (a+6+c)  (b—c)  (c-a)  (a-6) 


I 


a« 


6c  a  a* 
ac  b  b* 
ab    c    c* 


s:  (a  —  ft)  (6  —  c)  (c  —  a)  (ab  +  ac  +  6c) 


3« 


i-l-a 
1 
1 
1 


1 

i-h6 
1 
1 


1 
1 

i-hc 
1 


1 
1 
1 

1-f-rf 


^a6cd(i  +  i  +  i  +  ^+i) 


4^ 


a 
a 
a 
a 


a 
6 
6 
6 


a 
b 

c 
c 


a 
b 
c 
d 


^a{b  —  a){b-'C)(c  —  d) 
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5" 


j 1        1 

h—a  A— 6  7^c 
1        1        1 


A'-«  /e-b  /fe'-c 


h'-a  A'-6  h*' 


_{h-h')  jh^^h']  jh'^h)  (a^b)  (b-c)  jc^r 
— (À-a)(^-a)(A*-a}(A-6XV-6))A'-6 


i^ 


1 
1 

a 
1 


a 
1 


a' 


ab 


;• 


1        a 

1 

-        1 

a 

-,    b 

a 


a' 
b 


=(ft-«)(^-*) 


8û 


1  a*  a' 
1  c*  c' 


s:  — (a  — 6)(6  ^c){c  —  a)  {ab  +  ac-hbc) 


9* 


i  a  a* 
1  r   c* 


s  (tf-ft)  (6  -  c)  {c—a)  (a*-f-6"H-  c*+ûr£H-cc+ôc 


10» 


a     a  +  h       a  +  2A 
c      c  +  h"      c  +  îA*' 


il» 


a  b  ab 
h  c  bc 
c      a     ca 


s  -  (afc  —  ac)*  H-  i  (fcc  —  ôa)*  +  -  (ca  —  c6)* 


â3 
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la' 


1 
b 
1 

c 
i 
a 


a     T     - 


6"    -     - 


c"     -     î- 


1 
c 
1 

a 
1 
6 


aabc 


i3« 


1 
6^ 


a-       TT      -. 


6-       -. 


t 

1 

1 


_  (a  -  ft)'+ (6 -c)' +(<?-«)• 


i4' 


«  6  o'ô' 
d  c  6V 
c  a  c'a' 


^/aH;^4^.y^^^ 


i5* 


1 
1 
a 


a 
i 
1 


a' 
6 


ab 


i6* 


1    a  a'  a* 

*-   i    b   b' 

a 
a    0 

(ft- 

-a)V6  +  fl)(c 

-ft)(c  +  a) 

t     1   1 

<?  F*  c  ' 

S.  0/1  considère  la  tuile, 

0,    1,   3,   7,   i5,   3i,    63,  .  .  . 
diY*,  suite  de  Fermât.  Cette  suite  est  telle  que  le  terme  u    de  rang  n  est  égal  à 
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(a*~  —  i).  Démontrer  que  neuf  termes  consécutifs  quelconques,  plus  géné- 
ralement p>  termes  consécutifs,  donnent  lieu  à  un  déterminant  d*ordre  p 
qui  est  identiquement  nul. 

On  remarquera  que 


u  — 2U    ,  n  1. 


t.  Lorsque  tune  des  diagonales  dun  déterminant  sépare  celui-ci  en 
deux  régions;  si  tune  de  ces  régions  ne  renferme  que  des  éléments  nuls,  le 
déterminant  se  réduit  à  son  terme  diagonal. 


t.  Calculer  le  déterminant  A 


jH-i' 


V.= 


•  •• 


[n+p+t)  (n+p) 


(n-4-p)  ...(n+i) 

(n+p)(7i-H>—  1  ) . . .  (n-f  1  )n 


••• 


(n+p-4-i)(n+p)..(«+2),  (w4-p)..(n+i),..  (w+i)w..(n-pH-a) 
Od  retrauche  les  coloones  deux  k  deux  et  ou  reconnaît  que  Ton  a 


A..  =  (-.)''y.A,. 


D'après  cela, 


P(P+0 


Vi 


=(-t)  ^  l'^2'^*3'-^..(p-l)V 
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ÉQUATIONS  LINÉAIRES 


THEOREME  DE  IC.   ROUGHE. 


i.  Nous  nous  proposons^  dans  cette  leçon,  de  résoudre  et 
de  discuter  le  système  de  m  équations  linéaires  à  n  inconnues 
a?i,  a?a, . . .  Xm'  Nous  examinerons  d'abord  le  cas  où  il  y  a  au- 
tant d'équations  que  d'inconnues.  Posons 


(H) 


X*  =:  a\x^  +  a\x^  + ...  +  cT^fn—  ^t  =  « 
Xj  =  aja?*  +  o*a?a  4- ...  -h  «?^m""  *â  =  » 


r2 


X«  =  <a?,H-aJ,a:,-h...  +  a;;x  -k^  =  o 


el, 


A  = 


a 


a 


a* . . .  aj* 
a| . . .  af 


mm  m 


A  est  dit  le  déterminant  du  système  proposé. 

OO.  Théorème.  Lorsque  A  est  différent  de  zéro  il  existe, 
pour  le  système  proposé,  une  solution  unique  formée  par  des 
nombres  qui  sont  tous  finis  et  bien  déterminés. 

Développons  A  en  mineurs,  on  a,  par  une  notation  indiquée 

précédemment  (S  85) 
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Les  nombres  A},  Aj, . . .  A^  ne  sont  pas  tous  nuls,  puisque 

nous  supposons  A  ?i  o.  Formons  la  combinaison  AjXi  -h 

AfXa  4- . . .  -h  Af  Xm  =  0  et  désignons  par  D,  le  déterminant 

obtenu  en  remplaçant  dans  A  la  première  colonne  parfcj,  A;% 
Am.  On.  peut  remarquer  que  Ton  a 


«îAl+«5Af  +  ...  +  a4Ar  =  «. 

En  effet  le  premier  membre  peut  être  considéré  comme  ré- 
présentant le  développement  en  mineurs  d'un  déterminant 
qui  peut  se  déduire  de  A  en  remplaçant  les  éléments  de  la 
première  colonne,  respectivement  par  a\,  a^, .  .  .  a,^  Mais  un 
pareil  déterminant  ayant  deux  colonnes  identiques,  est 
identiquement  nul.  Cette  remarque  appliquée  aux  coefficients 
de  x^j  ir„  .  • .  x^,  dans  la  combinaison 

A|X,  +  AÎX,-h...4-Aj'X„=o, 
prouve  que  cette  relation  se  réduit  à 

On  pourra  donc  former  avec  les  équations  proposées  les 
combinaisons  suivantes 


(HO 


XiA  =.  D4 
a:jA=:Dj 


^n^^^^m 


Nous  allons  établir  5^we  les  systèmes  H  et  IV  sont  équivalentSy 
eu  démontrant  que  toute  solution  du  premier  convient  au  se- 
cond, et  vice  versa. 

il  est  d'abord  visible  que  si  les  égalités  (H)  ont  lieu  pour 
les  valeurs  a:J,  a/^,  .. ,  x'^  des  inconnues, les  combinaisons 
H'  Élites  avec  les  équations  H,  comme  nous  l'avons  expliqué, 
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seront  vérifiées  par  les  valeurs  a?,  =z  x[,  x^zz  ^'^,..x^  =^«- 

Mais  il  faut  démontrer  le  réciproque  de  celte  proposition,  réci- 
proque qui  est  moins  évidente  et  qui  peut  s'établir  ainsi. 
Le  système  (H')  étant  écrit  sous  la  forme 


mm 


aj^A  =  Aj/Tj  +  A\k^  H-  ...  -h  klk 
x^^  =z  A]k,  +  A|/c,  -h  ■ .  H-  A^fc 


m'  m 


x^^  -  k^k,  +  k?K  -h  .  • .  +  A-*,, 

Multiplions  ces  égalités  respectivement  par  a},  af ,  . . .  a^  ; 

cette  combinaison  est  possible  parce  que  tous  ces  nombres 
ne  sont  pas  nuls  à  la  fois.  En  effet  si  tous  ces  éléments  étaient 
nuls  on  aurait  A  =o,  et  nous  supposons,  au  contraire,  A  pfo. 
Dans  cette  combinaison  le  coefficient  de  Xr«  est 

oîAÎ  +  aîAÎ+...  +  <AÏ». 

Or  ceci  n'est  autre  chose  que  le  déterminant  A  développé  en 
mineurs  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  ligne*  D*au- 
tre  part,  le  coefficient  de  ft, 

a\k[  4-  a\k\  +  . . .  4-  a^k^^y 

peut  être  considéré  comme  le  développement  en  mineurs  du 
déterminant  A>  quand  on  a  remplacé  les  éléments  de  la 

deuxième  ligne^  respectivement  par  a}  a^ . . .  a][*  ;  mais  alors 

deux  lignes  sont  identiques  et  ce  déterminant  est  nul.  Cette 
remarque  s'applique  aux  coefficients  de  ft„ ...,  de  fc„;  et  Ton  a 
finalement 

A  (a{rc,  4-  a\x^  4- . . .  -Ha^icJ  =  A** 

ou 

AX,  =  o. 
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Puisque  A  n'est  pas  nul,  on  a  donc 

Xt=:o. 

Des  calculs  analogues  permettent  de  déduire  successive- 
ment des  équations  (H')  chacune  des  équations  (H)  :  ainsi  se 
trouve  établie  Féquivalence  des  deux  systèmes, 

lOO.  Réi^le  de  Cramer.  Le  théorème  que  nous  avons 
énoncé  et  la  règle,  dite  règle  de  Cramer^  que  nous  allons 
donner,  sont  la  conséquence  immédiate  de  cette  équivalence. 

Prenons  l'équation 

Cette  équation  peut  être  interprétée  ainsi  :  étant  donné  un 
nombre  D^y  et  un  autre  nombre  ^^o;  trouver  un  troisième 
nombre  a:,,  qui,  multiplié  par  ^  ,  reproduise  D,.  On  a  vu,  en 
arithmétique,  qu'il  n*y  avait,  à  ce  problème,  qu*une  solution  y 
et  que  le  nombre  cherché  Xg  était  le  quotient  (nombre  unique, 
fini,  bien  déterminé)  de  D^  par  A. 

D'après  cela,  et  puisque  les  systèmes  (H)  et  (H')  sont  équi- 
valents, il  n^y  a  au  système  (H)  proposé  qu'une  solution  ;  cette 
solution  a  lieu  pour  les  nombres  finis  et  bien  déterminés. 

u/g  —  "^T"        X^"-^  "T"     •  •  •     Xm-^     .     • 

Ces  valeurs  peuvent  s^écrire  immédiatement  en  observant 
la  règle  suivante  :  i^  Lorsque  le  déterminant  A  des  inconnues 
^différent  de  zéro;  les  inconnues  x^,  x^y .,.  Xn  ont  un  déno- 
minateur commun  ;  ce  dénominateur  est  le  déterminant  des 
inconnues;  a*  le  numérateur  de  F  inconnue  Xp,  s'obtient  en  rem- 
plaçant, dans  ce  déterminant,  la  colonne  formée  par  les  coeffl- 
dents  de  Xp  respectivement  par  les  termes  tout  connus  des  équa- 
tions; ces  termes  étant  pris  avec  le  signe  qu'ils  possèdent  quand 
tb  constituent  les  seconds  membres  des  équations  proposées. 
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TnÉOREMB  DE  M.    BOUCHÉ  (*). 

ICI .  DéfiniÉion.  Déterminant  principal  et  déterminants 
caractéristiques.  Nous  allons  considérer  maintenant  le  cas  le 
plus  général  qu^on  puisse  imaginer  dans  la  question  qui  nous 
occupe,  celui  où  Ton  se  propose  de  résoudre  le  système  de  n 
équations  à  m  inconnues.  Soit 

X4  zz  a[x^  -f-  a\x^  +  .  .  +  a*(^x^  —  kt  z=  « 
Xj  iz  alxi  -+-  alx^  4-  ...  +  a^x^^  —  k^  z:  o 


le  système  proposé.  Formons  avec  les  coefficients  des  incon- 
nues le  tableau  suivant 


(U) 


«1 

flj 

a^ 

< 

al    . 

. .    aj* 

< 

<  . 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  tous  les  éléments  de 
ce  tableau  ne  peuvent  être  nuls  à  la  fois.  En  effet,  s*il  en  était 
ainsi,  on  observerait  que  si  un  seul  des  coefficients  k  était 
différent  de  zéro,  le  système  n'admettrait  aucune  solution 
finie  et  que  si,  au  contraire,  tous  les  coefficients  k  étaient 
nuls,  les  équations  proposées  seraient  identiquement  nulles 
et,  par  suite,  vérifiées  par  des  nombres  quelconques. 

En  prenant  dans  le  tableau  U  un  même  nombre  de  lignes 
et  de  colonnes,  on  obtient  des  déterminants  et  parmi  ceux-ci, 
il  en  existe  certainement  un,  que  nous  nommons  déterminant 
principal,  et  qui  remplit  les  deux  conditions  suivantes  : 

i*  Il  n^est  pas  nul. 

a^"  S'il  est  d'ordre  Py  tous  les  déterminants  déduits  du  la- 


i.  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences,  29  noTembrc 
1815.  —  Journal  de  TÉcole  Polytechnique,  xLvm«  cahier;  1880. 
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bleaa  U  et  qui  sont  d*un  ordre  supérieur  à  p,  sont  tous  nuls. 

Nous  avons  dit  que  Texistence  de  ce  déterminant  principal 
était  certaine,  car  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre  étaient 
nids,  on  trouverait  au  moins  un  élément  différent  de  zéro,  et 
cet  élément  serait  pris  pour  déterminant  principal.  Il  peut 
arriver  que  plusieurs  déterminants  d*ordre  p  remplissent  les 
conditions  précédentes  ;  dans  ce  cas  on  choisira  Tun  d*entre 
eux  arbitrairement  comme  déterminant  principal. 

Les  éléments  qui  constituent  le  déterminant  principal  sont 
des  coefBcients  des  inconnues  dans  le  système  proposé.  On 
peut  toujours  supposer  que  ces  inconnues  sont  X^o?^ ,..  x   et 

en  désignant  par  B  le  déterminant  principal,  nous  aurons  donc 


orz 


a\    a 
aï    à 


«? 

«§ 


al 


a;  ...  aS 
p  p 


Prenons  maintenant  une  des  équations  X^+a  =  o  et  ajou- 
tons à  S  une  ligne  formée  des  éléments 

et  une  colonne  formée  avec  les  coefficients 

Nous  obtenons  ainsi  un  nouveau  déterminant.  Tous  les  dé« 
terminants  que  l'on  peut  ainsi  déduiredu  déterminant  principal 
sont  dits  les  déterminants  caractéristiques  du  système.  En 
posant, 


a«  = 


s 


'.  k 


a       a  .     . , ,  H  , 
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(X  doit  prendre  successivement  les  valeurs  «>  2, . . .  (n  —  p). 
Ainsi  Si,  $2  •  •  •  Sn^p  sont  les  déterminants  caractéristiques. 

Nous  pouvons  maintenant  énoncer  le  théorème  de  M.  Rou- 
ché. 

lus.  Théorème.  Etant  données  n  équations  à  m  incon- 
nues. 

1*  Si  les  déterminants  caractéristiques  ne  sont  pas  nuls,  les 
équations  sont  incompatibles. 

a«  Si  les  déterminants  caractéristiques  sont  tou>s  nuls,  et  si 
l'ordre  de  ces  déterminants  est  supérieur  au  nombre  des  in*- 
connues,  le  système  admet  une  solution  unique. 

3*  Dans  cette  même  hypothèse,  les  déterminants  caractéris- 
tiques étant  tous  nuls,  si  la  différence  m  —  p  est  un  nombre 
positif  i  ;  le  système  admet  une  infinité  de  solutions,  et  FonpetU 
prendre  arbitrairement  la  valeur  des  i  inconnues  dont  les  coef- 
ficients n'appartiennent  pas  au  déterminant  principal. 

Première  partie  {Incompatibilité).  Les  déterminants  carac- 
téristiques ne  sont  pas  tous  nuls. 

Développons  Sa  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne,  on  a 

(.)     8.  =*.Af^'  -ffc,Af'  +  . . .  +*,Af'  +fc,+.A;j;. 

Nous  désignons  ici,  et  d'après  une  notation  convention- 
nelle déjà  rappelée,  par  At,  la  quantité  (— i)'^'a1;  Ai 
étant  d'ailleurs  le  mineur  obtenu  par  la  suppression  de  la 
ligne  de  rang  z,  et  de  la  colonne  de  rang  t.  On  remarquera 

que  A^{  n:  ±  3  ;  A^J  est  donc  une  quantité  différente  de  zéro. 
Considérons  maintenant  la  combinaison; 

W    V  =  A^ 'X,  +  Af  X,  +  . . .  +  k;^\  +  A JIX^^.. 
Le  coefficient  de  X^,  dans  cette  combinaison  est. 


ÉQUATIONS  LINÉAIRES  95 

C*est-à-dire,  par  comparaison  avec  (i),  ^f^  quand  les  élé- 
ments de  la  dernière  colonne  sonl  remplacés  par  ceux  de  la 
première.  Ainsi  le  coefficient  de  x^  est  nul.  Cette  remarque 
s'applique  aux  coefficients  de  a;,  x,  . .  ,Xp.  Quant  aux  coeffi* 
dents  de  Xp+i,  -  > .  x^  ils  sont  nuls  parce  que  ce  sont  des  dé- 
terminants d'ordre  (p4-  i)  déduits  du  tableau  (U),  détermi- 
nants qui  sont  supposés  égaux  à  zéro.  On  a  donc  finale- 
ment 

V  ZZ  —  K.A\     "~^aAa       •  •  .  —  w   ,    A   ,  . 
il  2    2  jH-a   j>+l, 

OU, 

(3)  V  zr  -  8«. 

Imaginons  maintenant  une  solution  du  système  proposé. 
D'après  la  formule  (a),  V  serait  nul,  pour  ces  valeurs  des  in- 
connues, et  ceci  implique  contradiction,  la  formule  (3)  prou- 
vant que  y  est  différent  de  zéro.  Ainsi  le  système  est  incom- 
patible quand  un  seul  déterminant  caractéristique  est  diffé- 
rent de  zéro. 

Deuxième  partie  {Solution  unique).  Les  déterminants  carac- 
téristiques  sont  tous  nuls,  et  leur  ordre  est  supérieur  à  m. 

Nous  supposons  maintenant  8a  —  o,  et  p-hi^m;  le 
nombre  p  est  donc  égal  à  m,  ou  supérieur  à  m*  Soit  d'abord 
p=m.  Le  déterminant  principal  étant  formé,  comme  nous 
Tavons  dit,  avec  le  tableau  rectangulaire  (U),  p  est  tout  au 
pins  égal  au  plus  petit  des  deux  nombres  m  et  n  ;  et  puisque 
P  —  m,  on  a  donc  w  zr  m,  ou  n  >  m. 

Si  Ton  suppose  d*abord  n  =  m,  le  déterminant  principal  8 
est  justement  le  déterminant  du  système.  Nous  avons  montré, 
en  établissant  la  règle  de  Cramer,  que  16  système  comportait, 
dans  ce  cas,  une  solution  unique. 

Soit  maintenant  n">m;ilya  plus  d  équations  que  dC  incon- 
nues et  nous  pouvons  considérer  le  système. 

(4)  Xj  r=  0   Xjj  zz  o  . . .  X^  —  o 
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formé  par  les  m  premières  équations.  Puisque  p  =:  m  le  dé- 
terminant de  ce  système  est  le  déterminant  principal  3.  Nous 
supposons  S  y^  0  ;  le  système  précédent  admet  donc  une  solu- 
tion unique,  et  il  reste  à  montrer  que  cette  solution  convient 
aux  équations  Xm+i  =z  o  . . .  Xm  =  o. 
Des  égalités  (2)  et  (3),  établies  ci-dossus,  résulte  l'identité 

(4)  Af+'X.  + . . .  +  A^\  +  a;+'x^,  +  5.  =  o. 

identité  dans  laquelle  nous  supposons  pizm.  Soita?î,a:J,..  .rJI 

la  solution  du  système  (4);  puisque  8«  1=  o,  et  AJJ!}  1=  8,  on 
a 

Xij^-Qi  désignant  ce  qui  devient  X,^^  quand  on  y  remplace 
les  lettres  x^,  a?,,  . . .  Xm  par  les  valeurs  particulières  x\^  xl 
. . .  xl^.  Mais  on  suppose  S  ^f  o  ;  on  a  donc 

Enfin  si  Ton  suppose p > m,  on  a  nécessairement  n>  m; 
le  raisonnement  précédent  subsiste  sans  modification  essen- 
tielle et  Ton  peut  dire  encore  que  le  système  admet  une  solu- 
tion unique. 

Troisième  partie  (Indétermination),  Les  déterminants  cof^dc- 
téristiques  sont  tous  nuls,  et  leur  ordre  est  égal  ou  inférieur 
à  m. 

Nous  supposons  maintenant  p  +  i  ^m;pdL  donc  Tune  des 
valeurs  (m— 1),  (w  — a),  elc....Quantaunombrenilpeutèti'e, 
suivant  les  cas,  plus  grand  que  m  ;  égal,  ou  inférieur  à  m.  Mais 
on  peut  toujours  supposern  >  m;  on  peut  toujours,  en  d'au- 
tres termes,  admettre  qu'il  y  a  plus  d'équations  que  d'incon- 
nues, car  on  peut  adjoindre  au  système  proposé  autant  d'é- 
quations que  Ton  veut,  pourvu  que  celles-ci  soient  identique- 
ment nulles. 
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Considérons  maintenant  les  équations  proposées. 
(.))  X^  =:  o    X^  =:  o  . . .  X^^  z^  » 

et  distinguons,  dans  ce  système,  les  équations 

'61  X.  —  o    X,  =z  o  . . .  X  zr  o. 

If.  p 

Nous  supposons  p  <  m  et  m  <  n  ;  par  suite  p  <n.  Donnons 
aux  lettres  ^^^i*  •  •  ^^  des  valeurs  arbitraires,  et  résolvons  le 
système  (5)  par  rapport  aux  inconnues  oCt,  x^,  , . ,  x^;  chose 
possible  puisque  S  ;zf  o.  L'identité  (4)  prouve  que  cette  solu- 
tion convient  aux  équations  X    ,  r=  o,  . . .  X„  —  o.  Ainsi  il 

existe  une  infinité  de  solutions  pour  le  système  proposé, 
rindétermination  étant  caractérisée  par  ce  fait  que  Ton  peut 
prendre  arbitrairement  les  valeurs  des  inconnues  qui  ne  sont 
pas  représentées  par  leurs  coefficients  dans  le  déterminant 
principal. 

ilNI.  Remarque.  11  nous  reste  à  établir  un  dernier  point  en 
montrant  qu'en  opérant  comme  il  vient  d'être  dit,  en  donnant 
aux  lettres  ^^^p  •  •  ^«i  des  valeurs  arbitraires  et  en  dé- 
terminant ensuite  x^x^.,  ,x  par  les  équations  (6)  on  a  bien 
obtenu  toutes  les  solutions  du  système  proposé. 

Soit  en  effet  x[  x'^. . ,  ^m^ne  solution  quelconque  du  sys- 
tème (5).  Nous  avons  donné,  avons-nous  dit,  des  valeurs  arbi- 
traires aux  lettres  Xp_^^,  » .  -x^.  Les  nombres  ar^j. . .  a?^  ont 

donc  été  choisis,  ou  peuvent  l'être,  pour  représenter  les  in- 
connues x^^. . .  x^.  Les  équations  (6),  quand  on  y  fait  a:^, 

=  x^, . . .  j?^  zz  ir^,  constituent  un  système  de  p  équations  à 
P  inconnues.  Le  déterminant  de  ces  inconnues  est  S,  quan- 
tité différente  de  zéro.  Un  pareil  système  n'admet  qu'une  so- 
lution (règle  de  Cramer)  ;  et  puisque  x^:=ix[,..  x^zr,  j?^  cons- 
tituent, par  hypothèse,  une  solution  de  ce  système,  ces  nom- 
bres représentent  la  solution  unique  du  système.  La  solution 
JPÎ,  ^ii   . .  x^  a  donc  été  trouvée  en  opérant,  comme  nous 
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l'avons  dit,  et  la  méthode  indiquée  donne  bien  toutes  les  solu 
tiens  du  système  donné. 


EXERCICES 

f .  Résoudre  et  discuter  le  système 

^  +  ày+    Z^i 

ax-h  y  +  d-5z:i 
x-hcy+   zzz  i 

Le  déterminant  du  système  est  égal  à  (a^d)  (c— 6)  :  on  distinguera  dif- 
férents cas»  et  on  appliquera  le  théorème  de  M.  Rouché. 

S.  Résoudre  et  discuter  le  système 

ax-\-  by-^  zzz  i 
x-^aby-^-  zzzb 
x+    by-hazzzzi 

Le  déterminant  du  système  est  b{a—i)*(a-\-2)» 

3.  Résoudre  le  système 

^1  +  ^2  +  •  •  •  -^-         ^n  —  " 

ax^  4-      bx^  -h  . . .  +       te^  =:  o 
a*x\  -h     b*x^  +  . .  .  +      Cx^  —  o 

II— I  .      ,lt— 1  ,  ,      ,«—1 

a     x^-f-b     x^  +  . . .  +  l     ^„  —  1 

On  appliquera  la  règle  de  Cramer  et  le  théorème  de  Vandermoude. 

4.  Résoudre  les  équations 


X 

4- 

/y 

h  —  b 

1     '  -1 

h  —  a 

'     h      c^ 

X 

+ 

y 

h'    b 

z 

l„ ,  _        —  1 

h'-a 

'     h'-c-' 

X 

+ 

y 

h'    b 

z 

1           — .  -  —  1 

hr^a 

'     h'-c- 

(Archives  de  Grûnert.) 

EXERCICES  «9 

En  supposant  a,  b,  c  différenta,  on  (rouTe 

_  {h  —  a^(h'  —  a){h'  —  a) 

~         {fi-b){a-c)  ***•••• 

S.  BéMuefre  les  deux  équations 

{y  +  x  —  d){y'-i-af)'~~d 
x^  +  u'  —  dix  +  y)       b 

^  {y'hx^d){y*  +  x')-d 
On  pose  x  =  at,  y=:bt;  t  étant  une  inconnue  auxiliaire.  On  trouye, 


a""   (a4-fc  — rf)(a*4-6*) 
b       {a+b^d){a*+y) 


c.  Bésoudre, 


ax-hày-^-cz  —  b-hc 
bx  +  cy-i-azzzc  +  a 
cx-hay-i-bz^ia  +  b 

Dans  cet  exercice,  on  peut  appliquer  la  remarque  suivante,  qui  est  quel- 
quefois utile  :  le  système,  dira-t-on,  admet  visiblement  la  solution  arz=o, 

if =1,  5=1;  mais  il  ne  peut  admettre  qu'une  solution,  donc,  etc Ou 

Térifle  d^ailleurs  facilement  ce  résultat  en  appliquant  la  règle  de  Cramer. 

1.  Résoudre  et  dùcuier  successivement  les  systèmes  suivants  : 

ax-hay  -^bz  :=:  1 

(i)  ax-hcy  +  bzz^  i 

bx-^-by-^azzz  i 

b*X'\-ay-]-c*zzzb 

(2)  OA  +  y  -h  az  =1  1 
c'X'\-ay-hb*zi::ic 

c*x-\-  ay  ■\-c*zzzb 

(3)  ax-v-   y-^bz  m  i 
c'x~\~by'i'C*z:=^a 
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8.  Appliquer  le  théorème  de  Af.  Rouché  aux  équations 

-a? -h    y -h  ^^  —  * 

a 


On  trouve  d'abord 


1 
1 

a 
a' 


a  a 
1  b 
1 


""      aO 


Si  l'on  suppose  a  =  6,  tous  les  mineurs  de  première  espèce  sont  nuls,  et 
le  déterminant  principal  est  l'élément  i . 

j      1 

est  un    déterminant  caractéristique;  si 


On  voit  ensuite  que 


1 

-      1 
a 


a  -  I  ;zf  o,  il  y  a  incompatibilité;  si  a  rz  i,  il  y  a  indétermination  et  on 
peut  prendre  f/  ai  z  arbitrairement. 
•  .  Résoudre  les  équations 

X*  —  y'  —  ^*  —  d*  _  a 


or  +  y'  +  a'— d'~rf 

' 

ay(a; — d)       _b 

x'-hy'-hi'~d'^d 

iiz(x  —  d)       _c 

j;'  +  t/^2'-d'~d 

En  supposant 

a'  +  é'  +  c'^itT. 

Ou  trouvera 

X     a'     b'  —  c'  —  d' 

d     a' -+- 6' +  c' —  tf 

y  _        ib{a  —  d) 

d~  a' -\- b' ±  e  —  d:' 

z  __        9c(a  —  d) 

d      a-  -h  ^'  +  (y  —  (^* 
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ÉQUATIONS  HOMOGÈNES.  -  FORMES  LINÉAIRES. 


1 04.  OéfiniÉion  des  formes  linéaires  et  homoi^o 

(.  L'expression  algébrique  formée  par  une  suite  de  termes» 
diacun  d'eux  renfermant  une  des  lettres  x^,  or,,  ...  a;„,  et 

une  seule,  l'exposant  de  cette  lettre  étant  d'ailleurs  égal  à 
Tunité,  constitue  une  forme  algébrique  linéaire  et  faojnogène 
de  ces  lettres.  En  désignant  cette  forme  par  U,  on  a  donc 

les  lettres  a^  b, ...  l  étant  en  nombre  égal  à  m.  Ces  lettres  re- 
présentent des  coefficients  numériques  ou  algébriques  ;  mais 
dans  aucun  cas  les  lettres  x^,  tr,,  . . .  x^  n'entrent  dans 

a,b,  . . .  /.  Lorsqu'on  égale  une  suite  de  formes  linéaires  à 
des  constantes  k^,  k^, ,  ,.k^  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  on 

obtient  le  système  de  m  équations  linéaires  que  nous  avons 
résolu  et  discuté  dans  la  leçon  précédente  :  en  les  égalant  à 
zéro  on  a  des  équations  linéaires  et  homogènes  qui  vont  nous 
occuper  maintenant. 

10&.  Théorème  I.  Soit  le  système 


I: ,  zr  alx^   h  fl^,  4-  ...  4-  ^?^rn  —  " 


de  m  équations  linéaires  et  homogènes  à  m  inconnues.  Si  le 
déterminant  A  formé  avec  les  coefficients  des  inconnues  n'est 
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pas  égal  à  zéro,  il  n'y  a,  au  système  proposé,  aucune  solution 
autre  que  la  solution  évidente  a?,  =z  o,  a;,  —  o  . , .  x^z:z  o. 

Supposons  que  Ton  ait  A  p^f  o  et  soit  x[,  x^,  ...  x'^  une  so- 
lution du  système  :  nous  allons  montrer  que  Ton  a  nécessai- 
rement. 

x[i=.x[. .  .znaf  —  o 

1  i  m 

Désignons,  en  effet,  par  X^  >  X,, . . .  >^  des  nombres  arbi- 
trairement choisis,  mais  tels  que  la  somme  ajXi  +  afx,  + 
:  •  •  +  ^r^n  soit  différente  de  zéro.  Cette  condition  peut  tou- 
jours être  réalisée^  car  Tun  au  moins  des  coefficients  aU  ^f, 

...af  n'est  pas  nul:  en  supposant  af;zfo  on  pourra  tou- 
jours, après  avoir  donné  des  valeurs  arbitraires  aux  lettres 
>^i>  X„  . . .  X^«p  déterminer  \^  par  la  condition 

iCi  étant  un  nombre  arbitrairement  choisi  et  autre  que  zéro. 
Posons  maintenant 


X'  =af  -hX- 

tn  m  m 


On  aura  donc 

«î(x:-\)+  ••-'-«r(x;-xj=o 

ou 

a|X; -f- . . . -I- a"X'  =k,.  (t) 

De  même  on  trouve 

a«X;  +  . . . -t- ajx;  =  *,  (.) 


o«X'  +  ...  +  o'»X' =A  ,  (i) 

mi  m    m  fil  ^    ' 
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en  posant 


ojx,  ■+  •  •• + «rx^ = *. 


W     {     .....       .        (*.?^«) 

Si  Ton  considère  les  équations  (*)  qui  sont  linéaires  mais 
non  homogènes,  elles  admettent  une  solution,  puisque  le  dé- 
terminant des  inconnues  est  différent  de  zéro.  De  plus  on  sait 
que  cette  solution  est  unique. 

Par  suite  les  équations  (i)  et  (a)  ont  les  mêmes  solutions. 

On  a  donc 

,  et,  par  conséquent, 

0?'  — 0,  ici— o  . .  .a?'  zr  o. 

1  '       2  m 

IIMI.  Tliéoréiiie  II.  Lorsque  le  déterminant  A  du  système 
U  est  égal  à  zéro,  ce  système  admet  une  infinité  de  solutions 
non  nulles  (i). 

Nous  supposons  maintenant  A  =  o.  Dans  les  équations  U 
donnons  à  x^  une  valeur  arbitraire  x'^  différente  de  zéro  el 

posons  A,  =— afa?;,  ^.  =  -«?a?;  . . .  A^  =:  —  «>;«.  Ces 
quantités  A,,  A„  ...  A^  ne  sont  pas  toutes  nulles,  Tun  au 
moins  des  coefficients  a^,  «fi  •  •  «S  étant  différent  de  zéro. 
Les  équations 

a\x^  -f  . . .  +  a?"  ^m-i  =  *j 
«ii^i  +  . . .  -I- aJl"*a?w-,  =  A„. 


1.  Par  abréTiatioD,  nous  appeUerons  iolution  nvlle  celle  qui  correspond 
à  des  Taleurs  dee  inconnues  toutes  nulles,  et  êoltUion  non  nulle  celle  qui 
correspond  à  des  valeurs  des  variables  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles. 


104 


NEUVIÈME  LEÇON 


Constituent  un  système  de  m  équations  linéaires,  non  ho- 
mogènes, k{m  —  i)  inconnues,  les  coefQcients  h  n*étant  pas 
tous  nuls.  On  peut  donc  appliquer  à  ce  système  le  théorème 
de  M.  Rouché.  Considérons  le  tableau  rectangulaire  des  coef- 
ficients. 


(V) 


a] 


a 


OT-l 


a*  . .  .  a"'"^ 

jn  m 


Soit  p  Tordre  du  déterminant  principal  î  ;  on  aura  p  ^ 

m  —  i.  D'ailleurs  les  déterminants  caractéristiques  sont  tous 
nuls.  En  effet,  Tun  quelconque  de  ces  déterminants  V  est 


r 


s 

h,      1 

m 
• 

:     hp 

—  •'m 

1 
«p+a  •  • 

•«^ 

5 


m 


a 


^9 


a 


'j^OL 


a 


m 


'/H-a 


Le  déterminant  qui  est  facteur  de  x^^j  dans  cette  formule, 

est,  ou  un  déterminant  du  tableau  (V),  ou  le  déterminant  A  ; 
dans  Tun  et  Tautre  cas  il  est  nul.  D'après  cela  il  est  prouvé 
que  le  système  U  admet  une  infinité  de  solutions  non  nulles; 
le  nombre  des  variables  arbitraires  peut  d'ailleurs  se  déter- 
miner. Nous  avons  donné  à  x^  une  valeur  arbitraire  a?'  ;  de 

plus  dans  le  tableau  (V)  Tordre  du  déterminant  principal  étant 
plus  petit  ou  tout  au  plus  égal  à  (m  —  i)  en  désignant  par  A 
un  nombre  nul  ou  positif,  on  peut  poser 

m —  1  — p  :=.  h. 

D'après  le  théorème  de  M.  Rouché  on  peut  prendre  A  in- 
connues arbitrairement.  Le  nombre  total  des  inconnues  arbi- 
traires, en  y  comprenant  a?^,  est  donc  A  +  *>  ou  (m  —  p). 

109.  TThéoréme  III.  Lorsque  entre  m  inconnues  il  existe 
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i05 


/m— i)  équaiions  linéaires,  i  étant  un  nombre  entier  et  positif-^ 
ce  système  admet  une  infinité  de  solutions  non  nulles.  Le  nom- 
bre des  variables  arbitraires  est  au  moins  égal  ai;  il  est  exac- 
tement (m  —  p),  p  étant  V ordre  du  déterminant  jnnncipal  qui 
correspond  au  tableau  rectangulaire  formé  avec  les  coeffi- 
cients des  inconnues. 

Considérons  en  effet  les  équaiions  linéaires  et  homogènes, 
entre  les  inconnues  x^y  x^,  , . .  x^. 

(i)     U,  zr  o     U,  rz  o     ...     {]„  zz  0  ; 

et  le  tableau  rectangulaire  des  coefficients. 


(V) 


a 


I  • 


a 


n* 


a 


m 


a 


m 
n 


(m  >  n). 


Soit 


Bzr 


«î. 


.a? 


^'l-'^'p 


,    (P<w) 


le  déterminant  principal  de  ce  tableau.  Considérons  les  équa- 
tions. 

(n)    U,  z:o     U,  —  o     ...     Upiro 

Qui  font  partie  du  système  (i).  Donnons,  dans  ces  équa- 
tions, des  valeurs  arbitraires  aux  inconnues  a?^|  . . .  x^.  Le 

déterminant  5  des  inconnues  a:,,  a?, a?p étant  différent  de 

léro,  on  pourra  résoudre  le  système  (2)  par  rapport  à  ces  va- 
riables. On  obtient  ainsi,  finalement,  une  solution  x[y  x'^, . , , 

^f>  ^1  •  •  •  ^m»  du  système  (2),  solution  présentant  le  carac- 
tère suivant  :  les  (p  —  m)  dernières  inconnues  sont  arbitrai- 
res; les  p  premières  ont,  au  contraire,  des  valeurs  dépen- 
dantes^ de  celles-ci. 
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Il  nous  reste  maintenant  à  montrer  que  Tune  quelconque 
des  solutions  précédentes  satisfait  aux  équations. 


^Wl  =  "      U^2=« 


•   •   • 


tn 


Posons  en  effet 


3 


p-\-a 


5 


V. 


a:  _  •  • .  a?  _  U. 


iH-«     P+« 


La  dernière  colonne  de  ce  déterminant  est  un  polynôme 
En  développant  î^^,  en  déterminants  d'ordre  (p  -h  i)  on  voit, 

l""  que  les  coefficients  de  a:,,  a:,, . . .  x^  ont  deux  colonnes 

identiques  et  sont  par  conséquent  nuls; 

2o  que  les  coefScients  de  x^^,  *  -  -^n  ^^^^  ^^^  détermi- 
nants d'ordre  supérieur  àp^  pris  dans  le  tableau  (V),  déter- 
minants qui  sont  nuls  conformément  à  la  définition  même  du 
déterminant  principal.  Il  résulte  de  ceci  que  Ton  a  8^_^  =  o. 

Dans  cette  identité  remplaçons  Xt,  par  x[;  x^  par  x'^  etc. . .; 

Xp  par  Xp.  On  a  UÎ  ir  o  Uj  ==  o  . . .  Up  r:  o  (*).   La  dernière 
colonne  de  i^^^  a  tous  ses  éléments  nuls,  à  Texception  du 

dernier  terme  U^^.  On  peut  donc  écrire 


'/H-a 


Nous  avons  montré  que  8^^^  est  identiquement  nul.  On 
a  donc  z'^^  zn  o  et,  par  suite, 


su;^« = « 


1.  Vff  liéftigne  ici  ce  que  devient  Uj^  quand  on  remplace  dans  cette  foroM 
algébrique  les  lettres  x^,  x^...x^  par  les  valeurs  particollèrM»{,  a;^,. . .  x^. 
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Mais  on  suppose  8  psf  o  ;  on  a  donc  enfin  U^^n  o. 

De  cette  conclusion  résulte  le  théorème  en  question. 

tus.  Tliéorèine  I¥.  Lorsque  entre  m  inconnites  x^^  x^y 
.  .  x^  existent  n  ir  m  -♦-  i  équations  linéaires  et  homogènes 

{Citant  un  nombre  entier  et  positif) y  ces  équations  admettent 
une  infinité  de  solutions  non  nulleSy  si  tordre  p  du  détermi- 
nant principal  qui  correspond  au  tableau  rectangulaire  des 
coefficients  est  inférieur  à  m.  Les  équations  n'admettent,  au 
contraire,  que  la  solution  nulle^  si  Von  suppose  p  ^  m. 

Si  ron  suppose  d'abord  p^m,  les  m  premières  équations 
n'admettent  que  la  solution  nulle  (Th.  I).  Prenons  maintenant 
l'hypothèse  p  <  m.  On  peut  donner  aux  variables  a?p^p  •  •  •  ^m 

des  valeurs  arbitraires  et  résoudre  les  équations 
(P)    U,  =  0    U.zzo     ...     Vp=:o 

par  rapport  aux  inconnues  a?,,  a?,,    .  ,x.  On  voit,  comme 

dans  le  théorème  précédent,  que  toute  solution  du  système 
(P)  appartient  aux  autres  équations  U^^j  m  o  . . .  U„  n:  o.  Le 

nombre  des  variables  indépendantes  est  égal  à  {m  —  p). 

1119.  Théorème  V.  Pour  qu'un  déterminant  soit  nul  il 
ttt  nécessaire  et  suffisant  qu'il  existe  entre  les  éléments  des 
lignes  ou  des  colonnes  des  relations  linéaires  et  homogènes, 

M"  Je  dis  d*abord  que  cette  condition  est  nécessaire.  Consi- 
dérons en  effet  le  déterminant  A  , 


A  = 


4     9  •  •  >  a  M 


<«*•••«" 


et  supposons  A  =  a.  Les  équations  linéaires  et  homogènes 

P,  =  ajx,  4-  «ÎX,  + ...  +  «ÎX,  =  o 
(H)   P,  =  aîX,  +  a|X,H-...4-a;^,  =  o 


P»  =  «>•  +  «i:>^.  ■+  •■•  -+-a"X,  =  " 
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admettent  pour  les  inconnues  )„  une  solution  non  nulle  ;  le 
déterminant  formé  avec  les  coefficients  des  inconnues  étant 
nul  (§106). 

a^  Je  dis  maintenant  que  cette  condition  est  suffisante.  En 
effet  si  les  équations  (H)  sont  vérifiées  par  des  valeurs  des 
inconnues  X  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  c'est  que  le  déter- 
minant A  est  nul  ($  io5). 

11  G. Théorème Tl.  Lorsqu'un  déterminant  est  nul  ainsi 
que  tous  ses  minexirs,  jusqu'à  ceux  de  la  classe  h  exchisivefnenly 
il  existe  entre  les  éléments  de  chaque  ligne  une  même  relation 
linéaire  et^  parmi  les  coefficients  qui  définissent  cette  relaiioii, 
h  sont  arbitraires. 

Conservons  les  notations  du  paragraphe  précédent  et  sup- 
posons que  A  soit  nul  ainsi  que  tous  les  mineurs  de  première 
classe,  de  seconde  classe,  etc.,  mais  non  le  mineur  de  classe  A. 


0 


a\ 


«î 


a 


n-A 


^n-A  ^lî-A  •  '  •    ^ 


n-A 


Considérons  les  équations 

(1)    P,=o    P,  =  o    ...    P„_,,  =  o 

et  donnons  aux  lettres  \,,^f^^,  ....  x„  des  valeurs  arbi- 
traires. On  peut  résoudre  ces  équations  par  rapporta  X„  X,. 
•  •  •  \i-h  î  puisque  le  déterminant  de  ces  inconnues  î,  est 
différent  de  zéro.  On  obtient  ainsi  une  solution  X,,  X,. .  .  X« 

du  système  (1)  et  nous  allons  montrer  que  ces  nombres  véri- 
fient les  équations 

(2)     P,,-A+i  :^  "  ...   Pi,  =  o. 

Soit  en  effet  le  déterminant  A', 


A'-r 


a 


H-.: 


P. 
P. 

P|i-./« 
*  •     Pm-c 
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déterminant  dans  lequel  z  désigne  un  des  nombres  (A  —  i], 
(A  —  2} —  0  .  Si  Ton  développe  A'  en  déterminants  d'ordre 
{»  — A-f-i),  conformément  à  la  règle  connue;  il  résulte 
de  l'hypothèse  que  nous  avons  faite  que  ces  déterminants 
sont  tous  nuls.  On  a  donc  A'  rz  o.  D'autre  part  les  nombres 
*A„  X,,  . .  \  rendent  nuls  les  éléments  P,,  P, , . . .  P„_^  de 
la  dernière  colonne.  On  a  donc 

A'  — ?  P 

par  suite, 

et  comme  S  n'est  pas  nul,  on  a  finalement  P,,_.  rr  o,  ce  qui 
démontre  le  théorème  en  question. 

lit.  Héfinitions.  On  dit  que  des  formes  linéaires  U|,  U„ 
. . .  l\  des  variables  a?, ,  a:,, . .  .  a;^ sont  indépendanleë  lors- 
que Tidentité 

ne  peut  avoir  lieu  qu'en  supposant  X,  =:  X,  ...  —  X„  —  u. 
Si  le  contraire  a  lieu,  les  fonctions  U  sont  dépendantes. 

Si  Ton  suppose  n  >  m,  la  dépendance  existe  nécessaire- 
ment. En  eifet  Tidendité  (a)  peut  être  établie  en  écrivant 
entre  les  coefficients  X  qui  sont  au  nombre  n,  m  équations 
linéaires  et  homogènes  (§  107). 

Théorème  Vil.  Pour  qu'il  y  ail  une  dépendance  entre  n  for- 
»i«  U  linéaires  et  homogènes  de  n  lettres  x^y  -  » .  x^  il  est  néces- 

wire  et  suffisant  que  le  déterminant  A  formé  par  les  coefficients 
de  ces  lettres  x,  dans  les  formes  U,  soit  nul. 

l' La  condition  est  suffisante.  En  effets  si  on  suppose  A  =  o 
nous  venons  de  voir  {%  109)  qu'il  existe  des  nombres  X^,  X,,... 


110  NEUVIÈME  LEÇON 

X«  qui  ne  sont  pas  tous  nuls,  et  qui  satisfont  aux  conditions 
suivantes  : 


(P) 


Xittî  4-  X,ai  -h  ...  -h  /xX  =  o 


on  a  donc 


X,U,  +  A,U,-h...  4-X„UnS:o 
a»  La  condition  est  nécessaire.  Supposons  que  l'on  ait 

X,U,  +  A,U,  +  ...  +>vnUnSO, 

les  équations  (3)  sont  alors  vérifiées  pour  des  valeurs  des 

coefficients  a  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles  ;  on  a  donc  A  =  o. 
(§  105). 

119.  Théorème  TIII.  Pour  que  n  formes  linéaires  U, ,  U,, 
...Un,  entre  les  m  variables x^x^.,,  Xmy soient  dépendantes  il  fatU 

et  il  suffit  que  le  déterminant  principal  S,  du  tableau  rectan- 
gulaire (V)  des  coefficients  soit  d'un  ordre  inférieur  à  n  :  on  sup- 
pose (n  <  m). 

Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  le  nombre  des  formes  est 
inférieur  au  nombre  des  variables.  Pour  déterminer  les  para- 
mètres A  et  former,  s'il  est  possible,  une  relation  d'identité 
entre  les  fonctions  U,  on  doit  résoudre  un  système  de  /i  équa- 
tions linéaires  et  homogènes  entre  les  inconnues  a,,  X,,...  X«. 

Le  tableau  rectangulaire  de  ces  équations  n'est  autre  chose 
que  le  tableau  (V)  des  coefficients  proposés.  Après  cette  re- 
marque, il  suffit  d'appliquer  le  théorème  IV  pour  établir  la  pro- 
priété en  question. 

113.  Théorème  IX,  Lorsqu'un polynômeV, entier,  dude- 
gré  m,  U  zr  Aoor»»  -h  k^x^-^  H- . . .  -f-  Aw  s'annule  pour  (m  +  i) 
valeurs  de  a?,  il  est  identiquement  nul. 
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Soient  XoX^. . .  Xm,  {m-i- 1)  nombres  différents  et  tels  que 
Ton  ait, 

A«a;7  +  A.xr*  +  ...-hA«-i^, +A«  =  u 

(0 

•     •••••«• • 

AoirS-f- A,x2"*  H-  ...  +  A^ia;^+  A,„  i=  o 

Considérons  les  équations  linéaires  et  homogènes  entre  les  in- 
connues Xo)  X|, .  • .  Xm  ; 

X^â^o  -f-  XjXq      -f- . . .  -j-  X„|— i^To  -j-  X,„  :^  o 
Xox7  +  X,a;f "* -j-  ...  -l-X^-iO?,  4-X«  =zo 

Le  déterminant  des  inconnues  est  un  déterminant  de  Van- 
dermonde  et  il  n'est  pas  nul  si  les  nombres  XoXi . ..  Xm sont 
tous  différents,  comme  nous  le  supposons.  Un  pareil  système 
(§  io5]  ne  peut  admettre  que  la  solution  nulle.  Or  en  compa- 
rant (i)  et  (2)  on  observe  que  X©  r=  A©,  X,  n  A,, . . .  Xm  r:  Am 
est  une  solution  du  système  (2).  Cette  solution  est  nécessaire- 
ment nulle.  On  a  donc  Ao  =  A,  :::: ...  Am  =:  o  ; 

Ainsi  U  est  identiquement  nul. 
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NOBfBRES  INCOMMENSURABLES* 
CALCUL  DES  RADICAUX. 


1 1 41 .  On  a  exposé  en  arithmétique  (^)  la  théorie  des  nombres 
incommensurables^  et  on  y  a  défini  notamment  la  racine  m** 
d'un  nombre,  m  désignant  un  nombre  entier  et  positif.  Nous 
reviendrons  pourtant  ici  sur  ce  point  important. 

Étant  donné  un  nombre  A^  entier  et  positif^  si  Ton  peut 

trouver  un  nombre  x  tel  que  Ton  ait  or"*  zi  A,  on  dit  que  x  est 
la  racine  m"'''  de  A.  Si  A  est  fractionnaire  et  positif,  si  Ton  a 

P  i«  PQ 

A  HZ-,  on  remarque  que  Ion  a,  A  zr-- —  ;  et,  en  posant, 


g»n 


X 


:=.  pq"*^    ,  (-)   rz  A.  L'extraction  de  la  racine  m"*'  d'un 

nombre  fractionnaire  se  trouve  ainsi  ramenée  à  celle  d'^un 
nombre  entier. 

Dans  le  cas  où  A^  nombre  entier,  n'est  pas  une  puissance 
m^^  exacte  ;  si  Ton  imagine  la  suite 

(i)  i"*,    2'",    r,    r,    etc.. 

A  est  nécessairement  compris  entre  deux  nombres  consécu- 
tifs de  cette  suite,  p"*  et  (p  + 1)*".  On  dit  que  p  est  la  racine 
m"'  de  A,  à  une  unité  près,  par  défaut;  (p  -h  i)  représente  la 


1.  Mesure  d^une  grandeur  incommensurable  avec  lunité.  —  DcfluiUoa 
des  opéraUons  sur  les  nombres  incommensurables.  (Programme  dad- 
mission  à  l'École  polytechnique,  3  janvier  1882.) 
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radne  m°^,  à  une  unité  près,  par  excès.  On  sait  d'ailleurs 
qu'il  n'existe  aucun  nombre  commensurable  fractionnaire 
dont  la  puissance  m"^  soit  égale  à  A. 

On  est  alors  conduit  à  l'idée  des  nombres  incommensura- 
bles, et  nous  allons  définir  en  particulier  le  nombre  incom- 
mensurable dont  la  puissance  m">^  est  égal  à  A. 

Posons 

p  étant  un  nombre  entier  quelconque  :  Ap"*  est  donc  un  nom- 
bre entier.  Ce  nombre n^est  pas  une  puissance  m°^  exacte;  car 

si  Ton  avait  Ap"*  r:  a;*"  on  aurait  (  -  j    =r  A,  ce  qui  n'est  pas 

possible,  comme  nous  l'avons  rappelé  tout  à  Theure.  Ainsi 
Aj>"est  un  nombre  compris  entre  deux  nombres  consécutifs 
du  tableau  (i);  n"* ,  (n  +  i)"*.  Écrivons  donc 


n"<Ap^<(n+ir 


ou 


er<^<("-y^) 


m 


Nous  poserons 


n       ^     ^       n-hi 

a et     a 

p  —  p  'j>  "~     p 

Considérons  maintenant  les  deux  suites 

(i)  ai  9     a«  9  •  •  •  Op 

(*)  Cl  ,     6|  9  •  •  •  6p 

et  désignons  par  p    la  valeur  principale  (0  de  la  suite  (i)  et 

par?  celle  de  la  suite  (a).  Les  nombres 
p 

(3)  p, ,     p«  1  •  •  •  Pp 

(4)  ff|  >       fft  ♦    •  •  •    5p 


1.  Noiu  app<$iOii8,   avec  M    Rouché,  valeur  principale  d'une  suite  de 

8 
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jouissent  des  propriétés  suivantes  :  i«  Les  nombres  p  vont 
toujours  en  croissant  ou  du  moins  ne  décroissent  jamais  ; 
a»  les  nombres  9  vont  toujours  en  décroissant  ou  du  moins  ne 
croissent  jamais  ;  d'ailleurs  les  premiers  sont  nécessairement 
inférieurs  à  Â,  les  autres  supérieurs  à  Tunité.  Les  uns  et  les 
autres  ont  donc  une  limite  (*).  Je  dis  que  celle  limile  est  la 
même.  En  effet,  on  a 


^p     *p""p' 

nais  Ton  suppose 

9p>^        !7p  <  Pp- 

in  a  donc 

^P^h^l' 

Quand  p  tend  vers  Tinfini,  la  différence  Op  —  pp  tend  vers 

zéro;  la  limite  est  donc  la  même  pour  les  deux  suites.  Cette 
limite  commune^  ce  nombre  positif  bien  déterminé  el  que  Ton 
peut  imaginer  nettement,  esl  ce  qu'on  appelle  la  racine  m*<» 
de  A.  Nous  conviendrons  de  représenter  ce  nombre  par  ré- 
criture symbolique  y  A. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  la  limile  que  nous  venons 
de  définir  est  uniqtie.  Imaginons  en  effet  deux  nombres  posi- 
tifs  incommensurables  xeiy  tels  que  Ton  ait 

a;"*r=A    et    y"*  =  A. 


On  aurait  donc 


X    —  y    ^Zo 


({uanUtés  x^  œ   ...  x^^  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  do  ces  quantités, 

suivant  qu'elles  représentent  des  valeurs  approchées  par  défaut  ou  par 
excès  de  la  quantité  incommensurable  qu'on  veut  définir.  (V.  Traité  de 
Géométrie  étém.^  Rouché  et  de  Gomberousse.) 

1.  Nous  supposons  ici,  pour  ne  pas  insister  davantage  sur  ces  idées  élé- 
mentaires, que  les  notions  de  limites,  l'axiome  fondamental  que  nous 
Tenons  de  rappeler  et  les  principes  relatifs  aux  limites  ont  été  développés 
dans  le  cours  d'Arithmétique. 
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OU 

(x-y)  (x"-' -i-yo;"-'  +  . . .  -hy^')  =  o. 

Le  second  facteur  du  produit  est  positif,  il  faïut  done  que  le 
premier  faicteur  soit  nul  ;  ainsi  on  a  a;  =  y. 

115.  Remarqae.  Lorsque  m  est  pair,  si  Ton  appelle  a;  la . 
radne  m"'  de  A,  —  a;  est  aussi  une  racine  m"»«  ;  inate  pour 
éviter  toute  confusion,  nous  appellerons  valeur  arithmétique 
d*une  racine  d'indice  pairie  nombre  positif  défini  au  paragra- 
phe précédent.  Avec  cette  convention,  la  racine  m"'  d^un 
nombre  positif  est  une  quantité  toujours  bien  déterminée, 
c'est-à-dire  n^ayant  qu'une  valeur. 

Nous  ferons  aussi  remarquer  que  nous  avons  supposé 
A>  o;  si  l'on  suppose  A  négatif  et  m  impair,  on  ramène  im- 
médiatement ce  cas  au  précédent  de  la  manière  suivante. 

Soit  X  la  racine  m^  du  nombre  positif  —  A  ;  a;  est  un  nom- 
bre que  nous  venons  de  définir  et  qui  est  bien  déterminé.  On 
pourra  donc  écrire. 

x'"--A 
ou  m  étant  impair, 

Multiplions,  de  part  et  d'autre,  par  (-  i)*",  il  vient 

ou  enfin 

D'après  cela  —  x  est  la  racine  w""«  de  A. 

Enfin  si  Ton  suppose  m  pair,  et  A  <  u  il  n^existe  aucun  nom- 
bre, positif  ou  négatif,  commensurable  ou  incommensurable, 
qui,  élevé  à  une  puissance  paire,  puisse  donner  un  résultat 

négatif. 

116.  Théorème  1.  Le  produU  de  deux  ou  plusieurs  ra* 
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dicaux  de  même  indice  p^  est  égal  à  la  racine  d'indice  p  du 
produit  des  nombres  proposés. 
Je  di9  que  Ton  a 

(i)         ÇâÇ^Bs^ÂB. 

Le  premier  membre  de  (i)  est  un  produit  de  deux  ac- 
teurs et  chacun  de  ceux-ci  n'a  qu'une  valeur  :  le  produit  n'a 
donc  hd-mème  qu'une  valeur.  Désignons  par  a  cette  valeur 
unique. 

Si  on  élève  a  à  la  puissance  p,  il  faut  élever  chacun  des 
facteurs  à  la  puissance  p,  et  faire  le  produit  des  deux  résul- 
tais. Par  définition,  la  puissance  p  du  premier  facteur  Ç^Â  est 

égale  à  A;  la  puissance  p  du  second  facteur  Ç^B  est  égale  à  B. 
On  voit  déjà  :  i**  que  le  premier  membre  a  une  valeur  uni- 
que ;  2**  que  cette  valeur  est  telle,  qu'élevée  à  la  puissance  p, 

elle  donne  pour  résultat  AB.  Or  ^AB  est  un  nombre  bien 
défini,  n'ayant  qu'une  valeur,  et  cette  valeur  est  telle  que, 
élevée  à  la  puissance  p,  elle  donne  pour  résultat  AB.  En  rap- 
prochant les  deux  faits  on  voit  que  les  deux  membres  ont 
des  valeurs  uniques  et  égales. 

Le  théorème  étant  vrai  pour  deux  facteurs,  s'applique,  pour 
des  raisons  évidentes,  à  un  nombre  quelconque  de  radicaux. 

11 9.  Théorème  II.  Pour  élever  un  radical  à  une  puis- 
sance m,  il  suffit  d'élever,  à  la  puissance  m,  le  nombre  placé 
sous  le  radical. 

Nous  voulons  démontrer  que  l'on  a 

Le  premier  membre  peut  s'écrire 

(Ç^a)(Ç/a)... 

le  nombre  des  facteurs  étant  égal  à  m.  D'après  le  théorème 

précédent  ce  premier  membre  est  égal  à  Ç^  A.  A...  ou  Ç^ A"*. 
La  proposition  est  donc  établie. 
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118.  Tliéoréine  ID.  Le  qvoHent  de  deux  radicaux  de 
même  indice  p  est  égal  à  la  racine  d indice  p  du  quotient  des 
deux  nombres  donnés. 

En  d'autres  termes,  nous  voulons  montrer  que  Ton  a 

Va     ni 
Vb~^b 

OU 

VÂ^VbVs- 

Or  cette  dernière  identité  résulte  du  théorème  I  ;  le  second 
membre  étant,  d'après  ce  théorème,  égal  à 


<i 


B.-,    ou  a    yA. 


119.  Xli^oréine  ÏÏW.  La  racine  d'indice  p  cT un  radical 
d'indice  q  est  égale  à  la  racine  d^ indice  pq  du  nombre  proposé. 
On  a  donc  à  reconnaître  Texactitude  de  Tldentité 


</% 


"'Âs-ÎÂ. 


Élevons  le  premier  membre  qui  a  une  valeur  unique  et  bien 
déterminée  à  la  puissance  pq.  A  cet  effet  on  peut,  si  Ton  veut, 
rélever  d'abord  à  la  puissance  p,  puis  à  la  puissance  q.  La  pre- 
mière opération  donne  pour  résultat  VA  ;  la  seconde  A.  Or 
le  second  membre  a,  lui  aussi,  une  valeur  unique  et  bien  dé- 
terminée ;  valeur  telle  que  si  on  Télève  à  la  puissance  pq  on 
obtienne  pour  résultat  A.  Le  premier  membre  a  donc  une  va- 
leur unique  égale  à  celle  du  second  membre. 

190.  Théorème  V.  On  ne  change  pa^  la  valeur  d^ un  radi- 
cal en  élevant  à  une  puissance  quelconque  q,  le  nombre  placé 
90US  le  radical,  pourvu  que  Von  multiplie  en  même  temps  par 
q  Vindice  du  radical. 
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Soit  IJ^Âle  radical  proposé;  je  dis  que  Ton  a 

Il  suffit  d'élever  le  premier  membre  à  la  puissance pg  et  de 
raisonner,  comme  nous  Tavons  fait  dans  la  démonstration  du 
théorème  précédent. 

ApplIcMitioiis.  Le  théorème  précédent  est  surtout  em- 
ployé dans  les  deux  cas  suivants  :  i<>  Simplification  des  ra- 
dicaux; 2*"  Comparaison  des  radicaux. 

i^  Soit  à  calculer 


18 


xzz  ;j9*.V\5*' 
On  aura 


OU  enfin 

xz=:i5^i() 

s""  Soit  à  comparer  les  quantités 

^2,  y/'ij  \/4,  .  .  .y^n,  etc.. 
Posons 


par  suite, 


n+i 


Réduisons  les  radicaux  au  même  indice;  écrivons,  à  cet  effet, 
et, 
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Pour  comparer  yn  et  yn^\  nous  allons  considérer  la  quantité 


•n 


Z    ZZ 


-(«4-iy 


"        n"+* 


Cette  expression  peut  s'écrire 


?  n(i  -h  -)    .-. 
«      \        nj     n 


Pour  li  =:  2  on  a  y,  zz  |;  ainsi  Ton  a  V5>  \/â. 


8 


Nous  verrons  bientôt  que  l'expression  (  i  -l—  1  est  toujours 

comprise  entre  a  et  3;  alors  2,,  24, . . .  sont  plus  petits  queFu- 
nité.  On  a  donc 

^•^>V4>^5...,etc. 

IM.  Exposante  firacttonnaires.  L'expression  a*"  (0  a 
une  valeur  bien  définie  quand  m  représente  un  nombre  entier 
et  positif.  Cette  valeur  est  le  produit  obtenu  en  multipliant  les 

uns  par  les  autres  m  fiicteurs  égaux  à  a.  Mais  oHy  p  et  9  étant 
des  nombres  entiers  et  positifs,  est  une  expression  algébrique 
dénuée  de  sens,  si  Ton  considère  l'exposact  comme  marquant 


1.  Arant  Tadoption  de  récriture.  symboli<{ue  a*",  les  matbémaUciens 
employaient  dîverseB  notations  plus  compliquées.  Par  exemple,  l'exprès- 
sioa 

.  zh  —  3d« 
«'écrirail 

Acub.bîs— dcub. 
z  xVkh  —  d.qMx 

(Lett.  de  Fermât  à  Mersenne.  V.  Journal  de  Mathém,  spéc,  janv.  4883.) 
NousToulona  faire  comprendre  par  cette  citation  toute  Timportance  des 
Dotations  dvmboUques  de  l'algèbre. 
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p 

un  nombre  de  facteurs.  Nous  convenons  ici  de  considérer  af 

comme  égal  à  V^  •  Cette  dernière  écriture  algébrique  repré- 
sente une  quantité  bien  définie.  Mais  nous  devons  expliquer, 
dès  maintenant,  comment  on  a  été  conduit  à  feire  cette  con- 
vention ;  nous*  ferons  voir  plus  tard,  quand  nous  discuterons 
la  fonction  a',  pourquoi  elle  a  été  faite  et  quelle  est  son  uti- 
lité. 
Lorsqu'on  a  à  calculer  une  expression  de  la  forme 

y  —  ^aw» 
il  résulte  du  théorème  V  que  Ton ay  =  a9ouy  =  aP.  Ainsi 

m 

Texpression  a**  a  une  valeur  bien  définie  \a^  quand  m  est 
exactement  divisible  par  m,  et  c^est  ainsi  qu'on  a  été  conduit  à 

m 

considérer  conventionnellement  a  "  comme  égal  à  \^a"*  quand 
metn  sont  des  nombres  entiers  et  positifs  quelconques. 
Pour  que  cette  convention  puisse  être  acceptée  il  faut  ob- 

m 

server  que  les  deux  expressions  y  zi  a»  et  ^  —  y'a"*,  jouissent, 
Tune  et  l'autre,  de  là  propriété  de  rester  égales  quand  m 
et  n  varient  proportionnellement. Cette  propriété,  évidente  sur 
la  forme  y,  est  encore  vraie  pour  la  seconde  forme  z,  puisque 

Ton  a  '^a'^Ps:  y'o^  ($  120). 

19f9.  Théorème.  Les  règles  connues  pour  le  calcul  des  ex- 
posants entiers  subsistent  pour  les  exposants  fractionnaires. 

Prenons,  pour  ne  citer  qu'un  exemple,  la  propriété  fonda- 
mentale 

Je  dis  que  cette  règle  subsiste  pour  les  exposants  fraction- 
naires positifs,  que  Ton  a,  en  d'autres  termes, 

m    m'  mm' 

n     nf  n       w' 

a  a     ^  a 
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En  effet,  d'après  la  convention  fiiite  tout  à  Theure  on  a 

m   m' 

a  Ck    ^  Va     y  a 
ou 

**   ^  ntit  J mil  y HHt / Hiv  y 

.    ./         IX      ""•'  I  y      «'»'         I  y       w»/       «W         I    y      mn/-\-nm' 

a  a    s:|/«      y    a      — |/^^      -^      ::z.y<^ 

Mais  ce  dernier  radical  peut  s'écriroi  d'après  la  même  con- 
yentioD, 


mnf+nmf  m     mr 

fin'  ou  n     «7 

a  a 


On  a  donc  bien 


m    m'  m       m' 

n     iir  n       nf 

a         s:a     a    . 


IIM.  Expofiaate  nés»tifs.  Nous  ferons  maintenant  une 
autre  convention^  et  celle-ci  est  relative  aux  exposants  néga- 
tifs. Nous  conviendrons  que  l'expression  a-p  (p  nombre  entier 
ou  fractionnaire,  mais  positif)  représente  le  nombre  bien  dé- 
fini—. 

La  règle  pour  la  division  de  deux  exponentielles  de  même 
base  a*,  cet  donne,  pour  le  quotient,  l'expression  a*-y,  expres- 
sion ayant  une  valeur  bien-définie  quand  on  suppose  xyy. 

En  posant  ziz  — ,  on  voit  que  si  a;  iz  y  on  a  2  zz  i  ;  pource  mo- 

tif  on  a  fait  dans  l'algèbre  élémentaire  la  convention  sui- 
vante :  a«  =  1 .  Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ce  point  dans 
rélude  que  nous  ferons  bientôt  de  la  fonction  a'^  ;  et  nous  éta- 
blirons que  l'exponentielle  de  base  quelconque  a  pour  li- 
mite l'unité,  quand  l'exposant  tend  vers  zéro. 
Enfin  si  l'on  suppose  a?  <  ^,  en  posant  y  ^  a;  =  A  on  a 

X  SB  . 

2=:— -TT,  ou   zzz r-,  ou  enfin   zzn--. 
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D*aatre  part«  la  règle  que  nous  avons  rappelée  donne 

<vi 

On  pourra  donc  appliquer  cette  règle  delà  division  de  deux 
exponentielles  de  même  base  dans  le  cas  où  Texposant  du 
numérateur  est  plus  faible  que  celui  du  dénominateur,  mais 

en  faisant  la  convention  ar^  s:  —., 

a*' 

1194.  Théorème.  Les  règles  connues  relatwes  aux  calculs 
des  exposants  positifs  s* appliquent  aux  exposants  négatifs. 
Prenons  encore  la  propriété  fondamentale 


f^a' 

=  a'^'; 

Je  dis  que  Ton  a 

i 

—B     — 

2    a 

"  =:  a-"-' 

En  effet  les  identités 

a' 

tnnent 

a' 

a" 

' MMMm^^AS  w 

a    a 

a"" 

Mais,  par  la  convention  que  noos  avons  faite,  on  a 


*    =:  a~^"  =:  a"*"» 


a»^' 


On  a  donc  bien,  finalement 


a-'a-^:s:a~^ 
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I.E8  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES 


t9&.  IMftnitton.  Une  expression  telle  que  y  =  V^^  est 
dénuée  de  sens,  si  Ton  veut  exprimer  par  cette  égalité  qui  y 
est  un  nombre  commensurable  ou  incommensurable,  positif 
ou  négatif,  dont  le  carré  est  égal  à  —  4.  Nous  convenons  ici, 

pour  généraliser  récriture  symbolique  VA,  que  sjk  représente  \ 
dans  iotis  les  cas  une  expression  algébrique  dont  le  carré  doit ^ 
dans  les  calculs  où  pénètre  ce  symbole,  être  remplacé  par  A. 

Il  est  facile  de  comprendre  Tutililé  de  cette  convention  et 
comment  on  est  naturellement  conduit  à  la  faire  quand  on 
cherche  à  généraliser  le  calcul  algébrique.  Prenons,  pour 
mettre  ce  point  en  évidence,  Tégalité 

on  a,  par  une  propriété  connue 

y-yjlf6 

D'autre  part,  on  peut  écrire 

y«-(-a)(-3). 

Si  nous  admettons,  conformément  à  la  conventio  n  que  nous 

proposons,  que  V  ~  >  ne  soit  qu'une  écriture  symbolique,  ne 
s'expliquant  pas  par  le  sens  qu'on  a  attribué  en  arithmétique 

au  signe  symbolique  V  »  niais  soumise  aux  règles  ordinaires 
du  calcul  algébrique,  on  peut  écrire,  sans  inconvénient 


124  ONZIÈME  LEÇON 

En  effet,  le  carré  de  Texpression  écrite  dans  le  second  mem- 
bre de  cette  égalité  est  égal,  si  l'on  admet  la  convention  que 

nous  venons  de  &ire,  au  produit  des  carrés  des  facteurs  V —  2 

et  V^^;  égal  par  conséquent,  d*après  cette  convention,  au 
produit  de  (—  2)  par  (—  3);  c'est-à-dire  enfin  égal  à  6. 

Le  théorème  relatif  au  produit  de  deux  radicaux  carrés,  ce- 
lui qui  est  exprimé  par  l'identité 

V  A  \/B  =:  vÂB 

et  tous  les  principes  du  calcul  algébrique  se  trouvent 
ainsi  généralisés.  On  peut  donc,  pour  poursuivre  cette  gé- 
néralisation des  formules  qui  est  un  des  buts  de  l'algèbre, 

introduire  l'écrilure  symbolique  VU  sans  avoir  à  se  préoccu- 
per du  cas  où  Ton  a  U  <  o.  Il  faut  seulement  accepter  la  con- 
vention suivante: 

i<^  On  a,  quel  que  soii  U 

2^»  Quand  on  suppose  \]  <Co  les  expressions  ^V,  dites  expres- 
sions imaginaires,  sont  soumises  aux  règles  ordinaires  du  calcul 
algébrique,  règles  démontrées  pour  les  nombres  qui  ont  été  dé- 
finis en  arithmétique. 

Par  opposition  aux  expressions  imaginaires,  les  nombres  dé- 
finis en  arithmétique  sont  nommés  quantités  réelles. 

Nous  désignerons,  suivant  Tusage,  par  i  l'expression  ima- 
ginaire dont  le  carré  est  égal  à  (—  1).  On  a,  d'après  les  con- 
ventions précédentes 


izzyj-^i     i^z=i~i     e  =  ^i    i*z::i. 
Généralement 

Nous  appellerons  expression  imaginaire  de  forme  normale 
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l'expression  (a  -f-  6i)  ;  a  et  6  étant  réels  \  a—bi  représente  Vex- 
pression  imaginaire  conjuguée. 

19G.  Principe  !•  Si  ton  rencontre  t égalité  a-f-bi:=o  (*)  on 
peui  remplacer  celle-ci  par  la  double  égalité  a  —  o,  b  =  o. 

En  effet  l'égalité  proposée  soumise  aux  règles  ordinaires  du 
calcul,  conformément  à  la  convention  faite,  donne 

a  —  —  bi 
pois, 

ou 

a'  +  ô'-o 

Deux  nombres  réels  a  et  6  ne  peuvent  avoir  une  somme  de 
carrés  nulle  que  s'ils  sont  séparément  nuls.  On  a  donc  a  :=  o, 
bzzo. 

Priaeipell*  Si  F  on  rencontre  r égalité 

onpoufTa  la  remplacer  par  l'ensemble  des  deux  égalités  a  zi  a', 
b=b'. 
L'égalité  proposée  donne,  conformément  à  la  convention, 

{a  —  a')  +  {b  —  b')i  —  o, 

et  le  principe  précédent  permet  de  conclure  de  cette  égalité 

a  —  a'  ir  0,    et    ô  -—  6'  zi  o. 

199.  VhéoréwÊkel.  Le  produit  de  plusieurs  express  ioîis  ima- 
ginaires de  la  forme  a  -f-  bi  est  une  expression  de  cette  forme. 
On  a  d'abord 

[a  -h  bi)  (a'  -h  b'i)  s:  (aa'  —bb')-^  i  [ab'  4-  ba')  ; 


t.  Pour  éviter  des  répétions  continuelles,  il  vu  sans  dire  qu'en  parlant 
de  Texpression  (m  -f-  ^i)^  ^ous  sous-entendons  toujours  que  m  et  n  sont 
des  nombres  réels . 
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le  théorème  est  donc  vérifié  pour  deux  facteurs  ;  il  est  donc 
vrai  aussi  pour  un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

Corollaire.  La  puissance  p  d'une  expression  de  la  forme 
(a-hbi),  p  étant  entier  et  positifs  est  une  expression  de  celte 
forme. 

il  suffit  évidemment  de  supposer  que  Ton  applique  le  théo- 
rème précédent  à  p  facteurs  identiques. 

IkItH.  Théorème  ËË.  Le  quotient  de  deux  expressions 
imaginaires  de  la  forme  a  -f-  bi  est  une  expression  de  cette 
forme. 


Soit 


on  a, 


ou, 


ou  enfin 


<    en  posaat 


a-hbi 
^'^a'-hb'C 


(a  +  bi)(a'-bU) 


aa'  +  bb'      {ba'  —  ab')  . 

y  zi ■ '  -4-  ^ i 


2/  =  A-hBt, 


aa'  +  bb'  6a^  —  aV 


'm 


A  et  B  sont  bien  deux  nombres  réels. 
lCO«  Théorème  III*  Un  polynôme  entier  U, 

U  =  AoX'«  +  A^a?'''-*  +  ...  +  A;„.iiP+ A, 

dans  lequel  les  coefficients  Ao,  A^, . . .  Am  sont  des  expressions 
imaginaires  de  la  forme  (a-+-bi)  (*),  prmd  la  forme  P  +  Qi, 
si  Von  remplace  x  par  (a-h  gi). 


1 .  Cauchy  a  douué  le  uoin  de  fonction  entière  au  polynôme  entier  que 
nous  coDsidérous  ici. 
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11  résulte  ea  effet  de  la  convention  que  nous  avons  faite»  que 
Ton  a 

Cbacun  des  termes  de  U  étant  le  produit  de  fecteurs  de  la 
forme  {m  -h  ni)  est,  d'après  le  théorème  précédent,  une  expres- 
sion de  cette  forme  ;  la  somme  de  ces  termes  est  donc  aussi  de 
cette  forme. 

180.  Théorème  IV.  Le  produit  ou  le  quotient  de  deux 
fonctions  entières  de  x,  est  une  expression  imaginaire  de  la 

forme  (m  +  ni)  ;  quand  on  y  remplace  x  par  (a  -+-  3^). 

U 

Soity  zz  -.  U  et  V  étant  deux  fonctions  entières.  D'après  le 

théorème  précédent  U  et  V  prennent  la  forme  (m  +  ni)  quand 
on  remplace  la  lettre  x  par  (a  -h  PO .  D'autre  part  le  théorème  II 
pronve  que  le  quotient  de  deux  imaginaires  de  cette  forme  est 
aussi  une  expression  imaginaire,  de  cette  même  forme. 

181.  Théorème  T.  Deux  expressions  imaginaires  conju- 
guas substituées  dans  un  polynôme  entier  à  coefficients  réels, 
donnent  deux  expressions  imaginaires  conjuguées. 

Soit  U = r{x)  le  polynôme  proposé .  Remplaçons  x  par .(«  -H  pi) 
oaaura 

P  et  Q  sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  aux  lettres  a, 
i  et  par  rapport  aux  coefiScients,  supposés  réels»  de  U.  Dans 
Tidenlité  précédente,  les  deux  membres  étant  absolument  les 
mêmes,  il  est  évident  que  l'ideniité  subsiste  si  Ton  change  i 
ea(— i).  Les  polynômes  P  et  Q  ayant  leurs  coefficients  réels» 
conservent  des  valeurs  identiques  et  Ton  à 

/•(a  — 3i)sP  — Qt. 

IftlS.  Forme  (rig^onométriqae  de  l'expression  lina* 
CfauOre.  Posons 
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le  radical  étant,  par  convention,  pris  avec  le  signe +•  Cette 
quantité  p,  qui  est  évidemment  réelle  et  que  nous  supposons 
positive^  est  ce  que  nous  appellerons  le  modu/^  de  Texpression 
imaginaire.  L'identité  évidente, 

a-+-6is:v^M^'  [      ^      ^ ^ — i] 

peut  s'écrire 

a  +  6i  s:  p{cos  w  -f-  i  sin  w) 

en  posant 

cos  (I)  :=.  — --— -     sm  (I)  ~ . 


Les  nombres 

a  h 


sont,  quels  que  soient  a  et  6,  compris  entre  + 1  et  ~  i.  On  a 
d'ailleurs 

Cette  identité  prouve  qu'il  existe  entre  o  et  27;  un  arcy  etun  seul 

a 

arc  admettant  pour  cosinus,  "  ^        et,  en  même  temps,  pour 

yja*-hb*  *^    *^ 

b 

sinus *■===.  Cet  arc  w,  dont  la  valeur  est  bien  déterminée,  est 
)Ja*-hb* 

r argument  de  la  quantité  imaginaire  (a  +  bi). 

De  là  résultent  les  remarques  suivantes  :  i^une  quantité  ima- 
ginaire nulle  a  un  module  nul;  et  réciproquement;  a®  deux  ex- 
pressions imaginaires  égales  ont  le  même  module  et  le  même  ar- 
gument, et  réciproquement;  3^  deux  expressions  imaginaires 
conjuguées  ont  le  même  module,  mais  des  arguments  dont  la 
somme  est  égale  à  $7u  ;  et  réciproquement;  4"  deux  imaginaires 
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égales  etde  signes  contraires,  deicx  imaginaires  dont  lasomme 
est  nulle,  en  cT autres  termes,  ont  :  i®  te  mèm£  module^  2^  deux 
arguments  différents  de  t.;  et  réciproquement. 

133.  Représentation  géométrique  de  i^expression 
fiiuig^naire(*).  Imaginons  deux  axes  rectangulaires  oa;,  oy  et 
une  expression  imaginaire  {a  +  bi).  Il  y  a  dans  le  plan  des  axes 
oXy  oy,  un  point  M,  et  un  seul,  dont  les  coordonnées  'sont  a;  tz  a 
yz:6;  nous  convenons  de  dire  que  ce  point  M  représente  l'ima- 
ginaire (fl  +  hi).  Réciproquement,  à  un  point  quelconque  du 
plan,au  point  M',  correspondent  une  abcisse  a'  et  une  or- 
donnée b'  et  nous  dirons  que  l'imaginaire  a'  -4-  b'i  correspond 
à  ce  point  M'. 

Dans  celte  manière  de  voir  les  nombres  réels  sont  considé- 
rés comme  un  cas  particulier  des  expressions  imaginaires  ;  la 
forme  a-f-ôi  représente  en  effet  un  nombre  réel  quand  on 
suppose  hzzo\  les  points  qui  correspondent  aux  nombres 
réels  sont  ceux  qui  sont  placés  sur  Taxe  des  x. 

Lorsque  l'expression  imaginaire  proposée  est  mise  'sous  la 
forme  trigonométrique  p  (cos  w  +  ^"  sin  w),  le  point  qui  la  re- 
présente est  celui  dont  les  coordonnées  polaires  sont  p  et  o). 

On  peut,  d'après  cela,  faire  les  remarques  suivantes  :  i^'U ori- 
gine représente  t imaginaire  nulle  ;  2°  detix  imaginaires  égales 
sont  représentées  par  le  même  point  ;  3°  deux  imaginaires  con- 
juguées, par  deux  points  symétriques  par  rapport  à  ox;  ^'^deux 
imaginaires  égales  et  de  signes  contraires,  par  deux  points  sy- 
métriques par  rapport  à  Vorigine, 

134.  Théorème  ^I.  Lorsqu'on  multiplie  plusieurs  imagi- 
naires: i^  le  module  du  produit  est  égal  au  produit  des  modules, 
î*  l  argument  du  produit  est  égal  à  lasomme  des  arguments  des 
facteurs  considérés. 

Considérons  d'abord  les  deux  facteurs  U4  et  Ua  ;  soit 

U,  zz  p,  (cos  0),  H-  i  sin  u),), 

1.  Voyez  !a  représentalion  da  poiDt  en  Géométrie  Analytique.  {Cours  de 
Mathématiques  spéciales,  deuxième  partie.)  : 

î) 
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et 

U,  •=:  p,  (ces  w,  4-  i  siQ  w,). 
On  aura  donc 

UiU,~piP,(cos(i),cos(«), —  sinwjSinwj-f-isinwjCosw.-h/sinwjCosw,) 
ou 

UjU,  =:  pjp,  [cos  {iù^  -h  0),)  4-  I  sin  (w,  H- w,)]. 

Sous  cette  forme  on  voit  que  U^  Uj  est  une  expression  ima- 
ginaire dont  le  module  est  p»  p,  et  l'argument  (w^  +  a>,) . 

Le  théorème  est  vrai  pour  deux  facteurs  ;  il  se  généralise 
sans  difficulté. 

13&.  Formule  de  Moivre.  La  puissance  m  d'une  exprès, 
sion  imaginaire  (m  nombre  entier  et  positif)  s'obtient  en  éle- 
vant le  module  à  la  puissance  m  et  en  multipliant  V argument 
par  m. 

Il  suffit  d'appliquer  le  théorème  précédent  aux  facteurs  U|, 
Uj, . . .  U^en  supposant  que  tous  les  facteurs  soient  égaux  à  U; 

U  r:  p  (cos  0)  +  f  sin  w). 
On  a  ainsi 

Cette  formule  remarquable  est  due  à  Moivre.  Elle  est  dé- 
montrée dans  Thypothèse  où  m  est  entier  et  positif.  Il  est  fa- 
cile de  reconnaître  qu'elle  subsiste  quand  m  est  entier  et  né- 
gatif. 

Soit  m  zr — m' ,  alors  m' est  entier  et  positif.  On  a  U'"  —  U"^  := 
—,  :  par  conséquent,  et  d'après  la  formule  de  Moivre 


l]"^  — 


p*"  (cos  m'w  -h  i  sin  wa'ù)) 
Multiplions,  haut  et  bas,  par  (cos  m'a)  —  i  sin  m'o)),  il  vient 

U"*  —  p""*  (cos  7/i'w  —  i  sin  m'w), 
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OU  enfin 

jT»  —  pW  (cQg  nnù-^i  sin  wo)). 

iSB.  Théorème  Tfl.  Le  quotient  de  deux  expressions 
imaginaires  s'obtient  en  divisant  les  modules,  et  en  retranchant 
les  arguments  de  ces  deux  expressions. 
Soit 

U,  :=:  pj  (COS  (i)j  -f-isin  (oj 
U,  :=  p,  (cos  (I),  -hi  sin  w,). 

Désignons  par  U  le  quotient  cherché,  et  posons 

U  ir  p  (cos  (I)  +  z  sin  w). 
On  aura  donc 

U,  =  LU,. 

En  appliquant  le  théorème  précédent,  on  obtient 

p,  zip.p,    et    0),  =  w  +  w„ 
par  suite 

Pi 
p  =  —      et     (ùZZ^ù^  —  <i),, 

Pt 

199.  Théorème  Tlll.  Pour  qu'un  produit  de  facteurs 
mi  nul,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'un  de  ces  facteurs  soit 
nul 

Cette  proposition  peut  être  considérée  comme  évidente  pour 
des  facteurs  réels  ;  nous  allons  l'étendre  au  cas  où  Ton  consi- 
dère des  facteurs  imaginaires  de  la  forme  {a  -f-  bi). 

Soit 

U  =  (a,  -+-  b,i)  (a.  +  bj) . . .  (a„  -4-  bj), 

U  est  une  expression  imaginaire  que  nous  désignerons  par 
(A+Bi),  (§  127).  On  a  d'ailleurs  (S  i34), 


(i)    VA.'-hb'-^^ai-hblval  +  bl..)/al  +6^ 
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i""  Si  Tun  des  facteurs  proposés  est  nul  ;  si  Ton  a,  par  exemple, 

il  faut  alors  supposer  que  Ton  a  ai  i=  o,  et  6,  ==  o.  Le  second 
membre  de  Tégalité  (i)  est  un  produit  de  facteurs  réels;  Tun 
d'eux  étant  nul,  le  produit  est  nul.  On  a  donc 

et  comme  A  et  B  sont  réels  on  doit  supposer  A  =:  o  et  B  =  o. 
Ainsi  le  produit  est  nul  quand  l'un  des  fecteurs  est  nul. 

20  Supposons  maintenant  que  le  produit  soit  nul  ;  nous  al- 
lons démontrer  que  l'un  des  facteurs  est  nécessairement  nul. 
En  effet  si  Ton  a  A  4-  Bt  zr  o  on  doit  supposer  (§  ia6),  A  ir  0 
et  B  zr  o.  Dans  l'égalité  (i)  le  premier  membre  est  nul;  le  se- 
cond Test  donc  aussi.  Les  facteurs  étant  réels,  il  est  nécessaire 

que  Tun  d'eux  soit  nul,  que  Ton  ait,  par  exemple  a*  +  6?  rz  0; 
par  suite  a^  —  0  et  64  zr  0,  puisque  a,  et  &j  sont  réels.  Le  fac- 
teur (a^  +  b^i)  est  donc  nuL 

138.  Théorème  IX.  Le  module  d'une  somme  est  pluspe-  ^ 
tit  que  la  somme  des  modules,  ou  est  tout  au  plus  égal  à  cette  ^ 
somme. 

Cette  propositipn  est  évidente  quand  on  se  sert  de  la  repré- 
sentation géométrique  de  l'imaginaire.  On  voit  ainsi,  sans 
peine,  que  la  propriété  en  question  est  la  conséquence  immé- 
diate de  cette  vérité  géométrique  :  qu*une  ligne  droite  est  plus 
courte  qu'une  ligne  brisée  aboutissant  à  ses  extrémités^  ou 
est  égale  à  cette  ligne  brisée,  quand  celle-ci  vient  s'aplatir  sur 
Ja  ligne  droite.  Mais  nous  voulons  établir  cette  proposition  par 
des  considérations  purement  algébriques. 

Prenons  d'abord  les  deux  expressions  imaginaires  U^  et  U9, 

U,  n  a,  -h  6,  i,    l\  =  a.  +  6,î. 
On  a 
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et  il  faut  reconnaître  Tinégalité  suivante 

Les  deux  membres  étant  positifs  on  peut  les  élever  au  carré 
et  nous  aurons  à  démontrer  que  Ton  a  bien 


(A)    a,a,  +  bfi, < \\a\-hb\i  {a\^b\). 

Si  le  premier  membre  est  négatif,  le  second  étant  positif, 
rinégalité  est  vraie  :  Supposons  donc  que  le  premier  membre 
soit  positif.  Élevons  alors  les  deux  membres  au  carré,  il  vient 

a\a\  +  ^afifiA  ^  b\b\  <:  {a\  +  b])  [a\  ^  b\i, 

on  finalement 

Si  Ton  suppose  tf,ft, —  6»a,  ;zf  o,  l'inégalité  précédente  est  vé- 
rifiée: dans  le  cas  particulier  où  afi^  —  bfi^  =  «(«)  le  module 
de  la  somme  est  égal  à  la  somme  des  modules. 

Nous  ferons  remarquer  ici  que  la  condition  (i)  ne  suffit  pas 
pour  que  Ton  puisse  dire»  quand  elle  est  vérifiée,  que  le  mo- 
dule de  la  somme  est  égal  à  la  somme  des  modules.  Nous  re- 
viendrons toutà  rbeure  sur  ce  point,  mais  nous  voulons  d'a- 
bord achever  la  démonstration  du  théorème  qui  nous  occupe 
et  considérer  le  cas  général,  celui  où  Ton  compare  le  module 
d'une  somme  de  n  expressions  imaginaires  avec  la  somme  des 
modules  de  ces  expressions. 
Soit 

U=:U,4-r,H-...-f-U„_,-+^U,„ 

Ui,  U„ . . .  U „  désignant  des  expressions  imaginaires.  On  peut 
poser 

On  a  alors 

U=:V4-U„. 
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Le  théorème  précédent  donne 

(i)    ModU<ModV4-ModU„, 

D'ailleurs  le  théorème  en  question,  étant  supposé  vrai  poui 
(n  —  i)  expressions  imaginaires,  on  a 

(2)    ModV<ModU,4-ModU,  +  ...-hModU„,4. 
En  combinant  (1)  et  (2),  il  vient 

ModU<ModU,-hModU,  4-...  f  ModU,,. 

Le  théorème  est  donc  général. 

139.  Théorème  X*  Le  module  dune  différence  est  plus 
grand  que  la  différence  des  modules  ou  (oui  au  moins  égal  à 
cette  différence. 

Soit 

(0    U=:U,--U. 
Je  dis  que  Ton  a 

ModU>ModU,— ModU,. 

En  effet  de  Tégalité  (0  on  déduit 

U,-U4-U,, 

Le  théorème  précédent  donne  donc 

Mod  U,  <  Mod  U  +  Mod  l\ 
ou 

ModU>ModU,  —  ModU,. 

14MI.  Remarqae.  Lorsque  Ton  suppose 

(1)    a,6,— 6,a,  =  0, 

les  théorèmes  IX  et  X  montrent  que  Pinégalité  qui  a  lieu  dans 
le  cas  général,  se  transforme  dans  ce  cas  particulier  en  une 
égalité. 
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Le  module  de  U  est  alors  égal,  ou  à  la  somme,  ou  à  la  diffé* 
rence  des  modules  des  expressions  imaginaires  U,  et  U,. 
L'objet  de  la  présente  remarque  est  d'établir  comment  on  peut 
distinguer,  l'un  de  l'autre,  ces  deux  cas  particuliers. 

Soient  M,  et  M,  les  deux  points  qui  correspondent  aux  ima- 
ginaires Uj  et  U,;  l'égalité  (i)  prouve  que  ces  points  sont  si- 
tués en  ligne  droite  avec  l'origine  0.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées  a,  >  o  et  ô,  >  o  ;  si  a,  est  positif,  h^  est  aussi  positif, 

puisque  6,  iz  -î— ^;  les  points  M,  et  M,  sont  situés  du  même  côté 

par  rapport  à  l'origine,  et  si  Ton  suit  avec  soin  la  démonstra- 
tion du  théorème  IX,  on  voit  qu'elle  conduit  5  la  conclusion  : 
Mod  U  =1  Mod  U,  H-Mod  U,.  Mais  supposons  a,  <  o  :  alors  on  a 
aussi  h^  <  o.  Reportons-nous  à  la  démonstration  du  théorème 
IX;  le  premier  membre  de  l'inégalité  (A)  est  alors  essentiel- 
lement négatif  ;  l'élévation  au  carré  des  deux  membres  de 
cette  inégalité  n'est  plus  permise  et  la  conclusion  précédente 
n'e^pltts  exacte. 

Dans  ce  cas  les  deux  points  M,  et  M,  sont  encore  en  ligné 
droite  avec  Porigine,  mais  ils  sont  situés  de  part  et  d'autre  de 
ce  point  et  le  module  de  U  est  alors  égal  à  la  différence  des 
modules  de  U,  et  de  U,  (*). 

141.  Théorème  Xi.  Pour  qu'une  fonction  entière  î{x), 
ioit  exactement  divisible  par  (x —  a  —  bi),  il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  la  condition  f  (a  +  bi)  zi  o  soit  vérifiée. 

En  effet,  on  peut  toujours  diviser /'(a?)  par  [x—a—hi]  con- 
formément à  la  règle  de  la  division  algébrique  et  en  se  confor- 
mant à  la  convention  faite  sur  la  lettre  i.  On  obtient  ainsi 
Videntité 

(i)    f{x) :^{x—a— bi) ç (a?)  +  wi-h m. 
Dans  cette  identité,  <p  {x)  désigne  une  fonction  entière  et  le 

1.  Ceci  résulte  aussi  de  Tidentité  évidente 


y/n*-{.b*-^k  y/ a*  +  fj*  =:  yja*{i —k)*-^b*{i—k)*. 
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reste  (m-f-nî)  est  indépendant  de  x.  Si  Ton  suppose  d'abord 
/(a-f-ôi)  =  0,  ridentité  précédente,  quand  on  remplace  x  par 
(a  +  hi)  donne  Tégaliié 


on  a  donc 


m  +  ni  z=  0  : 


m  —  o    et    n  zi  o  ; 


par  suite  f(x)  est  exactement  divisible  par  {x  —  a  —  hî).  Réci- 
proquement, si  la  division  se  fait  exactement,  si  Ton  suppose, 
par  conséquent,  m  =  o  et  n  zz  o  ;  Tidenlité  (1)  prouve  que  pour 
xzza-hbi,  on  di  f{a  +  bi)zzo,  • 


EXERCICES 


j  i .  Démontrer  que  l'expression     ^    .  i^présente  un  nombre  réel  quand 

la  6   I 
on  suppose  =  o. 

2.  Déduire  de  la  formule  de  Moivre  les  identités  suivantes  : 


cos  ma 


m'm'-i)      «,   £»     .        .  w'm— i)(ot— 2)fm— 3)      -,_*    .  -^ 

1.2.3.4 


1 .2 


+  ... 


sinma 


^  sin  a  I 


m  cos*'**"*  a  —  ^^^^^^^^ — 'Z'        cos*""^  a  sin*a  +  • . .  1 


I— I  ryi[m— 1) 'm— 2 

1.2.3 


tg  ma  is 


w;w— i)(w2— 2) 

1 .2  ^ 

1.2 


3.  Reconnaître  P identité  suivante  : 


a-hbi    a-\-b    ai-hb 

a  —  bi    a  —  b    ai — b 

1  1  1 


=:4a6 
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4.  Démontrer  que  Von  a, 

(t+X,)(t+X.) ...  (i-l-Xp)=:(0''(»-X,t)(i-V')  •••  («-Xpt). 
H  suffit  de  remarquer  Tideatité  évidente 


1— Al 


n 
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ÉQUATIONS  ET  TRINOMES  DU  SECOND  DEGRÉ 


1  ^ft .  Lorsqu^on  égale  à  zéro  la  fonction  entière  du  second 
degré 

(A)    ax*  -h  ^bx  -I-  c  n  o 

on  obtient  l'équation  générale  du  second  degré;  les  coeffi- 
cients sont  réels  ou  imaginaires.  Nous  nous  proposons  de 
résoudre  celte  équation.  Mais  nous  devons  définir  d'abord  ce 
qu'il  faut  entendre  par  là . 

D'une  façon  générale,  et  sans  distinguer  les  solutions  réelles 
et  les  solutions  imaginaires,  on  peut  dire  que  résoudre  une 
équation  f(x)  —  o,  (/(a?),  représentant  la  fonction  entière  telle 
que  Ta  définie  Cauchy,  Lee.  XI)  c'est  trouver  une  expression 
de  la  forme  (a-f  |3i),  telle  que,  étanC  substituée  dans  f{x),  cette 
fonction  prenne  la  forme  (P4-Q0>  ^^^<^  les  conditions  P  zz  o, 
Qzzo. 

143.  Formules  de  résolution.  Nous  examinerons  d'a- 
bord le  cas  où  les  coefficients  a,  6,  c,  sont  réels  et  nous  sup- 
poserons ez  ;zf  o. 

Posons 

U  s:  ax*  +  ^bx  +  c 

on  aura 

aV  =  (ax  +  by  —  (b*  -^  oc). 

Cette  forme  donnée  à  Téquation  U  =  o  met  en  évidence 
l'importance  de  la  valeur  du  nombre  tzzb*  —  ac;  elle  conduit 
à  distinguer  trois  cas,  suivant  que  t  est  positif,  nul,  ou  néga- 
tif. Mais  dans  tous  les  cas  on  a 

(i)    al]:^(ax-hb'h\/7)(ax  +  b  —  s/T), 
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Le  trinôme  U  se  trouve  ainsi  décomposé  identiquement  en 
facteurs  du  premier  degré.  Mais  il  faut  ajouter  que  suivant  les 
cas  ces  Jeteurs  sont  réels  ou  imaginaires.  Dans  Thypolbèse 
t>0  on  a  pour  satisfaire  à  la  condition  U  ti  o  les  deux  valeurs 
réelles 

(B)     x'zz î—    afzz î— ; 

a  a 

formules  dans  lesquelles  on  a  posé  tzzb* — ac. 

Si  Ton  suppose  t  <0,  x'  et  of  sont  des  expressions  imagi- 
naires; mais  d*après  Tidentité  (1),  elles  vérifient  toujours 
réquation  U  j=  o 

144.  C:;asclesraeln€»séi^ales.  Le  cas  où  Ton  suppose 
/  =  o,  mérite  d'être  particulièrement  signalé  ici. 

Nous  voulons  feire  remarquer  que  la  condition  6*  —  ac  —  o, 
qui  exprime  que  l'équation  a  ses  deux  racines  égales,  peut 
s'écrire  aussi 

OU  encore 

,  =  (_2^\  V  (iz:£y. 

\a-hc/      \a-hc) 

Cette  remarque  a  son  importance  parce  que  dans  certains 
exemples,  notamment  en  géométrie  analytique,  il  est  utile 
de  pouvoir  écrire  un  résultat  sous  des  formes  algébriques 
différentes  ;  chacune  de  ces  formes,  mettant  en  évidence  cer- 
taines propriétés  de  la  courbe  que  Ton  étudie. 

145.  Relations  entre  les  eoei&elents  et  les  raeines. 

Des  formules  (B)  on  déduit 


a  a 


et  aussi 


^_^^n^^^ 


a 
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De  ces  formules  on  peut  tirer  beaucoup  d^autres  relations  ; 
en  particulier  celles  qui  donnent  la  somme  ou  la  différence 
des  carrés,  la  somme  ou  la  différence  des  cubes/etc....  des 
racines  de  Téquation»  ou  des  inverses  de  ces  racines.  Nous 
indiquerons  seulement  ici  la  formule  qui  donne  la  somme 
des  puissances  p  des  racines  de  Téquation  du  second  degré. 

Posons  d'abord 

(i)    Xy  — a? 

L'équation 

(A')    ax*  -+-  6a?  -f-  c  n  0 

devient 

c  le 

Si  -  est  positif,  on  pourra  poser  (a)  x  =  V  -;  soit  aussi  posé  (3) 

CL  ^   0/ 

—  =:  S,  l'équation  (A')  devient 
c 

y*  —  Py  H-  1  =  o- 
Soient  y'  et  y"  les  racines  de  cette  équation  et  soit  . 

On  a  d'ailleurs 

(4)  y'""  '  W^''\-y'^'^^^ 

(5)  y'^-P3^«P-V2/"^*  =  o. 
relations  qui  se  déduisent  des  égalités 

y**  —  py'  -M  =  o 

en  les  multipliant  respectivement  par  y'''"*  et  y*'^^. 
Ajoutons  (4)  et  (5)  il  vient 

C'est  la  relation  de  récurrence  entre  trois  fonctions  U  consé- 
cutives. Elle  permet  de  calculer  de  proche  en  proche,  par  voie 
récurrente,  les  fonctions  U,,  U„  etc.  connaissant  les  deux 
premiers  termes  de  la  suite  :  savoir. 

Uo=2    U,  =  13. 
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On  trouve  ainsi 

14S.  Formule  de  "Wmrlng.  Celle  formule  donne  le  dé- 
Teloppement  de  U^  suivant  les  puissances  décroissantes  de  0. 

Posons 
L'égalité 

prouve  d'abord  que  si  U_»  est  un  polynôme  entier  ne  renfer- 

maût  que  les  puissances  (p—  2),  {p  —  4)  etc. .  •  de  g;  Up_j  un 

autre  polynôme  entier  rie  renfermant  que  les  puissances  {p  —  1) 
(p  — 3),  etc. . .  de  g;  U  sera  lui  aussi  un  polynôme  entier  en 

^,  ue  renfermant  que  les  puissances  p,  p—2,  elc  ..  de  la  lettre 
^.  Cette  loi  étant  vraie  pour  les  deux  premières  fonctions  U^et 
U,,  est  donc  générale. 
On  peut  remarquer  que  la  formule  (X)  donne 

An  ~    1  "T~  Ajj— (  • 

Ensupposant  Ap_,  ——(p  -  0  î  hypollièse  permise  parce  que 
celte  loi  se  vérifie  pour  les  premières  fondions  U  ;  on  en  dé- 
duit 

Noos  allons  maintenant  déterminer  le  coefficient  AJ.  On  a, 
d'après  (X)  et  (7), 

A^  =  A^_,-Ai_. 

oa 

A*  =  A^,-l-(p— 2). 
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Changeons  p  en  (p—  i),  puisjp  en  (p— 2),  etc....;  on  a  suc- 
cessivement 

On  a  d'ailleurs  AÎ  =  2.  Ajoutons  ces  égalités,  il  vient 

a5-[2  +  3+...  +  (p  — 2)]  =  [1+2 +  ...-!- (p-2)]~i, 

ou 

2  _(P~iHp— _2) __  ^  __(P  — ^)(P— 3)      (p  — 3) 

^"^  1.2  1.2  l 

On  trouve,  de  même 

,2      (p-3)(p-4)(p-5)      (p-4)(p-5) 
^P  ^  1  .  2 . 3  "^  1.-4 

On  peut  alors  soupçonner  la  loi  suivie  par  les  coefficients 
et  nous  allons  montrer  qu'on  a  généralement 

(L)    Ap— (— 1)  ^j 

ou,  plus  simplement, 

.  *         /  .ib    (p— fe— i)...(p  — 2fe+i) 

A*  =  (-i)p ^Jj • 

Remarquons  d'abord  que  les  derniers  coefficients  sont  don- 
nés par  les  formules 
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Ces  relations  se  vérifient  sur  les  premières  fonctions  U,  qui 
font  précisément  soupçonner  celte  loi.  On  les  généralise  sans 
difficulté  au  moyen  de  la  formule  (X) 

Ceci  posé,  (X)  donne,  en  égalant,  départ  et  d'autre,  les  coef- 
ficients de  ^P"^' 

Ak A*  a/p-I 

^p  —  Ajj— 1     ^p—i* 

Nous  supposerons  kiz2i,  pour  fixer  les  idées,  et,  par  le 
changement  successif  de  j»  en  (p—  i),  nous  déduirons  de 
régalité  précédente  une  suite  d'égalités  dont  la  dernière 
sera 

tii       »2t  a2i-| 

^Ai-{.i  —  ^Ai^i  —  A4,- 

Remarquons  maintenant  que  Ton  a 
et  ajoutant  ces  égalités,  membre  à  membre,  il  vient 

La  formule  (C)  est  supposée  vraie  pour  les  nombres  a'^"  * 
On  a  donc 
.  3.4...  (&4-i)4-...+  (p— afc-f-i). ..(/?— /5—i) 

Ap=.fe-hn- (j^zriyi 

Appliquons  au  second  membre  Tidentité  d'Euler  (§  9),  on  a 

.  {p  —  /c)  . . .  (jJ  —  'Afc  +  1)  —  a  .  3  . . .  (fe  +  1) 

(p  —  k  —  i)  ...(p  —  ^k-hi)  —  Si  .  3  ...  Ag 
'^  (k  —  'à)\{k  —  1)  ' 

OU,  en  réduisant 

Aj-p p^ . 
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La  formule  de  Waring  se  trouve  ainsi  établie. 

1A9.  Remarque.  Nous  avons  supposé  plus  haut,  pour 
effectuer  la  transformation  de  l'équation 

ax^  -|-  ô  a:  -f-  c  zi  0 
et  lui  substituer  Téquation 

c  c 

-  >  o  ;  si  Ton  a  -  <  o  on  pose 

a  a 

«A  rr  —  c,      —  —  p. 

c 

L'équation  devient  alors 

y'  — 3y— 1  -o. 

Le  calcul  précédent  peut  êlre  effectué  et  il  n'y  a  d'autre 
modification  à  la  formule  de  Waring  que  le  changement  des 
termes  négatifs  en  termes  positifs. 

148.  Cas  où  a  tend  vers  zéro.  11  peut  arriver  que  les 
coefficients  a,  b,  c  renfermant  un  ou  plusieurs  paramètres  va- 
riables, a,  6,  Y ...  et  que,  pour  certaines  valeurs  deces  coeffi- 
cients, a  prenne  la  valeur  zéro.  Dans  Thypothèse  a:=zo  les 

formules  (B)  donnent  x'  — -,  a/'=  — '—. 

^     '  0  0 

L'indétermination  de  x'  n'est  qu'apparente.  Les  formules 
(B),  par  une  transformation  évidente,  peuvent  s'écrire 

x'  zz x'  zz 


On  voit  alors  que  dans  l'hypothèse  a  =:  o  on  a  o:'  =  — r. 

D'autre  part,  si  Ton  suppose  que  a  tende  vers  zéro,  la  valeur 
de  xf^  croit  au  delà  de  toute  limite. 
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C'est  ce  que  montre  encore  réquation  proposée  mise  sous 
la  forme 


j(»+ï)=-»  w 


Si  Ton  suppose  que  a  tende  vers  zéro  il  y  a  deux  façons  de 
choisir  a;  en  satisfaisant  à  la  condition  précédente  :  on  peut 
admettre,  en  effet,  que  x  prenne  la  valeur  qui  annule  le  se- 

c  ' 

cond  fecteur  a;  z=  —  -;  ou  bien  que  a?  croisse  au  delà  de  toute 

0 

limite  mais  avec  un  signe  bien  détenninéy  si  la  variation  de  a  est 

eliMnéme  bien  définie,  c'est-à-dire  si  Ton  sait  que  a  tend  vers 

zéro,  en  conservant  toujours  le  signe  -h,  ou  toujours  le  signe  — . 

149.  Examen  da  cas  oii  a  et  b  tendent  vers  zéro. 

Les  formules  (B)  dans  lesquelles  on  suppose  c  pif  o,  pren- 

nentroneet  Tautre  la  forme  —  ;  ainsi  les  deux  racines  croissent 

o 

sans  limite.  C'est  aussi  ce  qu'indique  l'équation  proposée, 
écrite  sous  la  forme  (8). 

Enfln  si  les  trois  coefficients  a,  b,  c,  tendent  simultanément 
vers  zéro,  les  formules  donnent  des  valeurs  indéterminées 
pour  a;'  eia/\  Il  est  évident  en  effet,  qu'à  la  limite,  tous  les 
nombres  imaginables  satisfont  à  l'équation. 

i50.  Condition  nécessaire  et  sufflsante  pour  que 
desx  équations  du  second  deiçré  admettent  une  racine 
CMnuiune. 

Soient  les  deuxéquations 

J    ax*  -i-bx  -hc  rro 
'^^     I    a'x'-'hb'x-hc'zzo 

l®  Supposons  d'abord  ab'—  ba'^o^  et  considérons  x*  et  x 
comme  des  inconnues  distinctes  :  les  valeurs  de  x*  et  de  x  qui 
vérifient  simultanément  ces  deux  équations  sont 

,      b&  —  cb' 
a;  — 


^"«t'-  bu' 


10 
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et  il  n*y  a  pas  d'autres  valeurs  de  x  vérifiant  ces  deux  équa- 
tions. 
Si  les  deux  équations  admettent  la  racine  commune  x'^  on  a  : 

bc'  —  cb' 


.T'*  = 


x'zz 


ab'--ba' 
ca'  —  ac' 


ab'-^ba' 
Ainsi  la  condition  est 

(D)    {ca'  -'ac')*=i  {bd  -  cV)  {ab'  —  ba'). 

Elle  a  été  obtenue  en  écrivant  que  le  carré  de  xf  soit  égal  à  la 

valeur  de  a?'*. 

Réciproquement  y  si  cette  condition  est  remplie  la  valeur 

cq/  "—  flc' 
a?  =  -t; — 7-7,  est  une  racine  commune  aux  équations  (9). 

a*  Soit  ay  —  6a'  r:  o  :  ceci  peut  arriver  quand  a  et  a',  étant 

fonctions  d'un  même  paramètre,  tendent  simultanément  vers 

zéro  ;  dans  ce  cas  les  deux  équations  ont  une  racine  commune 

infime,  et  d'ailleurs  la  condition  (D)  est  vérifiée.  Si  a  et  a'  ne 

sont  pas  nuls  à  la  fois,  supposons  apf  o. 

ba' 
De  ab*  —  6a'  1=  o,  on  tire  V  =  — .  Portons  cette  valeur  dans 

a 

la  seconde  équation,  elle  devient  : 

-(ax*-+-bx)+c'  zz  u. 
a 

Soit  x!  une  racine  commune,  on  a 

aa;'*-+-6x'r:  —  c, 
par  suite 

c-l-c'  zro, 

a 

ou  enfin 

ac'  —  ca!  •=.  0. 

Or  la  condition  (D)  se  réduit  à  oc' — ca'  =  0,  lorsque  Ton  a 

a6'  —  6a'  —  o. 
En  résumé  la  condition  (D)  est  générale. 
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151.  La  relation  précédente  est  souvent  employée;  no- 
tamment dans  les  questions  de  géométrie  analytique  lorsque 
Ton  veut  éliminer  un  paramètre  variable  X,  entre  les  deux  re- 
lations. 

P  X'  +  QX  +  R  =« 
P'X'-+-Q'V+R'  =  o 

Le  résultai  de  l'élimination  est 

(PR'  — RPO':=(PQ'— QP')(QR'  -RQ')- 

On  récrit  immédiatement,  en  appliquant  la  règle  suivante  : 
Àyanl  formé  le  tableau  suivant,  avec  les  coefficients  donnés, 

P  Q  R 
P'  Q'  R' 

si  ton  prend,  successivementy  deux  colonnes  de  ce  tableau 
rectangulaire  on  obtient  trois  déterminants,  lesquels  sont  en 
progression  géométrique  ;  le  terme  nnoyen  étant  celui  qu'on 
a  obtenu  en  supprimant  la  colonne  du  milieu, 
La  relation  précédente  peut  encore  s'écrire  : 

(QQ' -  aPR'  —  îiRP'y  =  (Q* - 4PR) (Q* -  ÎP'R'). 

Cette  autre  forme  est,  en  général,  plus  compliquée  que  la 
première  :  pourtant,  dans  certains  cas,  il  peut  être  utile  de  la 
connaître  et  de  l'appliquer.  On  verra,  en  effet,  en  géométrie 
analytique  quMl  importe  à  Pétude  et  à  la  construction  d'une 
courbe,  de  pouvoir  écrire  son  équation  sous  des  formes  diverses, 
mais  identiques;  les  formes  précédentes  peuvent,  pour  ce  mo- 
lif,  èlre  Tune  et  l'autre  utilisées  dans  Tétude  et  la  construction 
des  courbes  : 

159.  1>éeoinposition  du  trinénie  du  second  dcg^ré* 
Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  l'identité  (i)  résout,  tout 
à  la  fois,  le  problème  de  la  décomposition  du  trinôme  en  fac- 
teurs, réels  ou  imaginaires,  du  premier  degré  et  celui  qui  a 
pour  but  de  chercher  les  racines,  réelles  ou  imaginaires,  a 
réqualion  du  second  degré*  Si  l'on  désigne,  comme  nous 
l'avons  fait  plus  haut,  par  ocf  et  a;"  ces  racines,  on  a 

arc*  4-  26ir  4-c  =B  a{x  —  x')  (a; —a/'). 
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La  décomposition  précédente  est  d'un  usage  constant  dans 
la  discussion  des  problèmes  du  second  degré.  Mais  cette 
discussion  se  trouve  ordinairement  simplilSée  quand  on  lui 
applique  les  théorèmes  suivants,  qui  sont  d'ailleurs  une  consé- 
quence immédiate  de  cette  décomposition. 

iS3.  Théorème.  Étant  donnée  une  équation  du  second 
degré  f  (a?)  =  o  A  coefficients  réels  si  F  on  substitue  àxles  nom- 
bres a,  0  ;  i^  sif  (a)  et  f  (^)  sont  de  signes  contraires,  V  équation  a 
deux  racines  réelles  et  Tune  de  ces  racines  est  comprise  entre  a 
et  g.  2®  Sit{oL)  et  f  (g)  ont  le  m^me  signe,  il  y  a  entre  (xetfi  deux 
racines  de  Féquation,  ou  il  n'y  en  a  aucune. 

En  effet,  on  a  dans  ce  cas  Tidentité  : 

f(x)  ^  ax*  -h  2bx-hc  :s  a  [x  —  x')  {x  —  x"). 

Elle  prouve  que ,  en  supposant  a  >  o ,  et  af  <af^  tout 
nombre  inférieur  à  af,  ou  supérieur  à  x'\  substitué  à  x  donne 
un  résultat  positif.  Au  contraire  le  nombre  substitué  donne 
un  résultat  négatif,  sMl  est  compris  entre  x'  et  x^\ 

Cette  remarque  fiaile,  si  Ton  suppose  d'abord  f  (a)  et  /  (g)  de 
signes  contraires  on  peut  donc  dire  que  Tun  de  ces  nombres, 
X  ou  6,  est  compris  dans  l'intervalle  qui  sépare  x'  et  x^  ;  Tautre, 
étant  situé  hors  de  cet  intervalle.  Il  y  a  donc  une  racine  unique 
entre  a  et  ^. 

Supposons  maintenant  /*(a)  et  f{6)  de  même  signe.  On  doit 
distinguer  deux  cas.  Dans  une  première  hypothèse  on  peut  sup- 
poser a  et  6  situés  dans  Tintervalle  x'  af;il  n'y  a  alors  aucune 
racine  entre  «  et  $:  dans  une  seconde  hypothèse  on  peut  ad- 
mettre que  a  et  6  sont  situés,  l'un  et  l'autre,  hors  de  l'inter- 
valle x\  af  :  les  deux  racines  x'  et  x^  sont  alors  situées  dans 
l'intervalle  a,  6. 

1&4.  Théorème.  Soit  f  (x)  zz  aa^  +  2bx  +  c  zzo  une 
équation  du  second  degré  à  coefficients  réels  \  si  Con  suppose 
t  =  6'  —  ac<  0,  les  deux  nombres  f  (a)  et  f  (6),  ont,  quels  que 
soient  a  et  3,  toujours  le  même  signe,  savoir  celui  de  a. 
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L*identité 

prouve  que  si  t  est  négatif,  comme  nous  le  supposons,  le  se- 
cond nombre  est  toujours  positif. 
Ainsi  on  a  qtiel  que  soit  x. 

af(x)>o. 

Si  Ton  suppose  a  >  o  on  a  donc  quel  que  soit  Xy  f{x)  >  o.  De 
même  si  a  <  o  on  doit  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 
f{x)  <  o.  Dans  tous  les  cas  f{x)  a  un  signe  toujours  le  même, 
ce  signe  étant  celui  du  coefficients. 

155.  tlkémFéÊae.  Lorsque  dans  V équation  du  second  degi^é 
t(x) zzo  on  substitue  àxun  nombre  très  grand,  ou  seulement 
supérieur  à  la  plus  grande  des  deux  racines,  le  résultat  ob- 
tenu a  le  même  signe  que  celui  du  premier  coefficient. 

Si  les  racines  de  f(x)^zo  sont  imaginaires,  nous  venons  de 
reconnaître  que  le  signe  de  f{x)  était  constamment  le  même 
que  celui  de  a.  Supposons  maintenant  que  les  racines  soient 
réelles,  ndentité 

f{x):s:a(X'^  x')  (x  -—  x") . 

prouve  que,  pour  toute  valeur  de  x  supérieure  à  la  plus  grande 
des  deux  racines,  f(x)  a  le  même  signe  que  a. 


EXERCICES 


i.  On  canHdêre  la  fonction 

yfP 

w  propote  de  démonh^er  que  si  ton  po^e 
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on  a  : 

+  ...-+-H. 

le  dernier  terme  H  étant  égal  : 

1^  A  la  moitié  de  Vindice  p  prise  avec  le  signe  —,  si  p  est  un  multiple 
de  4; 

2^  A  (+0  si  Vvidice  est  un  multiple  de  4+*  » 

3<>  A  la  moitié  de  Findice  p  si  celui-ci  est  un  multiple  de  J^,  -^2; 

4*  Ou  enfin  à  (—1)  *t  l'indice  p  est  un  multiple  de  4»  +  ^• 

On  remarque  d'abord  que  les  fonctions  Up  satisfont  à  la  loi  de  récur- 
rence, 

avec  les  conditions  initiales  Uo=o  Ui  =  i. 

On  peut  ainsi  calculer  Uj ,  U3, . . .  et  l'on  trouve  la  formule  proposée  en 
suivant  la  marche  adoptée  pour  établir  la  formule  de  Waring. 

sin  "pb 
S.  Calculer  '—. — r-  et  cosi)6,  en  fonction  de  cos  6  seulement. 
8m6  '^  ' 

\^  La  forniule 

sinpô  +  sin  (p  —  2)  6  —  2  cos  h  sîn(/)  —  1)  ô 

donne  en  posant  : 

L„  =  — r^    et    acosôzzp 
''       smô 

Up-gl'p_i  +  Up_2  =  o;  avec    Uo=:o,    U,  —  1. 

:20  De  même,  en  partant  de  la  formule 

cosp6  4-cos(p  — 2)ft  —  2cos6cos(/)~  1)6 

et  en  posant 

2COSJ0ÔII:  Vp 
2  cos  hzz^y 

un  a  : 

avec  les  condltiong  initiales 
etc. .. 
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S.  Démontrer  que  si  l'on  considère  Véquation 

af-hpx  +  qzzo. 
dont  Us  racines  sont  a  et  b:  si  l'on  pose  : 

U„=^JZ*!    V.  =  a»  +  ft«. 
a — 0 

m  fondions  U^,  V^,  nommées  par  M.   Edouard  Lucas  fonotioiui  nnmé* 

riqvM  MmplaMent  périodiques,  jouissent ^  entre  autres,  des  propriétés 
misantes  : 

Azz8« 

»-i,,       n   ^,  ,   w(n  — i)(n  — a)  ^g  . 
a     U„3:-/>      -h  --^^ ^ ^p      A 

1  1 .2 .o 

i  .  2  .  3  •  4  •  ^ 

+  .  .  . 

"  1  a  '  1.3.3.4 

+     •     •     . 

Ces  formules  se  TériÛent  focilement;  les  deux  dernières  peuvent  s'éta- 
blir en  remarquant  que  Ton  a,  2a=p'\-à,  et  a6=p— d. 

On  élève  c^  égalités  à  la  puissance  n  ;  puis  après  avoir  développé  les  se- 
eoDds  membres  par  la  formule  de  Newton,  on  ajoute  et  on  retranche  les 
deux  égalités  ainsi  obtenues. 
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4.  Démontrer  que  Von  a 

(U,-«U„-i)(Up-«Vi) ("x-'^^x-i) 

t  désignant  le  nombre  des  lettres  ol,  0,  ...  X. 
On  appliquera  la  remarque  Buivante  : 
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ÉQUATIONS  BICARRÉES.  —  ÉQUATIONS 

QUADRATIQUES. 


t50.  Avant  de  résoudre  Téquation  générale  du  second 
degré  à  coefficients  imaginaires  nous  rappellerons  rapidement 
la  résolution  de  Téquation  bicarrée  à  coefficients  réels 

On  sait  comment,  en  posant  a?*  —  y,  on  ramène  cette  réso- 
lution à  celle  de  trois  équations  du  second  degré. 

(i)    <3ry* -|- aôy -f- c  zz  o 
X'  —  y'  zr  o 

X*  —  y"  zz  o 

y'  eiy''  étant  les  racines  de  Téquaiion  (1).  Mais  on  peut  aussi 
effectuer  cette  résolution  directement,  et  trouver  immédiate- 
ment les  racines  sous  la  forme  {a-\-bi),  en  s'appuyanl  sur  le 
théorème  suivant. 

151.  Théorème.  Le  trinôme  bicarré  \\ 

m 

V  zzax''-{-^bx''^c 

fieul  toûiours  être  décomposé  en  deux  /'acteurs  réels  du  second 
degré. 

Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  la  quantité  /, 

t  —  b*--ac 
est  positive  ou  négative. 
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Premier  cas  (/  >  o).  On  a 

ou 

aV:s:(ax*  +  b  +  \/t)(ax*  +  b—\^)  ; 

la  décomposition  est  donc  effectuée. 
Deuxième  cas  {t  <  o).  On  a 

aV  :s  (a*x^  -\-  ac)  +  labx* 
ou 

a\j  s:  {aaf + yJacY  —  aa  {y/ac  —  ô>rV 

Il  faut  remarquer  que  Fhypothèse  6*  —  ac  <  o  entraine  né- 
cessairement la  condition  ac  <  o  :  on  voit  aussi  que  le  coeffi- 
cient ^fac—b  est  positif.  Ceci  est  évidemment  vrai  quand  on 
suppose  b  <0y  le  radical  étant  pris,  expressément,  avec 
le  signe  +  ;  quand  h  est  positif,  Tinégalité  b*  <ac  donne 

b  <  v/ôc.  On  peut  d'ailleurs  supposer  a  >  o  ;  car  si  Ton  avait 
a  <  0  on  décomposerait  le  trinôme  (—  U).  Ainsi  aU,  est  mis 
sous  la. forme  d'une  différence  de  deux  carrés,  et  Ton  a  fina- 
lement 

aU:s|  ax*-hx\2a(\fâc  —  6)-|-v/âc  ( 
{  ax*  —  xy  2a  (\/ac  ^  b) -{- \/ac  |« 

Dans  la  pratique  on  voit  que,  pour  effectuer  la  décompo- 
sition du  trinôme  bicarré  en  facteurs  réels  du  second  degré, 
on  associe  le  premier  et  le  second  terme  dans  le  cas  où  Ton  a 
/  >  o  ;  au  contraire,  lé  premier  et  le  troisième  terme,  quand 
on  suppose  <  <o. 

Exemples  {Premier  cas).  Décomposer 

Vzzx^'-Bx+a. 
On  a 
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{Deuxième  cas).  Décomposer 
On  écrira 

ou 

r  iz  (x*  +  aj;  -h  *>.)  {X*  —  2X+  a). 

158.  Résolation  de  réquation  da  second  de^^  dl 


Nous  abordons  maintenant  Tétude  de  Féquation 
(i)    (a  +  a'j>*  +  (6  -+-  b'i)x  +  [c  -f-  e'O  =:  o. 


a — a'i 


En  multipliant  les  deux  membres  par  -^-- — ^,  cette  équa- 
tîon  prend  la  forme 

(2)    x*  H-  (p  4-p'i)a?  +  q  +  q'izzo 

que  nous  allons  considérer  uniquement. 
Soit  y-\-zi  une  racine  de  cette  équation  :  on  doit  avoir 

# 
ou,  après  calcul, 

(3)    y*  —  z^  -hpy  —pz  +  g'  =  o 

(4)    y>2;-f--y4--^+-=o. 

^  ^5  ^ 

Telles  sont  les  deux  équations  qu'il  s*agit  de  résoudre.  Il 
se  présente  ici,  à  propos  de  cette  résolution,  une  légère  diffi- 
culté qui  tient  à  ce  que  la  méthode  ordinaire,  celle  qui  con- 
siste à  tirer  z  de  la  seconde  équation  pour  en  porter  la  valeur 
dans  la  première,  conduit  à  une  équation  complète  du  qua- 
trième degré.  On  évite  cette  complication  en  dirigeant  le 
calcul  comme  nous  allons  l'indiquer. 
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Les  équations  (3)  et  (4)  peuvent  s'écrire 


*  -  ;/'  -  4? 


On  est  ainsi  conduit  à  poser 

y  +  --Y,    ^-4---Z,     ^ -A,     ^ ./i, 

les  équations  deviennent 

YZ  z=  A'. 

La  méthode  de  substitution  conduit  alors  à  une  équation 
bicarrée.  Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  que  Ton  déduit 
de  ces  deux  équations,  par  combinaison, 

Y*4-Z*  =  v//^*-f-4A'*. 
On  a  donc,  finalement,  pour  Y  et  pour  Z  deux  valeurs 


(5)     Yiz±4/A  +  vV  +  4/^ 


f2 


(6)    Z:r=t:i/~A-f-\V-f-4//^ 


Ces  valeurs  de  Y  et  de  Z  sont  réelles  parce  que  Ton  a  tou- 
jours 


Si  h'  est  positif  on  prendra  le  même  signe  pour  Y  et  Z  ;  si  ^' 
est  négatif  on  choisira  des  signes  contraires,  de  façon  à  satis- 
faire toujours  à  la  condition  YZ  =:  h*.  Désignons  par  Y,  Tnne 
des  valeurs  de  Y,  donnée  par  (5)  ;  à  Y,  correspond  une  valeur 
Z,  (lonnôo  par  (6\  ot  une  seule.  D.»  même  à  la  valeur—  Y^,  cor- 


X 
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respond  la  seule  valeur  (—  Z,),  et  Ton  a,  finalement,  pour  les 
racines  de  l'équation  proposée  deux  valeurs, 

a,,  =  -Y,-?-(z,+î').-. 

159.  Raeime  carrée  de  (a  +  ^O-  ^^  racine  carrée  d'une 
expression  imaginaire  [a  +  bi)  est,  par  définilion,  une  expres- 
sion imagiuaire(y  +  ^0»  vérifiant  Tégalité 

(7;    {y-^-ziY-a  +  bL 

Le  problème  que  nous  allons  résoudre  peut  donc  être  consi- 
déré comme  un  cas  particulier  du  précédent;  savoir,  le  cas 
oiiTon  propose  de  résoudre  Téquation 

X*  —  a  —  bizr,  o. 
L'égalité  (7)  donne 

y*  —  z-zza 
2t/z  zr  b. 

On  retrouve  ainsi  les  équations  du  paragraphe  précédent 
Le  même  calcul  donne 


y'-^z'=:\a'+b% 
et  Ton  trouve,  comme  tout  à  Theure, 


y  =  ±V ; — 


lly  a  deux  valeurs  réelles  de  y,  et  aussi  deux  valeurs  réelles 
pour  z.  Mais  à  la  valeur  y^  ne  correspond  pour  z  qu'une  seule 
valeur  2,,  le  produit  y^  z^  devant  avoir  un  signe  bien  déterminé, 
celui  de  b.  D'ailleurs  à  la  valeur  (—  y,),  correspond  aussi  la 
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seule  valeur  (—  Zf).  La  racine  carrée  de  Texpression  imaginaire 
a  donc  deux  valeurs  : 

Xf'^Z  —  y^  —  Z^l, 

Comme  la  somme  x^  +  x^  est  identique  à  zéro,  on  peut  dire, 
pour  rappeler  ce  fait,  que  les  deux  expressions  imaginaires 
de  la  racine  carrée  de  a  +  hi  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires. 

lOO.  Théorème.  Une  équation  bicarrée  admet  quatre  ra- 
cines de  la  forme  {a  -h  bi),  lesquelles  sont  deux  à  deux  égales  et 
de  signes  contraires. 

L'équation  considérée  étant 

ax''-{-  ^bx'-hc^o, 

si  Ton  pose,  comme  on  le  fait  habituellement,  a?'  —  y  Téqua- 
tion 

ay*  -h2by  +  czio 

admet  deux  racines  a'-i-b'i,  a'^-^-UH;  c'est  ce  que  nous  venons  de 
démontrer.  D'ailleurs  on  détermine  x  par  les  deux  équations 

a?' ira' -h  67 
x*  -  a"  +  6"/. 

,  Or  on  a  yu,  au  paragraphe  précédent,  que  chacune  de  ces 
équations  admettait  deux  solutions  égales  et  de  signes  con- 
traires. 
Le  théorème  en  qiieslion  se  Irouve  ainsi  établi. 

IGf .  Discussion  de  I^Éqiiation  bicarrée.  Certains  pro^ 
blêmes,  et  notamment,  comme  nous  le  verrons  dans  la  géo- 
métrie analytique,  la  construction  des  courbes^  donnent  lieu, 
assez  fréquemment,  à  des  discussions  portant  sur  une  équa- 
tion bicarrée  U  zz  o 

U  =:  ax^  -h  26j?'  4-  c. 
Nous  supposerons  a><J';  ceci  est  toujours  possible.  On 
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pourra,  dans  l'étude  de  cette  équation,  suivre  la  marche  que 
Dous  allons  indiquer.  Ayant  calculé  la  quantité  i, 

on  distinguera  trois  cas  suivant  que  Ton  supposera  ^  <  o, 
(  — oet(>o 
\.  Soit  /  <  o.  L^identité 

flU  s:  (oo;* -f- 6)' —  / 

prouve  qu'aucun  nombre  réel  ne  peut  satisfaire  à  Téquation 
U  =  0;  les  quatre  racines  sont  imaginaires. 

2.  SoiU-^  o.  On  a: 

L'équation  a  donc  quatre  racines  réelles,  et  différentes  de  zéro, 
si  Ton  a  6  <  0  ;  quatre  racines  nulles,  si  b  est  nul  ;  enfin 
quatre  racines  imaginaires  si  Ton  suppose  6  >  o. 

lUaut  ajouter  que,  dans  Tun  et  l'autre  cas,  ces  racines  a?,, 
jr„  a?„  Xi,  coïncident  deux  à  deux  ;  on  a  a;,  =r  0^3,  a:,  zz  0^4  ;  et 
aussi  0?,  zz — a;,,  a?5  z:  —  a:^. 

3.  Soit  enfin  /  >  o.  L'équation 

obtenue  en  posant  a?'  :r  y,  a  ses  racines  réelles  ;  soient  y',  y* 

ces  racines.  Si  c  est  négatif,  comme  Ton  a  y 'y"  zn  -,  Tun  des 

nombres  y'  ou  y^  est  positif,  l'autre  est  négatif.  L'équation  bi- 
carrée a  deux  racines  réelles  ;  les  deux  autres  sont  imagi- 
naires. Si  l'on  suppose  c  positif,  alors  les  racines  y',  y"  sont  de 
même  signe:  elles  sont  positives  si  l'on  a  6<o  ;  négatives,  au 
contraire,  si  l'on  suppose  6  >  o.  Dans  la  première  hypothèse 
les  quatre  racines  sont  réelles;  elles  sont  imaginaires  dans 
l'autre  cas. 

On  remarquera  que  si  l'on  suppose  c  <  o  ily  a  nécessai- 
rement deux  racines  réelles;  les  deux  autres  étant  imagi- 
naires. 
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Le  tableau  suivant  résume  cette  discussion  : 
Équation  bicarrée.  —  (Discussion). 

ax^  -h  îôj?"  -f-  c  zz  o    a  >  « 
i-ziV  —  ac 

C  <C  o  Deux  racines  réelles,  les  deux  autres  imagioaiies. 

C  zz  o  \  ^  ^  <^  Les  deux  autres  racines  sont  réelles. 

/  >  o  (  ^«"»  «"^c*"®»  """"  (   ft  >  «  Les  deux  autres  racines  sont  imaginaires. 

(    6  <  o  Les  quatre  racines  sont  réelles. 
C  >  o  \  ^ 

[0^0  Les  quatre  racines  sont  imaginaires. 
6  <^  o  Quatre  racines  réelles  deux  à  deux  coîncidentei. 

/  no  {  6  —  o  Quatre  racines  nulles. 

6  >  o  Quatre  raciues  Imaginaires. 

tK.^  \  Quatre  racines  imaginaires. 

Équations  quadratiques 

1G9.  Lorsqu'une  équation,  d*un  degré  supérieure  à  2,  peut 
se  résoudre  par  la  considération  d'équations  dont  le  degré  est 
égal  à  1,  ou  à  2,  on  dit  que  Téquation  proposée  est  quadra- 
tiqu£.  Si  à  cette  équation  correspond  un  problème  de  géomé- 
trie, on  pourra  dire  aussi  que  ce  problème  est  quadratique. 
Nous  verrons,  en  géométrie  analytique,  qu'un  pareil  problème 
jouit  de  cette  propriété  remarquable  de  pouvoir  être  résolu 
par  la  règle  et  le  compas. 

Les  équations  bicarrées,  qui  viennent  de  nous  occuper, 
donnent  un  premier  exemple  d'équations  quadratiques.  Les 
équations  réciproques  du  quatrième  degré,  dont  nous  allons 
maintenant  parler,  en  fournissent  un  second  exemple. 

1G3.  Équations  réc^iproqaes  du  quatrième  ûegré* 
Nous  nommerons,  en  généralisant  un  peu  la  définition  donnée 
ordinairement,  équations  réciproques  du  quatrième  degré 
celles  qui  jouissent  de  cette  propriété  que  si  f{x)  z=.  o  désigne 
une  pareille  équation,  \etV.  étant  des  nombres  déterminés,  in- 
dépendants de  Xy  on  a  identiquement 
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Il  résulte  de  cette  définition  que  l'équation /"(x)  =o  ne  peut 
admettre  la  racine  x'  sans  admettre  nécessairement  la  racine 

-7.  En  effet  si  f{x')=Oy  onaXa?'v(— )  =0,  ou  f  (  — j  zz  0. 

Ainsi  les  racines  peuvent  se  grouper  deux  à  deux  de  telle  fa- 
çon que  !e produit  de  ces  deux  nombres  soit,  pour  Fun  et  Vautre 
groupe,  égala  k.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  les  équations 
réciproques  de  degré  quelconque.  Nous  nous  bornerons  pour 
le  moment  au  cas  particulier  des  équations  du  quatrième  de- 
gré. 

[9].  Tliéor<éiiie.  V équation  réciproque  du  quatriètne  degré 
est  de  la  forme: 

(A)    eix-*  4-  Ox^  -h  ex*  -h  bkx  -h  ak*  zz:  o. 

Eu  eff^et  Tidentilé 

aa:*+6j:;*-+-ca:*-hÉtr-f-es:/^-*(— -H — -^-^-\ 4-e 

\x*       x"       X        X        I 

domie 

(1)  aziXe 

(2)  b-\dk 

(3)  czzWc 

(4)  d^\bk' 

(5)  ezzKoky 

Soitd*abord  c^io;  légalité  (3)  donne  XA'm.  On  a,  par 
suite 

d  —  bky    e  n  ajk^. 

Les  égalités  (1)  et  (2)  sont  d'ailleurs  vérifiées  par  ces  valeurs. 

Soit  maintenant  c  =  o  ;  comme  on  suppose  a  différent  de  zéro 
on  a  donc  Xe  p^  o  et,  par  suite^epfo.  Les  égalités  (1)  et  (5) 
donnent,  par  combinaison, 

c'est  k  dire, 

XA"  zzi    ou    >ic*  —  -  1 . 

11 
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Dans  la  première  hypothèse  on  retombe  sur  le  cas  précédent 
et  sur  réquation  (A).  Il  faut  seulement  signaler  cette  particu- 
larité que  celle-ci  ne  renferme  pas  de  terme  du  milieu.  Hais  si 
Ton  prend  la  solution  Wt'  =  —  i  on  trouve 

L'équation  proposée  devient  alors 

ax*  +  bcc^  —  bkx  —  aAf*  —  o 

ou 

{x*  —  k)  {ax*  -hbx-hak)z:zo. 

Elle  se  décompose  donc  en  deux  équations  du  second  degré. 

En  résumé,  il  n^  a  qjoî*un  seul  genre  d équations  réciproques 
du  quatrième  degré,  équations  dont  la  forme  est  celle  qu'in- 
dique l'égalité  (A) . 

164.  Théorème  II.  Pour  que  V équation  généi*ak  du  qua- 
trième degré 

(B)    Aa:*-hBa;'+Ca;'  +  D;r-hE==o 

soit  réciproque  (sens  général)  ;  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  ton  ait 

B*E  zz  D*A. 

En  effets  si  l'on  identifie  (B),  avec  (A),  on  a 

DizBK    et    K'A  =  E. 

En  éliminant  K,  il  vient 

B'EnD^A. 

SoilBiro,  on  a  D''A  =  o  et  comme  Ton  suppose  A;zfo,  et 
t)  =  o^  on  retombe  sur  l'équation  bicarrée  qui  peut  être  con- 
sidérée comme  un  cas  particulier  des  équations  réciproqaes 
(lu  quatrième  degré*  Enfin  si  l'on  suppose  Bpzf  o,  on  a  bien 

p_D*A 
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1115.  TlMM^Hie  lUL  On  peut  toujours  amener  VéqucUion 
réciproque  du  quatrième  degré  à  la  forme  : 

«•x*  -f-  aa?*  +  go;'  -f-  Y*^  -+-  Y*  —  <>  • 
En  effet,  supposons  B  ;zf  o  :  la  forme  trouvée  ci-dessus  est 

Aa:* -h  Ba;"  +  Co? -h  DiT  4- -r-T- =  0. 
Changeons  d'inconnue  et  soit  a;  =  rrr  X  ;  il  vient 

B 
A*  A'  \C 

^X'+^X'+|^X'+DX-hD'  =  «; 


OU,  en  posant, 


B^        '     B' 

(i)     a'X*  +  aX'  +  pX'  +  yX  4-  y'  :=  «/ 

C'est  la  forme  des  équations  réciproques  du  quatrième  degré, 
dans  le  sens  général  que  nous  avons  donné  à  ce  mot.  11  est 
bit  abstraction,  bien  entendu,  du  cas  particulier  déjà  signalé, 
celui  où  B  =  o.  L'équation,  dans  cette  hypothèse,  est  bicar- 
rée. Nous  avons,  tout  à  Tbeure,  résolu  et  discuté  ce  genre 
d'équations  et  nous  n^avons  pas  à  y  revenir. 

166.  Théorème  IV.  L'équation  réciproque  est  quadra- 
tique. 
ÉGrivons  cette  équation  sous  la  forme  : 


et  posons  : 


ax  +  |-=y. 


On  a  d'abord 


..« 


a*X*  +  ^  =  2/'-aaY 
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et  Ton  obtient,  pour  déterminer  y,  Téquation 

Si  l'on  désigne  par  \f,  y"^  les  racines  de  cette  équation,  les 
inconnues  cherchées  sont  les  racines  des  deux  équations  : 

^  ^     (aX*  — Xy"-+-T  =  o 

Le  problème  proposé  se  résout  donc  au  moyen  de  trois 
équations  du  second  degré. 

109.  Remarque.  Dans  la  pratique,  quand  il  s'agit  de 
résoudre  une  équation  réciproque,  il  n'est  pas  nécessaire 
d'effectuer  la  transformation  précédente. 

Reprenons  en  effet  la  première  forme  : 

Aaj*  4- Ba?' -h  Ca;' +  Dx -h --— =:  o . 
On  peut  écrire  cette  équation 

et  en  posant 

Ba?H — =y; 

X 

on  voit,  par  un  calcul  tout  semblable  à  celui  que  nous  avons 
fait  tout  à  rheure,  que  l'équation  proposée  se  résout  par  trois 
équations  du  second  degré. 

1G8.  Exemple.  On  propose  de  résoudre  t  équation 

20;*  —  1 5j7' -f-  4ox''  — .\ox -h  i8  rz  o. 

On  vérifie  d'abord  que  celte  équation  est  réciproque.  On  a 
en  effet, 

B*Eii:T5*Xi8 
D'A- 45* X  2 
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et,  par  conséquent, 

B*E  =z  D'A.  * 

Cette  remarque  fiskite,  écrivons  l'équation  donnée  sous  la 
forme 


si  nous  posons 


nous  obtenons 

'xy'  —  1 5y  +  28  ~  o. 

On  tire  de  cette  équation  les  racines  y\y'\ 


Les  valeurs  de  x  sont  alors  données  par  les  deux  équations 

2x*  —  7JÎ-4-6  n  o. 
On  trouve  finalement 


•» 


169.  RéftolaÉion  directe  de  Téquation  réciproque. 

On  peut  éviter,  pour  la  résolution  de  Téquation  réciproque, 
l'emploi  d'une  inconnue  auxiliaire  et  décomposer  immédiate- 
ment le  premier  membre  en  deux  facteurs  réels  ou  imaginaires 
du  second  degré,  comme  nous  allons  le  montrer. 
Soit 

D*A 
K 

l'équation  proposée.  En  posant 

rnBfB'-  UBC  +  8A'D) 


166  TREIZIÈME  LEÇON 

on  a 


A?  =  [hx*  +  î^ 


r      DA\*      ,.  x' 


Si  U  est  positif,  la  décomposition  en  deux  facteurs  réels  du 
second  degré  est  une  conséquence  immédiate  de  cette  identité. 

Si  U  est  égal  à  zéro,  9  est  un  carré  parfait.  Enfin,  si  U  est  né- 
gatif on  voit  que  9  n*a  que  des  racines  imaginaires.  L'identité 
précédente  permet,  dans  tous  les  cas,  de  résoudre  directement 
réqualion  réciproque. 

190.  Décomposition  de  l'équation  réciproque  eu 
deux  tucteors  réels  dn  setNind  deg^.  En  terminant  cette 
étude  deTéquation  réciproque  du  quatrième  degré,  nous  ferons 
voir  qu*on  peut  toujours  décomposer  cette  équation  en  deux 
facteurs  réels  du  second  degré.  Nous  verrons  ultérieurement, 
et  d'une  façon  générale,  pourquoi  cette  décomposition  est 
possible  ;  nous  voulons  seulement  montrer  ici  comment  elle 
peut  être  faite  sur  Téquation  que  nous  étudions.  Conformé- 
ment à  une  idée  que  nous  développerons  plus  tard,  en  expo- 
sant la  résolution  de  Téquation  générale  du  quatrième  degré, 
écrivons  Téquation  donnée  fzz  o,  en  supposant 

/*=:  a'ic^-h  OLX*  +  PiC*  +  ï^  ■+■  ï*  —  *S 
sous  la  forme 

Disposons  maintenant  du  paramètre  X  au  moyen  de  l'éga  • 
lilé  suivante  : 

^     (i)    (X~Y)*  =  4(V    -Y*)(^«X-PH-^). 


On  aura 


ou 


/•=:P*-0% 


f^  P*  f-  Q\ 
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suivant  le  signe  du  coefficient  (  aaX  —  g  +  -  j .  On  aperçoit  d^a- 

bord  la  racine  X  zz  y  et  celte  racine  conduit  à  la  solution  du  pa- 
ragraphe précédent.  Mais  on  peut  aussi  déterminer  X  par  Té- 
qaation  du  second  degré. 

(2)     2aX*  4-  X(2aY  —  g)-h7  (1  —  ap)  -  o. 

Si  X  =  Y  n'a  pas  donné  la  décomposition  cherchée,  en  deux 
fadeurs  réels  du  second  degré,  on  peut  être  certain  que  Tune 
des  racines  de  Féquation  (2)  permettra  de  mettre  /,  sous  cette 
forme  algébrique. 

En  effet,  Téquaiion  (i)  après  suppression  de  la  racine  y  s'é- 
crit: 

4(X-+.y)(^«à-|3^--j)-(>— ï)  =  ». 

Or  si  Ton  suppose  2aY  —  h  +  t  <  ">  en  substituant  dans  cette 

4 

égalité  X  ~ , et  +  30,  on  a  des  résultats  de  signes  contrai- 

2X 

res.  Il  y  a  donc  une  racine  plus  grande  que -y  et  une  au- 

2a 

tre  plus  petite  que .  Suivant  le  signe  de  a,  Tune  ou  l'autre 

22 

de  ces  racines  rendra  positif  2aX  —  g  -\ — . 

4 

t91«  Méthode  pour  reconnaître  qu'une  équation 
^Muièe  est  quadratique.  Nous  voulons  faire  connaître  ici 
un  procédé  élémentaire,  souvent  commode,  pour  décomposer 
le  premier  membre  d'une  équation  quaàratique.  Ce  procédé 
consiste  à  considérer  particulièrement  un  paramètre  a  de  l'é- 
quation donnée,  lorsque  ce  paramètre  entre  dans  celle-  ci  au 
second  degré. 

L'équation  proposée  peut  dans  ce  cas  se  mettre  sous  la  forme, 

IV  4- Qa  H- 11  =  0. 
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S'il  arrive  que  la  fonction  Q*  —  4PR  soit  le  can-é  parfaii 
d'une  fonction  rationnelle  ç  ;  si  Ton  suppose  que  Ton  ait 

?*=:Q*-4PR, 
on  pourra  former  l'identité  suivante 

La  résolution  proposée  est  ainsi  ramenée  à  celle  des  deux 
éqtmtions  rationnelles 

2Pa4-Q  +  ?  =  " 
-îPa  -h  Q  —  ç  zr  o 

qui  sont,  en  général,  d'un  degré  plus  faible  que  celui  de 
réquation  donnée. 

Nous  allons  montrer,  sur  un  exemple,  une  application  de 
cette  idée.  On  remarquera  que  la  méthode  précédente  s'ap- 
plique aussi  aux  équations  bicarrées  en  a  et,  généralement,  à 
toutes  les  équations  résolubles  rationnellement  par  rapport 
à  un  paramètre. 

1919.  Application.  Résoudre  et  discuter  téquntionozza, 

Le  premier  membre  de  celte  équation  peut  être  considéré 
comme  un  trinôme  bicarré  en  m,  et  on  peut  récrire 

4m*  (S  -  1  )  +  invS  (a  •  S)  -h  S'  —  :iS'  +  i  =:  o. 

Si  Ton  cherche  à  résoudre  celte  équalion  par  rapport  a  m* 
on  trouve,  pour  la  quantité  soumise  au  radical, 

4[S*(a-.S)«-(S-.i)(S'-:kS'  +  4)]3:4(S— 2/. 

1 .  On  roncoiitre  octtc  équation  lorsque  l*oa  discute  la  surface 

.«•■-|-(iî>n*+ 1  )  (y*-}-5*)  —  2  {zy-^zx-^xy)  r=  am*  —  3m -f- 1 .     . 

{École  Polytechnique^  i858.) 


EXERGIGES  i^ 

La  méthode  s'applique  donc  à  l'exemple  proposé  ;  on  trouve 
finalement 

çs(S  — am'  —  2) [S'  —  (i  +  2W*)  S+  2(m'-  i)]. 
On  discute  alors,  sans  difficulté,  Téquation  donnée. 


EXERGIGES 

t.  Établir  la  diicussion  suit^ante  : 

Soit  TéquatUm  réciproque  (sens  général}  ; 


En  supposant 


Ax*  4- Bec' -4- Co;' -f- Dx -h  F  =1  0 


(1)    ^  =  ^    et    B;zf« 


et  en  yotatit 


U  s:  B  (B' —  UBG -f- 8AT3 
Vs(BC4-aADy-4B'D 
W:=B(B'^2AC— jA'D) 

(m  propose  de  démontrer  les  résultats  suivantit . 

^  l  Deux  racines  réelles, 

V  <r  o<        ,  ,       .        .     . 

j  les  deux  antres  imagmau'es. 

(  W  >  o  Quatre  racines  réelles . 

U^oc  fW<Co  Quatre  racines  imaginaires. 

(  W  <  o  Quatre  racines  réelles,  mais  deux  coïncidentes. 

^  —  o\  W<«  ^^^  racines  réelles  égales,  les  deux  autreô 
[  imaginaires  et  inégales. 

y  < 0     Les  quatre  racines  sont  imaginaires. 

,  B  (B» i6A*D)  >  o     Quatre  racines  réelles,  deux  à  deux  coïn- 

\  cidentes . 

l-  zz  o/ B  (B*  —  i6A*D)  <  o     Quatre  racines  imaginaires,  deux  à  deux 

coïncidentes. 
B  (B'  —  i6A*D)  =:  o     Quatre  racines  réelles  et  égales. 


470  TREIZIÈME  LEÇON 

9.  On  eorutidère  l'équation 

X*  4  ■  Q^*  +  rx  +  5  n  o 

et  après  avoir  posé  x  =  y  +  h  on  demande  de  déterminer  h  de  façon  que 
C équation  en  y  soit  réciproque  (dans  le  sens  général  donné  à  ce  mot}. 

(Todhunter.) 
L*équation  en  y  est  : 

y'  i-4hy'+{eh*-i-q)y'-i-{ih'+^qhi-r)y-hh'-hqh*-j-rh  +  s=zo 

si  on  applique^  à  cf^tte  équation,  la  condition  (i),  on  trouve  : 

8AV4-  4A*  iis  —  q*)  —  ihqr  —  r'  n  o 

On  peut  ainsi  ramener  la  résolution  de  Téquation  du  quatrième  degré  à 
celle  d'une  équation  du  troisième  degré  et  de  deux  équations  du  second 
degré. 

3.  Résoudre  l'équation  U  =o, 
U  =:  (a?  -f-p)  {x-hp-h  i){x+p+2){X'hp-h  3)  —(x  +  q) 

On  sait  que  Ton  a 

(o?  +  a)  (a?  +  a  -h  1  )  (a:  4-  a  -+.  -i)  (a?  4-  a  4-  3)  +  1  =:  [(a:  +  «)•  + 

en  appliquant  cette  formule,  U  se  décompose  en  deux  facteurs,  dont  TaD 
est  du  premier  degré  et  donne  la  racine  j^i, 


X.ZIZ'' 


p-hq-h-^ 


On  examinera  ensuite  l'équation  du  second  degré 

ax* '\-2xip  +  q+  ^)  +  p* -hq* -^^ip  4- 3gr  -h  «  =  o 

qui  donne  les  deux  autres  racines. 

Le  cas  particulier  où  p  —  7  =  i  ;  celui  où  p  —  9 1=  3,  donnent  des  nom- 
bres commensurables  ;  et  si  p  et  9  désignent  des  nombres  entiers  difTérenb, 
il  n'y  a  pas  de  racines  réelles,  en  dehors  de  ces  deux  cas. 

4.  Résoudre  Véquation  U  =  o 

Us:(a;-|-a)  (a?-f- a-f- 1)  (a:-|- a+ 2)  (a?+ «4- 3)  +  A 

On  pourra  considérer  encore  l'identité  de  l'exercice  précédent  et  l'on  distin- 
guera les  trois  cas  suivants  ; 

A>  1,     hzziy     h<ii. 
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Oq  constatera  qae  dans  le  premier  cas  les  quatre  racines  sont  imagi- 
naires; deux  à  denx  coïncidentes  si  A  =  i  :  enfin  toujours  réelles  et  dis- 
tinctes si  Ton  suppose  h  <i. 

5.  Résoudre  Véquaiion 

o:  (o?  -h  a)  (a;  -t-  3)  (a?  +  a  H-  3)  -h  ^  :=  o 

et  montrer  !•  que  si  Von  suppose  h>  -y~,  les  racines  sont  imaginaires; 

j*  dans  te  cas  où  h  =  —f-   les  racines  sont  deux  à  deux  coïncidentes  et 

ot*B' 
rfelUi;  3»  enfin  si  ton  a  h  <  -r",  il  y  a  toujours  deux  racines  réelles. 

4 
i.  Résoudre  Véquation 

A  (x+ A)  (aa:  +  A)  (3a?-l- A)  —  A' (x -4- A')  (*^  +  ^0  0^^- ^')  =  o 
on  ajoute  et  on  retranche  x^  et  on  utilise  Tidentilé 

A  (a; -h  A)  (aa?  +  A)  (3a?  4- A)  +  0?^  s  (ic*  +  3Aar  4- A")*. 

7.  Démontrer  que  si  V équation 

rr*-kpa;'  +  qx^-hrx  +  5  —  o 

fl  tpuUre  radneê  Xi^x^,  jjj,  «4,  telles  que  jP|  +a?a=JP3+^4  '**  coefficients 
satisfont  à  la  condition 

8r  4-p  (p*  —  4^)  ir  o. 

Cette  relation  étant  accordée^  on  propose  de  résoudra  V équation, 
§.  Résoudre  C équation 

X*  —  3abx  +  a'ft'  —  o 

on  appliquera  Tidentité 

d'-l-ô'-hc'—  3a6cs:(a4-6  +  c){a*+  6*+  c*—  aô—  flfc—  bc). 

9.  AéfOMdre  f équation 

111  1 

H r-:H : ^-r  =  o 


a;      a:  +  a      x+6      ir+a  +  6 

^  nuMt/rer  çue  les  trois  racines  sont  des  nomlfres'  commensurables  quand 
vf-^^  est  un  carré  parfait, 

li.  Soit  f  (x)  =  0  une  équation  bicarrée,  si  a  et  6  sont  deux  nombres  de 
néme  sigue  et  si  ton  a  f  (a)  f  (6)  <  o,  démontrer  qu'il  y  a  une  seule  racine 
^  fiquation,  entre  %et6. 
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TRANSFORMATION  DES  EXPRESSIONS 
IRRATIONNELLES. 


198.  Une  expression  irrationnelle  donnée  peut^  dans  cer- 
tains cas,  se  mettre  sous  une  forme  différente,  mais  plus 
simple,  ou  mieux  appropriée  au  calcul  approximatif  qu'elle 

U 
comporte.   Notamment  les  expressions  de  la  forme  a;=rr, 

dans  lesquelles  V  désigne  une  quantité  irrationnelle,  peuvent 
quelquefois  être  remplacées  par  des  quantités  égales  mais 
ayant  un  dénominateur  rationnel.  11  y  a;  à  une  pareille  trans- 
formation, plusieurs  avantages  que  nous  mettrons  en  évidence 
par  Texemple  suivant. 
IVit.  Soit  X  un  nombre  irrationnel  défini  par  la  formule 

(0    ^=— ' 


On  sait  que 

et 

v'3zz  1.732    .  . 

En  prenant  la  formule  (1)  il  faudrait,  pour  calculer  a;,  effec- 
tuer la  division  de  Tunité  par  0,  320...  Si,  au  contraire,  on 
remarque  que  Ton  a 
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une  simple  addilion,  feit  connailre  la  valeur  de  x, 

tx  zz  3,i44  •  •  • 

Mais  il  £aiut  aussi  observer,  et  ceci  constitue  uti  second  avan- 
tage de  la  transformation  précédente,  que  la  valeur  ainsi 
trouvée  3,i4.f..  représente  Tinconnue  avec  une  approxi- 
mation qu'on  détermine  immédiatement  et  qui  est  inférieure 

à — ,  puisque  les  nombres  iJ»*-».  • .  et  1,732. . .  sont  appro- 

iOOO 

chés  avec  une  erreur  absolue  plus  petite  que . 

1000 

i9&,  Transfomittftlon  des  expressioias  Irration- 
■elles  fraetioanaires.  Nous  supposons  d*abord  que  le  dé- 
nominateur est  de  la  forme  v^'a,  ou v/a  H- v  3,  ou  y^  4-  y/^  -h  \/v- 

I^Soit 


on  a  évidemment 


x: 

p 

Va' 

X- 

_iV« 

xzz  ■ 

P 

J»  Soit 


On  multiplie,  haut  et  bas,  par  v^a  —  V3  et,  on  obtient  pour  x, 
la  valeur 

X—  ; . 

a  — j^ 


3<»Soit  maintenant 


iT—  — : z T. 

V'a-f-v/p-hVY 
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On  transforme  d'abord  l'expression  en  multipliant  les  deux 
termes  par 

et  Ton  obtient  : 

P(v/â  +  V^  — Vy) 

On  est  ainsi  ramené  au  second  cas.  En  multipliant  de  nou- 
veau, haut  et  baSy  par  («  ^  ^  .  y  —  V^^)  le  dénominateur  de 
X  sera  rationnel. 

Remarque.  —  La  transformation  précédente  peut  se  faire 
en  employant  Tun  ou  l'autre  des  facteurs 

V^-hv/p  — VYi    v/a  — V^P-hV^Y.     —  V^-f-V^-hV^Y- 
On  peut  profiter  de  cette  remarque  pour  choisir  entre  ceux- 
ci,  celui  qui  donne  lieu  au  calcul  le  plus  simple.  Prenons  par 
exemple  la  quantité  irrationnelle 


x:=. 


on  voit  que  le  facteur 

se  prête  plus  commodément  à  la  transformation  et  donne 

V  2-hv3-v^ 

x:=. —:z . 

2y/6 

OU 

V  1  2  +  V  *  ^  —  \  ^^ 
iT  ZZ . 

I'.! 

Plus  généralement  Texpression 


x:=. 


\/aH-Vp+Va-l-P 
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peut  s'écrire,  par  cette  transformation. 


1 VS.  Considérons  encore  Texpression  irrationnelle 

P 

ûî—  -z — -z 

v/a-|-\/'p-hv/Y-hV^ô 

On  multiplie,  haut  et  bas,  par 

ou  par  l'un  des  fitcteurs  analogues,  et  Ton  est  ramené  au  cas 

précédent. 

199.  Reni«rq«e.  On  peut,  assez  souvent,  abréger  ce  der- 
nier calcul  en  appliquant  la  remarque  suivante. 

V expression  ^oL-^-si^-h^^-hS/ à  est  décomposable  en  deux 

facteurs  de  la  forme  y/A-hv^B,  quand  les  quatre  nombres  a,  P, 

T,  î  forment  une  proportion . 
Soit 

Si  nous  posons 

-— -  — li 

on  aura  ; 

V«-+-V^+>/T+v/âz=(v^4->/8)(i-4-v/K). 
Cette  expression  peut  s'écrire  aussi 

VY 
Exemple.  Soit  : 


xzz 


v'io-hv  *^~*-V  i4-4-v^ai 
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Ayant  observé  que  lo.ai  =  i5.i  (,  on  trouve  en  appliquant  h 
remarque  précédente 


X  — 


(v/a+V'3)(s/'54-\/7) 

OU 

199.  L*idée  précédente  peut  être  appliquée,  utilement, 
dans  des  cas  analogues. 
Soit,  par  exemple,  l'expression 


xn 


V^a, -hV/a,4-Va,-hV'a*-f-Va5 

dans  laquelle  on  a 

On  peut,  par  la  transformation  indiquée  tout  à  l'heure, 
établir  Tégalité 

v/«i  -f-V'«,  4- Va,  H- V^  «4  =  (v  «  +  >fi)  [sj^'  -h  vD  • 

La  valeur  proposée  s'écrit  alors  : 


xz=. 


en  multipliant,  haut  et  bas,  par  (v^a  —  v^)^  le  dénominateur 
devient  une  somme  de  quatre  radicaux  carrés. 

199.  MéthfNle  générale  pour  rendre  ratioiuiel  le 
dénominatevr  d^one  fraction,  lorsque  celni-ci  est  la 
somme  al§^ébrique  de  radleanx  carrés. 

Les  artifices  de  calcul  que  nous  venons  d'exposer  sont  ceux 
auxquels  on  a  le  plus  souvent  recours  dans  la  pratique,  car 
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3  est  rare  qu*on  ait  à  calculer,  ou  à  transformer,  des  expres- 
sions de  la  forme 


S  va/ 


plus  compliquées  que  celles  que  nous  venons  d'examiner. 
Mais  il  existe  une  méthode  générale  pour  rendre  rationnel  le 
dénominateur  des  expressions  de  la  forme  (i),  et,  au  moins 
au  point  de  vue  théorique,  il  est  intéressant  de  montrer  que 
le  problème  qui  nous  occupe  peut  être  résolu  quel  que  soit  le 
nombre  des  radicaux  cajTés  qui  constituent  le  dénominateur 
dez. 
Soit  donc 


va, -hVâ^,  ...4-V«p' 

les  radicaux  ayant  un  signe  explicite,  pour  que  ;;  soit  bien 
délenniné. 
Posons 

j?,  =3  va,,    -^'i  =  V«,.  •  •  •  ^y,  —  V  V 

et  considérons  tous  les  polynômes  que  Ton  peut  déduire  de 
l'expression 

en  choisissant  les  signes  par  toutes  les  combinaisons  possibles. 
On  peut,  pour  trouver  ces  polynômes,  opérer  de  la  manière 
suivante.  Le  signe  de  x^  peut  toujours  être  choisi  arbitraire- 

«  A 

ïnent,  puisque  l'on  peut,  dans  la  fraction  ^^   — ,  changer  les 

signes  des  deux  termes.  Supposons  donc  que  a;,  ait  explicite- 
ment le  signe  +.  On  formera  le  tableau 

J/j  — r*  X^  -T"  X^f  Xn  *""  X^  "T"  X^ 

X^  *T~  X^  —  X^y  X^  '—  X^  '—  Xj 

12 


itS  QUATORZIÈME  LEÇON 


X, 

-ha?. 

4-a?s 

H-a:4, 

X, 

.-hXj, 

-ha?, 

a?4, 

X, 

+  -^. 

—  a?, 

-h  A» 

X, 

-+-^t 

—  ^s 

a?4, 

iZ?j        X^  -7-  «Z?,  —h  «2?4 

tA/ j  U/j    ""7~  iC,   ■"•—  X^ 

x^      x^  —  X^  -\-  x^ 

*A/ 1   ~~'  tJly*         '  X%  "~"*  Xl 


En  général,  on  voit  que,  siP,,  P,. . .  P^^  désignent  les  poly- 
nômes formés  avec  les  (p—  1  )  lettres  a:, ,  ic, . . .  a:^_, ,  on  a  kzziT''; 

et  que  les  polynômes  qui  correspondent  aux  p  lettres  a?,,  x,. . . 
ajp,  sont 

Pi  -h  O.^,      P,  -h  Xp^      ...  P;t  -h  -t^ 

Pf      o;^,    P,      Xp^    ...P^— jr^^ 
Le  produit  U,  de  ces  polynômes  est  donc 

u=(P?-^^){Pi-^^j-..(Pî-^;). 

Ainsi  U  est  une  fonction  entière  de  a?^;  ou  de  a^.  Mais  U  ne 
change  pas,  par  la  permutation  deux  à  deux,  des  lettres  ^v 
a?„  ...  ajp,  et  ceci  est  une  conséquence  delà  loi  môme  qui  sert 

de  définition  à  cette  fonction.  U  est  donc  déjà  reconnu  que  l 
est  une  fonction  rationnelle  des  lettres  a,,  ûf,,  a^. 

Il  reste  encore  à  vérifier  que  U  est  une  fonction  entière  et 
rationnelle  par  rapport  à  37,.  Observons,  à  cet  eflfet,  quedaos 
l'expression  de  U,  à  tout  polynôme  (a?,  +  Q,)  correspond  le 
polynôme  (a?,  —  Q,)  ;  on  aura  donc 

u  =  K-OÎ)(^î-Q!).--K-0^). 

Celle  égalité  prouve  que  U  est  aussi  une  fonction  entière,  el 
l*ationnelle  de  x\ . 
Ceci  posé,  désignons  par  X^le  dénominateur  proposé; 

et  considérons  tous  les  polynômes  analogues  X„  X,,     • 
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X^  qui,  multipliés  entre  eux,  et  multipliés  par  X,  constituent  la 
foDclion  U.  L^expression  proposée  z,  peut  donc  s'écrire 

A        AX,X, .  •  •  X^ 

r 

Son  dénominateur  est  alors  rationnel  et  égal  à  cette  fonc- 
tion U,  que  nous  venons  de  définir. 

ISO.Transffonnaiion  des  expressions  +  kja^sjb. 

Cette  transformation  repose  sur  un  principe,  que  nous  éta- 
blirons d'abord  et  que  nous  énoncerons  ainsi  : 

TirÉoREME.  Si  a  et  ol'  sont  des  nombres  rationnels,  et  si  3  et  ^' 
ne  sont  pas  des  carrés  parfaits,  on  ne  peut  pas  avoir 

«t  ïon  ne  suppose  pas 

OLZZCC',     &  =  &'. 

En  eflfet  l'égalité  proposée  peut  s'écrire 

Les  deux  nombres  v^3,(a'—«+v/p')élantégaux,leurscarrés 
sont  aussi  égaux.  On  a  donc 

Si  Ton  suppose  (a' — a)  -^  o,  on  peut  alors  résoudre  cette  éga- 
lité par  rapport  à  \  fi' .  On  trouve  pour  V  g'  un  quotient  dont 
les  deux  termes  sont  rationnels,  et  il  n'en  peut  être  ainsi  ; 
puisque  nous  supposons  que  g'  n^est  pas  un  carré  parfait. 
Ainsi  il  faut  supposer  que  a  zi  a'  :  on  a  donc  d'après  Tégalilé 

181.  Ceci  posé,  nous  nous  proposons  d'effectuer  sur  Tex- 
pression 

tt  1=  \/a  -h  V^ 
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la  transformation  qui  a  pour  but  de  mettre  cette  quanlilé  irra- 
tionnelle identiquement  sous  laformey/x'  +  vi/-  Lorsque  a;  et 
y  sont  des  quantités  rationnelles,  on  observera  qu'il  y  a  avan- 
tage à  calculer  u  par  la  formule 


r 


1°  parce  que  l'on  extrait  la  racine  carrée  de  deux  nombres 
connus  ;  2°  parce  que  Ton  évalue  plus  facilement  Terreur 
absolue  qui  a  été  commise  dans  le  calcuH 

Posons  donc,  les  signes  des  radicaux  étant  explicites, 


(i)     \Ja-\-slbzz\jx  +  sy' 

Nous  supposons  que  b  est  un  nombre  positif,  mais  qu'il 
n'est  pas  un  carré  parfait. 
L'égalité  (i)  donne 


(2)    a-^sIb^x  +  y-^-sj^y, 

ixy  ne  peut  être  un  carré  parfait,  puisque  y/b  est  une  quantité 
irrationnelle.  On  peut  donc  appliquer  ici  le  principe  précédent 
et  Ton  obtient,  pour  déterminer  x  eiy  les  deux  équations 

x-hy  :=^a 
4xy  —  b. 

On  en  tire,  par  combinaison,  la  relation 

(x  -  yy  zza*  —  b. 

Si  X  et  y,  et  par  suite  {x  —  y),  sont  commensurables,  il  faut 
supposer  que  a^  —  b  est  un  carré  parfait. 

Soit,  a*  —  b:=:  k\  k  étant  un  nombre  positif  représentant  la 
valeur  arithmétique  de  la  racine  carrée  de  cr  —  b,  et  soit  a:,  le 
plus  grand  des  deux  nombrjs  cherchés.  On  a 

X  —  y  zzk. 
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par  suite , 

/           a-hk 
xzz 

2 

a  —  k 


y  — 


•À 


et  finalement 


C*est  la  fonniile  cherchée. 

18IS.  Remarque  I.  Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  pré- 
cède que  X  et  y  étaient  des  nombres  commensurables.  On 
peut  remarquer  que  la  transformation  que  nous  venons 
d'effectuer  peut  être  encore  employée  dans  le  cas  où  x  et  y 
sont  incoînmensurables.  Mais  alors  cette  transformation  (au 
moins,  au  point  de  vue  pratique)  n'est  pas  avantageuse. 

En  effet  on  satisfait  à  Fégalilé  (2),  quels  que  soient  x  et  y,  en 
posant 


x-{-y^iLa 
\xy  zz  b. 


On  tire  de  ces  équations 


a 


xz=:-'-\--\/a  — b 
9.      2 


''     '  /: 


y  rz v/ar—  h. 

2       2 


On  a  donc 


(A)     \a-h}/b=:\ h  V • 


À  À 


Cette  identité  a  lieu  quels  que  soient  a  et  b,  mais  elle  n*est 
avantageuse  que  si  (a*  —  b)  est  un  carré  parfait. 

183.  Remarque  II.  \jn  calcul  tout  semblable  donne  la 
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ipansformationderirrationnellei/^  —  y'^, en  une  expression 

de  la  forme  [sjx  —  yjy) 
Les  signes  étant  explicites,  on  trouve 


(B)    v/a-V6  =  \/^i^^^-\/^^— • 

184.  Remarque  Ol.Zorsgt/e  le  dernier  terme  q,  de  té- 
quation  bicarrée 

x^  -{-px*  +  y  n:  o 

est  un  carré  parfait^  la  transformation  précédente  s'applique 
avantageusement. 
On  a  en  effet  : 


Prenons,  par  exemple,  la  racine  x^ 


La  quantité  (a*  —  6),  dont  il  a  été  question  tout  à  Tlieure, 
est  ici  égale  à  g.  Si  9  est  un  carré  parfait  la  transformation  est 
donc  avantageuse 

1S&,  Exemple.  Résoudre  l'équation 

Posons 

x'zzpy 
on  trouve 

y  — 4±v/i2. 

Considérons  Tune  des  racines  a?,, 
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On  a,  ici,  a"  —  6  zz  4  ;  par  conséquent  A:  —  a,  et,  par  suite, 

a-hk      ^     a  —  k 

'À  2 

On  trouve  ainsi 

Les  autres  racines  sont  : 

x,=iv/3— t 

•Tj  —  ~~~  X^ 

ou,  a près,  * 

iOOO 

x^  zi  2,73a 

a?,  zz  0,732 
—  jr,  — 2,73a 
' —  x^zz.  0,732. 

186.  Remarque  If.  Si  Ton  suppose  que  {a^  —  b)  soit  né- 
gatif; les  formules  (A)  et  (B)  sont,  bien  entendu,  toujours 
exactes  ;  mais  elles  n'offrent,  en  général,  aucune  utilité  parce 
que  les  seconds  membres  sont  imaginaires.  Ainsi;  d'après  la 
formule  (A),  on  a 


si  Ton  cherche,  d'autre  part,  à  débarrasser  le  second  membre 
des  imaginaires  qu'il  renferme  ;  si  l'on  pose 


^  -h'xi 


on  a 


yJt^=A  +  Bi, 


\/^EE=x-Bi. 
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On  trouve  alors,  par  le  calcul  que  nous  avons  fait  connaître 
précédemment,  pour  extraire  la  racine  carrée  d'une  quanlilé 
imaginaire, 

On  retombe  ainsi  sur  la  quantité  même  que  Ton  voulait 
transformer.  Il  n'en  pouvait  être  différemment. 
L'égalité 

\/i  4- v^'3  z=  (A -h  n/) -+.(\  -  BO 
donne,  en  effet, 


-  -  \/i  -^v/'3. 


On  rencontre  ici  un  exemple  de  ces  impossibilités  algébri- 
ques, impossibilités  qu'on  nepeutpas  toujours  prévoir à;>n'ofî, 
mais  que  révèle  le  calcul.  Si  Ton  veut  transformer,  comme 


nous  avons  essayé  de  le  faire,  l'expression  i/ i  -f-v^^;  on  ob- 
tient des  quantités,  en  apparence,  imaginaires  :  et  si  l'on 
cherche  à  débarrasser  ces  expressions,  des  imaginaires 
qu'elles  semblent  renfermer,  on  retombe  sur  le  point  de 
départ;  nous  voulons  dire  sur  l'expression  qu'on  voulait 
transformer.  C'est  là  un  de  ces  cas  irréductibles,  dont  l'ana- 
lyse offre  quelques  exemples  curieux,  et  qui  semblent  cons- 
tituer comme  un  cercle  vicieux  algébrique. 

189.  Irratioanelles  cubiques.  Nous  terminerons  celte 
leçon  en  montrant  comment  on  peut,  dans  quelques  cas  sim- 
ples, transformer  des  expressions  renfermant  des  radicaux  du 
troisième  degré. 

1^  Soit  la  quantité  cZ^, 

_       V 

L'identité 

a'  -h  b':^{a-h  b)(a'  -  àb  -h  ^*), 
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donne 

a  +  6  =  (Va  4-  Vs)  (V?  -  V^+  Vfi")  • 

V 

On  a  donc 


xzz: 


a-h6 


Le  déûominaleur  de  x  est  alors  rationnel. 
2*  soit  maintenant  la  quantité  x. 


Va  +  \^6  +  Vy 
L'identité 
û'4.6'4-  c'—  :i«6c  =  (a -+- 6  -f-  c)(a'-|-  6*  +  c*—  «6  —  ûc  -  bc), 

prouve  que  si  Ton  pose 

3-      ,      3- 3,- 

azzs'x,    6~V6,     c  — Vy; 

et 

3  "i      3  ";      3,"r      3  —      3, —      -^  r~" 
w  z=  Va  -+-  V 6  -h  Vï  —  \  ao  —  V  «Y  ~  V^Y 

on  a 

P.  7^ 
xzz ■ 


a+  5-l-Y~  \  27a6Y 

Si  a^Y  est  un  cube,  la  transformation  de  x  se  trouve  effec- 
luéc;  le  nouveau  dénominateur  est  rationnel  :  si  non,  on  re- 
marquen  que  celui-ci  peut  s'écrire 


3 


'Y(a4-6-hYr+V— -^J^eY. 

et  Ton  retombe  dans  le  cas  traité  précédemment. 
3*  Soit  enfin  la  quantité  x, 


Va  +  V6  +  Va'+Nê' 


486  QUATORZIÈME  LEÇON 

a       6 

et  supposons  que  l'on  ait—iz-.  On  voit  facilement  que  le 

a      6' 

dénominateur  est  le  produit  de  deux  facteurs  de  la  forme 
'^U  -h  ^ V,  et  Ton  retombe  dans  le  premier  cas. 


EXERCICES 

1.  Démontrer  que  la  somme  de  deux  radicaux  carrés,  radicaux  porlaiU 
sur  des  quantités  commensurables  et  qui  ne  sont  pas  campés  parfaits,  n'etl 
jamais  une  quantité  rationnelle. 

Si  l'on  avait 

on  aurait  donc 

ce  qui  prouve  que  py  serait  rationnel  ;  on  a  d'ailleurs 

s.  Démontrer  que  si  a,  p,  y  $  désignent  des  quantités  commensurables  et 
«  p,  y  Ô  7te  sont  pas  des  carrés  parfaits^  on  ne  peut  pas  avoir 

On  élève  Tégalité  au  carré  et,  par  une  combinaison  évidente,  on  est 
conduit  À  l'égalité  a*  =  y  ou  a*  =  ô  qui  sont  Tune  et  l'autre  incompatibles 
avec  l'hypothèse. 


S.  Démontrer  que  si  h  n'est  pas  un  carré  parfait  la  quantité  y/a+Vb 

n'est  pas  réductible  à  la  forme  Vx  +  V^  »  ^  ^'  y  ^^û?i<  commensurables. 
Par  deux  élévations  au  carré,  successives,  on  trouve 

6,  n'étant  pas  un  carré  parfait  il  faudrait  {Ex.  I)  que  Ton  eut 

{X'^ry  —  ay+^xy  —  o 
b  zi  i^xy  (a;  -f- y  —  a)* 

la  première  égalité  est  impossible  si  l'on  suppose  x  et  y  positiTs. 
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4.  Vérifier  que  L'on  a  : 


On  désigoe  par  x  la  somme  des  deux  radicaux  cubiques  proposés  et  on 
tût  voir  que  ce  nombre  x  sutifait  à  l'équatioo 

o;' — 2a;  +  4  =  o 

x=  — ^  est  QDe  racine  de  cette  équation;  les  deux  autres  racines  sont 
imaginaires. 

S.  Résoudre  Véquation 

ay*  +  2y*(a—  2b)  +  azzo 

on  troaye,  en  appliquant  la  transformation  des  irrationnelles, 


yzz±^b±}/b'-a. 

C.  Transformer  la  quantité  irrationnelle  u, 

u:^\a  +  ^b  +^c-h)/d 
en  un  produit 

(v/i+\/y){v'X4-v^)- 

Montrer  que  si  ton  a 

a*d  zz  bc 

la  transformation  est  toujours  possible,  et  que  si  (a*  —  b)  et  (a*  —  c)  sont 
dm  carrés  parfaits,  elle  est  avantageuse . 
L'égalité 


donne  : 

a-hy/b-^y/c-^y/d  =  (x+y-h'iy/xy)  (x  +  Y-+- 2 v^XY) 

et  Ton  satisfait  à  cette  égalité  en  posant  : 

\b  =  i{x  +  yrx\' 
d=:i6xyXY 
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Ces  équations  sont  incompatibles  si  Ton  n'a  pas  a*d  =  6c.  Si  ron  suppos« 
a*d  =  6*c,  le  système  est  indéterminé.  Cette  indétermination  s'explique  aisé- 
ment au  moyen  de  l'identité 

Cette  identité  a  lieu,  quelque  soit  X;  elle  prouve  donc  que  la  décompo- 
sition est  possible  d'une  infinité  de  façons. 

On  profite  de  et^tte  indétermination  pour  poser  x-^y=i\  et  l'on  obtient 
finalement 


2  sa* 

1        t 

^      a      1    

2  2  * 


a      1 

2  2 


Y  =  -— -y/a»-^ 


7.  Transformer  Va  +  \/b  ^71  «ne  somme  de  deux  radicaux  simples. 

Démontrer  que  si  (  a*  —  b  )  est  une  quatrième  puissance  exacte  et  fl 

,     rz — r  • 

*    '       est  un  carré  parfait  la  transfoi^mtion  est  avantageuse. 

j 

Exemple  : 

La  trajis formation  est  encore  avantageuse,  mais  à   un  degré  moindre 
quand  la  première  condition  est  seule  remplie. 
Exempte  : 


V^Î^=\/î±A^-4-V^vlz:^. 


2  2 


8.  Transformer  les  expressions 


xzn 


\/2-f-vG-h'i/i8 


H 


On  trouve 


EXERCICES 

y- 

1 

"37          3  —    , 

y4— y-i-h  1 

X 

3,~~         3/7 

"■        4 

y 

3/~ 
0 

i«9 


•.  Ti-ansformer  la  quantité  irrationnelle  x. 


x:=:—:r 


v/a  -h  v^  -f-  y/c-h\/a'  -H  y/ô'  -h  v/'c' 

fuoAd  on  suppose  que  Von  a 

a'  ""  6'  ■"  & 
!•.  Transformer  Vexpression 


(Lacroix.) 
On  trouve 

x:=i{a-\-b)-\'{a  —  b)yJ—i' 

fi.  Transformer  Veocpression 


'       I  b*  I  ,..      «^' 

(F-Acroix.) 
Le  résultat  qu'on  doit  trouver  est 


X  —  yjab  +  Y  a*  —  2a!>  4-  - 


K%.  Dans  qud  cas  est-il  possible  de  transfornicv  l'expression 

3 


X 


=  ^a-h\/b  ? 
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Montrer  que  la  transformée  ne  peut  jamais  être  de  la  forme  Vx-f-  \^  ; 
mais  qu'elle  peut  être,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  X,  de  la  forme 

(Lacroix.) 

La  transformation  devient  avantageuse  en  disposant  de  X  de  façon  que 
X  (a*  —  b)  soit  un  cube  parfait. 
Par  exemple  : 


de  même 


3    . , 

V  2  -4-11  v^ —  i  zz  2  v' —  1 


3  / 


V52  -f-  3o  V3  :=  (2  M-\/3)  V2. 
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INÉGALITÉS. 


tHH,  Définition.  Lorsque  la  différence  entre  deux  quan- 
tités A,  B,  n'est  pas  égale  à  zéro,  on  dit  que  ces  quantité»  sont 
inégales  et  Ton  exprime  ce  fait  en  écrivant 

A;zfBO) 

Si  la  différence  est  positive,  on  dit  que  A  est  plus  grand  que 
B  ;  au  contraire  A  est  plus  petit  que  B  si  la  différence  est  né- 
gative. Dans  le  premier  cas  on  écrit  :  A  >  B  ;  dans  le  second 
A<B.  Dans  les  égalités  que  nous  avons  considérées  jusqu'ici 
nous  avons  distingué  deux  genres  ;  le  premier  était  formé  par 
les  égalités  que  nous  avons  nommées  équations,  ce  sont  celles 
qui  n'ont  lieu  que  pour  certaines  valeurs  attribuées  aux  lettres, 
valeurs  en  nombre  fini,  et  convenablement  choisies  ;  l'autre 
comprenait  les  égalités  que  nous  avons  nommées  identités,  et 
qui  étaient  vériflées  pour  une  infinité  de  valeurs  données  aux 
lettres. 

De  même,  on  peut  distinguer  les  inégalités  en  deux  genres 
suivant  que  l'inégalité  proposée  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs 
numériques  attribuées  aux  lettres;  ou  seulement  pour  des  va- 
leurs qui  peuvent  être  en  nombre  infini,  mais  qui  sont  com^ 
prises  entre  des  limites  bien  déterminées. 

Résoudre  une  inégalité  renfermant  les  lettres  x^  y,,,,  c'est 
chercher  entre  quelles  limites,  bien  déterminées,  peuvent  être 
prises  les  valeurs  de  ces  lettres  pour  que  l'inégalité  soit  véri- 


l.  Lisez  :  A  différent  de  B. 
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fiée.  Si  ces  limites  sont  arbitraires,  c'est-à-dire  si  Tinégalilé      j 
est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  numériques  des  lellres, 
nous  exprimerons  ce  fait  en  disant  que  Vinégalité  est  absolue. 
Ainsi  : 

a*  +  6*  -h  c'  —  aô  —  ac  —  6c  -h  i  >  o 
est  une  inégalité  absolue.  Elle  peut  s*écrire  en  effet  : 

Lia  -  by  + '-{b-cy-h-ic-ay -h  i>o; 

•i  2  2 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnaît  qu'elle  est  vérifiée  quelles  que 
soient  les  valeurs  de  a,  b,  c. 
Au  contraire  l'inégalité  : 

qui  peut  s'écrire, 

n*a  lieu  que  si  la  valeur  de  x  est  prise  dans  Tintervalle  1,  p  : 
co  n'est  donc  pas  une  inégalité  absolue. 

Assez  souvent,  et  notamment  dans  les  discussions  que  sou- 
lèvent les  problèmes  du  second  degré,  on  a  à  résoudre  une 
inégalité,  telle  que  U>o;  mais  on  admet  aussi,  dans  cette 
discussion,  ce  qu'on  peut  appeler  les  valeurs  extrêmes^  celles 
qui  donnent  U  =  o.  On  écrit  alors  que  la  condition  de  possibi- 
lité du  problème  donné  est  U  ;>  o.  Les  valeurs  cherchées  sont, 
dans  ce  cas,  celles  qui  satisfont  :  1°  à  Tinégalité  U>o;  2*à 
réquation  U  =:  o. 

Nous  rappellerons  d'abord  quelques  principes  qui  sont  fon- 
damentaux dans  le  calcul  des  inégalités. 

1S9.  Théorème  I.  On  peut  ajouter  ou  retranchei*  me 
même  quantité  aux  deux  membres  d'une  inégalité. 

H  faut  entendre,  par  cet  énoncé,  qu'au  lieu  de  résoudre 
l'inégalité 

(i)     A>B 
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on  peui  résoudre^  m  étant  positif  ou  négalif,  Tinégalité 

(2)    A+w>B-hm. 
En  effet  on  a 

(3)    A  — B  =  (A-}-w)— (B-hm). 

Si  le  premier  membre  est  positif,  l'autre  Test  aussi  :  Si  la  dif- 
férence (A  +  m)  —  (B  -h  w)  est  positive,  c'est  que,  par  définition 
même  (A  -hm)  est  plus  grand  que  (B  -h  m).  Ainsi  toute  solution 
deTinégalilé  (1)  convient  à  (2).  La  réciproque  est  vraie;  les 
inégalités  (1)  et  (2)  sont  donc  équivalentes. 

190.  C:^orollaire.  On  peut  faire  passer  un  terme  dun  mem- 
bre dans  t autre j  mais  en  changeant  son  signe. 

Soit  l'inégalité 

A>B  +  B'. 

hetranchons  B*  aux  deux  membres,  Tinégalilé 

A— B'>B 

est  équivalente  à  la  proposée,  d'après  le  théorème  précédent, 
et  la  propriété  se  trouve  établie. 

191.  Théorème  il.  On  peut  multiplier  ou  diviser ^  par  un 
facteur  positif  j  les  deux  membres  d'une  inégalité. 

Soit  m  >  o,  je  dis  que 

(i)    A>B 
et 

(2}    Am>Bm 

sont  des  inégalités  équivalentes. 

En  effet,  si  Ton  a  A  >  B,  il  faut  supposer  que  (A  —  B)  est 
positif.  Le  produit  m  (A  —  B)  est  donc  aussi  positif  si  m  est 
positif  comme  nous  l'admettons. 

Mais  on  a 

m  (A  —  B)  s  mk  —  mB . 

i3 
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Ainsi  m  A  —  mB  esl  posilif  ;  ou  a  donc  bien,  d'après  la  défi- 
nition même, 

mX  >  wiB. 

La  réciproque  esl  vraie  et  Ton  reconnait,  de  la  même  façon, 
que  toute  solution  de  (2)  appartient  à  (1);  les  deux  inégalilcs 
peuvent  donc  être  substituées  Tune  à  Taulre. 

199.  Remiftrque.  Ce  principe  a  de  nombreuses  applica- 
tions dans  le  calcul  des  inégalités,  on  Tutilise  notamment  pour 
simplifier  celles-ci  en  supprimant  les  facteurs  communs  aux 
deux  membres  d'une  inégalité,  lorsque  Ton  est  certain  que 
ces  facteurs  sont  positifs.  Si  Ton  aperçoit,  par  exemple,  uu 
facteur  dont  la  forme  algébrique  est  celle  d'un  carré,  ou 
d'une  somme  de  carrés,  on  peut,  purement  et  simplement, 
le  supprimer.  Ainsi  Tinégalité 

8  {x*  —  'ix  +  2)  (^'*  +  2a;  +  I  )  (j;  —  a)  >  u 

peut^  d'après  le  théorème  précédent,  être  remplacée  par  Tiiié- 
galité  plus  simple 

X —  2>  O. 

On  applique  encore  ce  principe  quand  on  a  besoin  de  cto- 
aer  les  dénominateurs  des  inégalités.  Par  exemple^  si  Ton  veul 
résoudre  Tinégalité, 

g    s 


ou 


p    II 


OU  encore 

PS  —  Qll 


>o. 


On  pourra  remplacer  Tinégalité  proposée  par  l'inégalité 
équivalente 

QS(PS-QR)>o. 
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I.  On  peut  multiplier  ou  diviser  les 
deux  membres  dCnne  inégalité  par  un  facteur  négatif  à  la  con- 
dition de  changer  le  sens  de  rinégalité. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  tout  à  fkil  analogue  à 
celle  que  nous  avons  exposée  tout  à  Theure  (§  191). 

lO'l.  IlÉéoréaie  IV  On  peut  ajouter  membre  à  membre 
deux  ou  plusieurs  inégalités  de  même  sens. 
Si  Ton  a  : 

A  >B 
A'>B' 
je  xlis  que  Ton  a  aussi  : 

A  +  A'>B+B'. 

Eu  effet,  (A  — B)  el  (A'  — B')  sont,  par  hypothèse,  des 
quantités  positives  :  leur  somme  est  donc  aussi  positive.  Mais 
on  a  : 

(A  — B)  -f.(A'  —  B';  =  (A  +  A'.j  —  (B  4- B'). 

Le  second  membre  étant  positif,  on  a  bien 

A4-A'>B  +  B'. 

Cette  proposition  étant  vraie  pour  deux  inégalités,  se  géné- 
ralise évidemment  ;  elle  peut  d'ailleurs  s'établir  directement 
pour  un  nombre  quelconque  d'inégalités. 

I9&.  Remarque.  Il  faut  observer  que  les  deux  systèmes 

iA  >B  A>  B  •  ^      /  \ 

A'>B'      "'      A+A'>B  +  B'  j      (■') 

Ht  ionl  jias  équivalents  et  ne  peuvent  pas,  dans  une  discus- 
sion, être  substitués  Tun  à  l'autre.  Sans  doute,  toute  solution 
de  (1)  appartient  à  {^),  mais  la  réciproque  n'a  pas  lieu  néces- 
sairement. On  peut  en  effet  avoir 

A>B 

el 

(A— B)-h(A'  — B0>o 
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sans  avoir 

A'  — B'>o. 

11  suffit  que  la  valeur  négative  attribuée  à  (A'  —  B')  soit,  en 
valeur  absolue,  plus  faible  que  (A  —  B). 

C'est  par  une  raison  semblable  qu'il  n'est  pas  permis  de  re- 
trancher membre  à  membre  deux  inégalités  de  même  sens. 

On  peut  en  effet,  la  chose  est  évidente,  supposer 

A  — B>o 

et 

A'  —  B'  >  o 

sans  avoir  nécessairement  : 

(A-B)  --{A'-B')>o. 

19G.  Théorème  V.  Lorsque  deux  ou  plusieurs  inégalités 
de  mhne  sens,  ont  leurs  membres  positifs;  si  on  les  multiplie, 
membre  à  membre,  Vinégalité  obtenue  peut  être  considérée 
comme  une  conséquence  des  inégalités  proposées. 

Soient  les  deux  inégalités. 

A>B 
et 

A'>B' 

• 

A,  B,  A',  B'  étant  d'ailleurs  des  quantités  positives.  Avanl 
de  démontrer  le  théorème  en  question  nous  ferons  une  re- 
marque générale,  remarque  que  nous  utiliserons  encore 
dans  la  suite,  et  que  nous  énoncerons  ainsi  :  une  inégalité  telle 
que  A  p^  B  peut  toujours  être  remplacée  par  une  égalité 

A  —  B  =:  X  ; 

ta  lettre  X  désignant  une  quantité  dont  le  signe  est  explicite; 
savoir  le  signe  +  si  ton  a  k>B  et  le  signe  —,  si  Pon  suppose 
A  <  B.  On  a  donc  d'après  celte  observation  évidente 

A  z=B  +x 
A'— B'-hy 
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xeiy  étant  plus  grands  que  zéro.  De  ces  égalités  on  déduit  : 

AA'  —  BB'  =  B'x  +By-hxy. 

Le  second  membre  est  essentiellement  positif  puisque  B,  B' 
A  y  représentent  des  nombres  positifs. 
On  a  donc 

AA'  >  BB'. 

Si  Ton  considère  maintenant  plusieurs  inégalités 


On  aura  de  même 


j   A,>B, 

V  P 


A|  rz  Bt  +  a?, 
A,  =  B,  +  X, 

A„  =  B„  +  ir„ 
p       p  *     p 

et  par  suite 

A.A,...Ap  =  (B,+a:,)(Bt-h^.)...(Bp  +  aîp) 
ou 

A,A....Ap-B,B....Bp  =  i;ic,(B,  +  a:,)...(B^  +  a:^). 

Le  second  membre  ne  renferme  que  des  termes  positifs.  On 
a  donc  bien  : 

A,A,...  Ap>  B,B,.  .Bp. 

tM.  Théorème  \E.  Si  Von  a,  entre  deux  quantités  posi- 
tnes,  une  inégalité  ;  on  peut  lui  substituer  V inégalité  obtenue  en 
èlemnl  les  deux  membres  à  une  puissance  quelconque,  et  posi- 
tive. 

Ceci  revient  à  reconnaître  que  l'inégalité  (i)A>Bdans 
laquelle  A  et  B  sont  des  quantités  positives,  est  équivalente  à 
l'inégalité 

(2)    AF>B\ 

P  étant  un  nombre  entier  et  positif. 
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Remarquons  d^abord  que  le  théorème  précédent,  appliqué 
au  cas  particulier  où  Ton  suppose, 


et 


A  M  m>^  A.*  —     •  •  \^  — »  A 
»  ■  p 


B,  =  B,=  ...Bp-B 


donne  bien 

A''>BP. 

Mais  il  faut  encore  démontrer  que  :  réciproquement  toote 
solution  de  l'inégalité  (2)  convient  à  (i).  On  a,  en  effet, 

AP  —  B'' :s:(K  —  B){Ar*  -hBA'^'-  -h ...  +  B*^') 

m 

le  polynôme  A*^'  -h  ...  4-  B*^'  est  constitué  par  des  termes 

tous  positifs  :  par  conséquent  si  A**—  B'*  est  positif,  A— B  Test 
aussi,  nécessairement. 

Remarque.  Sî  les  quantité,^  A,  B  sont  toutes  deux  négatives 
on  peut  encore  élevé)*  les  deux  membres  de  tinégalité  à  une 
puissance  p  quelconque^  mais  il  faut  changer  le  sens  de  Ciné- 
galité,  dans  le  cas  oii  p  est  pair. 

Soit  l'inégalité 

A>B; 

A  et  B  étant,  Tun  et  Tautre  négatifs.  Posons  Azr  —A',  Bn  -  B  ; 
on  a  donc 

A'<B'; 

par  suite,  puisque  A'  et  B'  sont  positifs, 

A"^  <  b'" 
ou 

(-i)''A'^<(-l)'^B^ 

Si  p  est  pair  on  peut  diviser  par  (  —  1)'*,  et  il  reste 

A'  <  B''  ; 
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Si  p  est  impair,  on  peut  encore  diviser  par  {  —  i'fy  mais  il 
faut  changer  le  sens  de  l'inégalité  et,  dans  ce  cas,  Ton  oblienl 
rinégalité 

A''  >  B**  ; 

lf>8.  Théorème  VII.  Si  ton  a,  entre  des  quantités  posi- 
tives A,  B;  A',  B';  les  deux  inégalités 

A>B 
A'<B' 


on  a  aussi 


Posons 


A'^B'* 


A  —  B  hx 


el 


A'-B'-y, 

ar  et  y  sont  alors  des  quantités  positive?.  On  a  donc 

A       B  _B-i-x      B 
A'     B'"^B'  — y'~B' 
ou 

A—il— 5jLii?y 

A'     B'""     A'B'     " 

I  A 

Le  second  membre  est  essentiellement  positif;  ainsi  — 

A' 

est  plus  grand  que—. 

B 

109.  Théorème  Vin.  Si  entre  deux  quantités  positives 
^  ^ti on  a  T inégalité  : 

0»  peut  lui  substituer  Vinégalité  plus  simple, 

A>B; 
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p  désignant  un  nombre  entier  et  positif. 
Celte  pi-opriélé  est  la  conséquence  évidente  dé  Tidenlité 

AP  —  BP  =:  (A  —  B)  (A'^^' -h  BA''"^ -h  . .. -h  tf^*  ). 

ftOO.  Théorème  IX.  Si  des  quantités  positives  A,  B,  C, 
D,  vérifient  Vinégalitè 

A      C 

elles  satisfont  aussi  à  l'inégalité 

B      D 
A^C 

En  effet,  on  a  d'abord  :  AD—  BC>o.  Divisons  par  le  pro- 
duit positif  AC,  il  vient 

D      B^ 

ou, 

A^C 

On  exprime  quelquefois  cette  propriété  en  disant  qu'on 
peut  renverser  les  deux  membres  d'une  inégalité,  mais  en 
changeant  le  sens  de  celle-ci. 

RÉSOLUTION    DES    INÉGALITÉS. 

901.  La  méthode  la  plus  générale  que  Ton  puisse  indiquer 
pour  résoudre  les  inégalités  rationnelles  algébriques  qui  ren- 
ferment une  variable  x,  consiste  à  faire  passer  tous  les  termes 
de  Tinégalité  proposée  dans  un  des  deux  membres.  On  donne 
à  celui-ci  la  forme  entière,  chose  toujours  possible,  et  Ton  est 
ainsi  ramené  à  discuter  Finégalilé 

f{x)>o, 

f  (x)  désignant  une  fonction  entière  de  x.  On  décompose 


INÉGALITÉS  201 

alors  celle-ci  en  facteurs  binômes  de  la  forme  {x  -^  x)  eu  en 
bcleurs  de  degré  supérieur  mais  dont  le  signe  soit  connu.  Le 
signe  de  f(x)  est  alors  bien  déterminé,  pour  une  valeur  don- 
née de  X. 

Prenons,  pour  montrer  une  application  de  cette  méthode, 
l'exemple  suivant  ; 

jr*-f-3       2  ( J7 —  i) 
^^^a;*(a?'  — 4)' 

Écrivons  d'abord  cette  inégalité  sous  la  forme 

X*  -h^       2  (  j?  —  <  ) 


a;*  — 4     x'{a^  —  à) 


>«, 


ou 


ou  encore 


X*  (x'  —  4) 

(j?*--4)  (a;*  +  3ir"  —  «a:  +  2)  >  o. 

ici  se  présente  une  difficulté  qui  porte  sur  la  détermination 
du  signe  de  la  fonction 

j:;*  h-  3a;*  —  2a;  4-  2. 

Eneffety  on  ne  sait  pas,  en  général,  décomposer  en  facteurs 
binômes  les  polynômes  dont  le  degré  est  supérieure  2. 

Mais  cette  décomposition  n^est  pas  toujours  nécessaire  pour 
résoudre  Tinégalité.  Il  suffit  évidemment,  pour  la  discussion 
qai  nous  occupe,  que  Ton  soit  fixé  sur  le  signe  du  facteur. 
Cest  ainsi  que,  dans  Texemple  proposé,  ayant  observé  que 
Ton  a 

x^  H-  3a;'  —  2X-h  2  s:  (a?*  -h  t)  *+  {x—  1/  ; 

on  peut  affirmer  que  celte  fonction  est  constamment  positive. 
Dès  lors  Tinégalité  donnée  revient  à  celle-ci, 

(a?  — 2)  (a;-l-2)>o; 

inégalité  qui  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ne 
sont  pas  comprises  dans  l'intervalle  —  (2  -h  2). 
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1H^9.  Inéjj^lités  quadniÉiquefir.  Nous  appelons  ainsi  les 
inégalités  qui  ramenées  h  la  forme  f(x)  >  o,  sont  telles  que  la 
fonction  entière  f(x),  puisse  être  décomposée  en  facteurs  du 
premier,  ou  du  second  degré,  au  plus. 

i«  Soit  d'abord  l'inégalité 

(i)    rfx  +  b>a'x  +  b' 
ou 

dans  laquelle  on  suppose,  bien  entendu,  a  —  «'  ^  o.  On  peut 
donc  écrire  l'inégalité  (i),  sous  la  forme 


Si  Ton  suppose  «  —  a'  >  o,  les  valeurs  de  x  qu'il  faut  choi- 

b--  b' 

sir  sont  celles  qui  sont  supérieures  à ;    si    Ton  a 

a  —  a' 

a— a'  <o  on  doit  prendre,  au  contraire,  les  valeurs  de  x  infé- 

neuresa -. 

a  — a' 

2"  Proposons-nous  maintenant  de  résoudre  Tinégalilé 

a  A*  "t  ôx  -f-  c  >  n'x*  ■{-  b'x  -f-  c' 

ou 

V>o 
en  posant  r 

V  ==  (a  — a')  x'  +  {b  —  h')x  -hc  —  c'. 

Si  (a—  a')  est  nul  on  retombe  dans  le  cas  précédent.  Sup- 
posons donc  {a  —  a*)  ^  o  et  distinguons  trois  cas,  suivant  que 
la  quantité  V 

est  positive,  nulle  ou  négative. 
Pr&iniei*  cas.  (U  >  o).  On  a 

V=:(a-a')(.r     x'){x^x') 
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of'  et  af  étant  les  racines  de  Téquation  V  zz  o.  Si  l'on  a  (a  —  a') 
>o  les  valeurs  cherchées  pour  x  sont  celles  qui  ne  sont  pas 
comprises  entre  les  limites  x'^o:^.  La  conclusion  est  inverse 
si  Ton  suppose  a  —  a'  <  o. 
Deuxième  cas.  (U  —  o).  Dans  ce  cas  on  a 

y^ia^af)\x^4^Y\ 

Le  second  facteur  est  toujours  positif,  sauf  pour  la  valeur 

0  —  6' 
XZ1-- -.  Si  l'on  a  a  —  a'  >  o,  Tinégalité  est  vérifiée  pour 

2(a— a') 

lODtes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour  x  ir  — —  ;  si,  au  con- 

'^  a  (a— a') 

Iraîre,  on  suppose  a-  a'<o,  il  n'y  a  aucune  solution  à  l'iné- 
galité proposée. 

Troisième  cas,  U< o.  Nous  avons  vu  que,  dans  cette  hypo- 
lhèse,le  trinôme  V  conservait  toujours  le  signe  de  son  premier 
lerme;  si  {a  —  a')  est  positif,  l'inégalité  est  absolue;  si  (a  —  a') 
est  négatif  aucun  nombre  ne  peut  la  résoudre;  l'inégalité  est 
impossible. 

y  Considérons  maintena  nt  l'inégalité 


ax 


a*x-\-b 


-'>Zi 


2X+?. 


a'ic-f-fi' 


Elle  peut  s'écrire,  en  utilisant  la  transformation  indiquée 
plus  haut. 


(«'jp  +  b')  (x'x  +  g)  {Ax*  +  lir  ^-  C)  >  o  ; 


en  posant 


A=: 


B  = 


C  r= 


a  a 

r      / 

a  a 

a  0 
a' g' 
b  ^ 
b'  g' 


f- 


b     OL 
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La  discussion  est  ainsi  ramenée  à  celle  du  trinôme  hx*-^ 
Er +C  ;  et  Ton  vient  de  voir  comment  cette  discussion  peut 
être  faite» 

Remarque.  Nous  avons  supposé 


et  aussi 


a 

b 

a' 

b' 

X 

P 

1 

X 

P' 

o, 


o. 


Si  Tune  ou  Tautre  de  ces  expressions  était  nulle,  Tune  des 
fractions  proposées  serait  constante  et  Tinégalilé  proposée 
s'écrirait 

aœ  +  b        g 
ou  encore 


Sous  cette  forme,  sa  discussion  n  offre  aucune  difficulté. 
4*  Considérons  enfin  Tinégalité 

7  >-• 


a'x*-hà'x  +  c' 
Elle  peut  s'écrire  sous  la  forme 


Le  pi*emier  membre  est  un  produit  de  deux  facteurs  tri- 
nômes du  second  degré,  et  Ton  peut  résoudre  cette  inégalité 
en  suivant  la  marche  indiquée  plus  haut. 

Remarque.  En  dehors  des  cas  que  nous  venons  d'exami- 
ner le  problème  qui  vient  de  nous  occuper,  ne  peut  pas  en 
général  être  résolu,  du  moins  par  les  méthodes  élémentaires, 
les  inégalités  cessant  d'être  quadratiques.  Ce  n'est  plus  que 
dans  des  cas  particuliers  que  Ton  peut  opérer  leur  discus- 
sion. 
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bésalliés  irrationnelles.  Les  inégalités  renfer- 
mant des  radicaux  présentent  une  difficulté  particulière  qui 
tient  à  la  discussion  du  signe  des  fonctions  soumises  à  ces 
radicaux. 

Nous  indiquerons  rapidement,  sur  un  exemple  simple,  tel 
que  celui  que  fournit  l'inégalité 


V  (x  —  i){x  —  'i)  >  X  —  3, 

la  marche  qu'il  £aiut  suivre  dans  ces  discussions. 

Nous  supposons  explicitement  que  le  radical  est  pris  avec 
le  signe  +,  pour  que  l'inégalité  soit  bien  déterminée. 

La  variation  de  x  ne  peut  évidemment  avoir  lieu  qu'entre 
—  »  et  1,  ou  entre  a  et  -f-oo.  D'ailleurs  l'inégalité  a  lieu,  visi- 
blement, pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  n'étant  pas  com- 
prises entre  i  et  2,  sont  inférieures  à  3. 

On  a  donc  déjà,  pour  les  valeurs  cherchées  de  x,  toutes 
œlles  de  Tintervalle  (  —  «>,-+- 1)  ;  et  aussi  celles  de  l'intervalle 
{h  3). 

Supposons  maintenant  que  x  soit  plus  grand  que  3.  Les 
deux  membres  étant  positifs  on  peut  les  élever  au  carré  et 
chercher  les  nombres  qui  satisfont  à  l'inégalité  : 

ic' —  3^-4-2  >a;'  — 6a?  +  9 
ou 

x-Z>o. 

Celle-ci  est  vérifiée  par  tous  les  nombres  supérieurs  à  3.  En 
résumé  les  solutions  cherchées  sont  celles  qui  sont  comprises 
entre  -  od  et  -4-  i  et  entre  -h  2  et -h  ». 
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I.  Démontrer  que  si  ai,  aj,.  •  •««;  sont  des  nombres  différentSy  positifs  et 
'wférieun  à  funitéf  on  a  toujours 

2"'. a,. a,  ...a„<C^- : : : x 
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Ou  éUibiit  dHibord  l'identité 


-s-  V 


puis  lou  remorque  que  lou  a,  quel  que  soil  a, 

S.  Démontrer  que  si  ii|.  419. .  .a.,  6'07i/  des  nombres  qui  ne  sont  pas  tout 
éijaux  on  a 

Pour  résoudre  cette  que^liou  ou  pourra  se  servir  de  riucgalilé  absolue 

S(a-g)'>o. 

3.  Démontrer^  avec  la  même  hypothèse  sur  les  nomtfres  ii|,  a 3.  .a..  ItHé- 
fjalité  absolue 

Ou  cousidère  les  inégalités 

X*  -|-  «f  H-  aî  —  Jca^   -  jt'fl,  —  f/,a,  >  o 


j;*  -f-  ai  -f-  «7  -  X(/   —  xa^  —  aia^  >  o, 

P  M  P 


■p      '      '   V  p  ""1  "P 

4.  Démonlver  que  Von  a  Cinéyalitè  absolue 

px*  —  1%  (a,  f  «^  -f. . . .  -4-  it^^—p*)  +  aj  -f-  . . .  a^-,  —  2/?  (a,  -f  a. 

On  peut,  pur  un  groui»eiueut  couveuable,  rauieuer  le  premier  meuibrt^à 
la  forme 

s  (a, -/-a)'. 

Ou  peut  aussi  suivre  la  méthode  géuérale.  Ou  cousidère  le  triuouie  du 
second  degré  eu  a 

Aa«  +  Ba4-C, 

et  lou  moutre  que  lou  a  ici 

B*-4AG<o; 

ou  trouve,  eu  effet,  TluégallUf  de  lexercice  (2). 
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S.  Vérifier  que  les  deux  éyalUés 

p[p'—p)-'^{q—Q')^^ 

entraînent  :  ou  p  =  pt,et  par  suite  q:=zq';  ou  p«  —  4y  =  o,  si  p  —p'^o. 
On  ^opposera  p—p'  ^o  et  ou  formera  avec  les  égalités  proposées  les 
(leax  combiuaisous 

yf{q-hq'):^iQp'    etc... 

i.  Oh  ojiuidère  les  /raclions  ifiéyaleSf  et  rangées  par  ordre  de  yrandeur 
aroitsanle 

b:  V  "•  ^ 

tl  Cm  propose  de  démontrer  i«  que  le  nombre  Z 

a^  4- a,  h  ..   -f- tf 


Z=r 


t',  -t-  t/,  -T-  ..  .    h^^ 


id  Compris  entre 


-',     et     J^- 

^  V 

2-*  que  la  différence  Z  —  —  e^t  plus  yrandeque 


*'U.      t>J\b,       6,  +  6,4-...aJ 


Ou  pourra  poser  : 


208  QUINZIÈME  LEÇON 

On  aura  aiusi 


a,  _a^  —  b^x,  _  «3  —  M,  _       _  ^P~*p^i 


—  —  _-      —  p-' 

On  doit  remarquer  aussi  que  Ton  a 

X»  ^^  *^lf       ^3  *<^^  *^i  -^^  **^i .  •  1  CIC  .  • 

•y.  Résoudre  l'inégalité 

(i+a*)V. 
(a  +  &)•  ^  * 

8.  Démontrer  que  si  a,  b,  o,. .  .k,  1,  représentent  des  quantkés  qui  ne  sont 
pas  toutes  égales,  et  qui  sont  supposées  en  nombre  p,  o/t  a  : 


ya,b ...  k.l<^ 

(Cauchy.) 
1*  Le  théorème  est  vrai  pour />  =  j;  il  résulte  de  l'identité 

^       ■a:-+-b\'     /a  —  bY 
ao 


=m-r-^T- 


j*  La  propriété  8*étend  à  4  nombres  car 

< 


4,-7—;      4/   -T     /— ;      Jab-^Jcd  2 

yjabcd^:  \\ab.\cd<^- ^^ — 


2 

ou 

a-hb  +  c-\'d 


\abcd  <Z 


4 


3*  On  généralise  la  remarque  précédente  pour  8,  16, . . .  2^,  uombres. 

4*  Pour  établir  le  théorème  général  il  suffira,  d'après  ce  qal  précède,  de 
vérifier  que  s'il  est  vrai  pour  {p-\-i)  nombres,  il  est  vrai  pour  p. 

Cette  méthode  inverse  de  celle  qui  est  ordinairement  suivie  pour  la  géoô- 
ralisation  d'une  propriété,  est  remarquable  ;  elle  a  été  employée  par  Cauchy 
pour  établir  le  théorème  qui  nous  occupe. 

On  a  par  hypothèse 


P+J 


ya.ô.c  .. .  A^  ^ra,b.,,k^a.b.c,k 
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U  théorème  étaiil  vrai  pour  ip+i)  quautités,  ou  peut  écrire 


/H-i 


Y  a.b...k'yjab..,k< — ' —^ 

Rtmanfue.  La  racine,  d*indi«*c  p,  ilu  produit  de  p  nombres,  s  appellt^ 
qa^'Iquefois  movenue  géométrique  :  le  th<^orcme  do  Caucby  peut,  en  adop- 
tant cette  expression,  s'énooeer  aïDsî  :  la  moyenne  géométrique  est  tou- 
jours inférieure  à  la  moyenne  arithmétique. 

•.  Démontrer  que  la  moyenne  harmonique  est  toujours  plus  grande  que 
fa  moyenne  géométrique. 

((hi  appelle  moyeuue  harmonique,  un  nombre  égal  à  p  fois  Tinverse  do 
la  somme  des  inverses  des  nombres  donnés.) 
L'iu^galité 

P 


\  a .  ^ . . .  A* .  <  > 


1       1  1 

au  l 


que  loo  propose  de  démontrer,  est  la  conséquence  immédiate  du  théorème 
prfcWlent.  C»n  a,  en  effet,  d'après  re  théorème, 

1        1  1 


f  /i     I         I       a      b        '        f 


3 


1#.  tfemontrer  que  l'on  o,  a  étattt  différent  de  h 

4 
et,  plus  généralement  f 


'À      I  'i 

^tiant  un  twmbre  entier  positif ,) 
Étendre  ce  théorème  à  des  quantités  positives  a,  b,  c,. .  .k,  I,  pn  7iomhrc  p. 
1*  L'inégalité  (i)  revient  à  celle-ci,  qui  est  évidente 

(^  -^  y)  (^  —  y)'  >  " 

i*  L'inégalité  (:i),  eu  posant 

b  :=,X  —  X 

i4 


210  QUINZIÈME  LEÇON 

se  transforme  et  devient  l'inégalité  évidente 

o  <  Cfca*a;*"'-h  cl^-'^x^'^  -h  . . . 

3°  Pour  généraliser  la  propriété  et  retendre  à  p  quantités  positives,  ou 
suit  la  marche  Indiquée  dans  rezercice  précédent. 

On  remarque  d'abord  que  le  théorème  est  vrai  pour  quatre  nombres 
a,  b,  Cf  d^  car 


mais  ou  a  vu  que 


'a  +  b\''  ^a'^  +  b^ 


m 


< 


2 


'c-+-rf\*     c*  +  rf* 


(^) 


< 


on  a  donc 


(a  ^  b  ^  c^dT     a''  -hb"  +  c''  +  d' 


Ainsi  le  théorème  est  vrai  pour  jf^,H,iiù.,.  quantités  positives.  Eufiu 
on  montre  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  (/^-HO  quantités  a,bf,.,kj,m: 
il  est  vrai  aussi  pour  les p  quantités  a,  b,,..kf  /. 

On  remarque  à  cet  effet  que  : 

(a+6-l-...-+-/)     a+6+...+/H 


aH-6+...-)-/ p 


p  p-hi  p-hi 

ou  a  donc 


fi.  ^^Oi'e/if  p  nombres  en  progression  arithmétique^  a,  b...  k,  \y démontrer 
que  Von  a 

•2 

jo    Ç^a ,b.  ,J^ \aL 
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Pour  la  première  propriété  on  peut  appliquer  le  théorème  de  Cauchy,  et 
la  formule  eonnae, 


a-hb'\-...  +  lzz^(a  +  l). 


Pour  l'antre  propriété,  on  appelle  r  la  raison  de  la  progression,  et  on 
forme  le  tableau  suivant  : 

al:=ial 

a*  z:  (a  -f-  r)  (/  —  r)  iz  af  -f-  (p  —  a)  r* 

cA  —  (a -4- ar) (/  —  ar)  —  a/-f-2  {p  —  3) r* 


0&  a,  par  suite, 


kb>al 
hc^al 

•  •   •  ■ 
alzz.al 


•loù 


{ahc...klf>{alf 

Afplkatm,  On  a,  p  étant  entier  et  positif, 


(Todhunter.) 
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FRACTIONS  CONTINUES 


ie04l.  Définitions.  Imagiaons  des  nombres  tp,Up_piy . 

etc. . .  se  déduisant  les  uns  des  autres  au  moyen  de  la  relation 
de  récurrence 

Cette  égalité,  dans  laquelle  les  coefficients  a^  et  b^  peuveul 

être  supposés  fixes,  ou,  flans  d'autres  cas,  variables  avec  p, 
permet  de  calculer  U,  connaissant  U,  ;  puis  Uj  connaissant  l\, 
etc. ...  On  peut  écrire  l'expression  de  U^  sous  la  forme 

b„ 


On  a  donc 


P         P       /»       J IL—,  • 


et,  finalement, 


U.  =  «.  +  r^  .  V. 


V 


'Il      *'l 

•  +  «•  +  7^. 


Ces  formes  algébriques  représentent,  dans  l'acception  la 
plus  générale  du  mot,  les  fractions  continues. 

On  considère  plus  ordinairement,  et  nous  nous  occuperons 
exclusivement,  de  fractions  continues  d'un  genre  particulier, 


FRACTIONS  CONTINUES  2!  3 

de  celles  qui  correspondent  aux  hypothèses  suivantes  : 
lO  tous  les  coefficients  ^,,  b^. , ,  b  sont  égaux  à+ 1 

a*  tous  les  coefficients  a„  a^. . .  a^,  et  le  terme  initial  U,,  re- 
présentent des  nombres  positifs  et  entiers. 

IBUft.  Orî^ne  des  liraetions  c^ntinaes.  Nous  ferons 
remarquer  d*abord  comment  ces  fractions  continues  particu- 
lières s'introduisent,  par  une  voie  naturelle,  dans  l'analyse. 
Imaginons  une  quantité  quelconque  x,  commensurable  ou 
noD;  cette  quantité  est  nécessairement  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs  a,  et  a^-j-  \.  On  peut  donc  poser 

(i)    xzza^-h  —  , 
X  étant  supposé  plus  grand  que  lunité.  L'égalité  (1)  donne 


x^- 


X —  n^ 


La  quantité— ^esl,  elle  aussi,  comprise  entre  deux  nom- 

bres  entiers  consécutifs  a„  </,  -f  i  ;  a,  étant  au  moins  égal  à 
l'unité.  On  peut  donc  écrire 

X, 

avec  la  condition  ar,  >  1 . 

En  continuant  ce  raisonnement  on  a,  pour  déterminer  œ, 
la  formule 

x^za.A —       I 

«,H 

«s 


C'est  une  fraction  continue,  dans  le  sens  restreint  et  ordi- 
naire du  mot;  a,,  a„  (73...  sont  des  nombres  entiers,  positifs  ; 
a,  seul,  peut  être  nul. 

Dans  rétude  que  nous  allons  faire  des  fractions  continues 
nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  «t  «»  •  •  •  ^p*  sont  en 


214  SEIZIÈME  LEÇON 

nombre  fini.  Ces  quantités  sont  appelées  les  éléments  de  la 
fraction  continue  ;  on  les  nomme  aussi  quotients  incomplets. 
Pour  abréger  récriture,  nous  représenterons  quelquefois 
par  la  notation  symbolique 

la  fraction  continue  dont  les  éléments  sont  :  a^,  a, ...  a^. 

MM.  Théorème  I.  Toute  fraction  continue  limitée  est  m 
nombre  commensurable. 
Soit 


i 

.H —  ; 

On  a,  par  suite, 

1                  1 

—  n     1 .  — . 

Mj  -f  — 

x  —  a^              Gi  r 

i 

• 

•.-+--. 
«. 

Faisons  passer  le  terme  a,  dans  le  membre  de  gauche,  il  vienl 

X  —  ûi  i 

—  ûfs  H . 

1  -h  aia^  —  a^x  «^  -+-  ^ 

En  poursuivant  celle  manière  de  faire,  le  premier  membre 
est  toujours  le  quotient  de  deux  formes  linéaires  de  x.  On  a 
donc,  finalement, 


On  tire  de  celle  égalité 


7LX  -\-i 

=    ««• 

e 

—  6 

X    

^  — 

a'a„ 
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valeur  qui  n'est  ni  nulle,  ni  infinie,  puisque  x  est  compris 
entre  a,  et  a,  -f-  i 

M9.  Remarque.  Le  calcul  de  x,  et  la  démonstration  du 
théorème  précédent,  peuvent  encore  se  faire  en  remarquant 
que  Ton  a 

a 


^n  n 


puis 

elc...  On  arrive  ainsi,  de  proche  en  proche,  à  la  valeur  dfi  x 
qai  est,  d'après  cela,  le  quotient  de  deux  nombres  entiers. 

t09.  Théorème  II.  Réciproquement,  tout  nombre  corn- 
mensurable peut  être  écrit  sous  ta  forme  (Tune  fraction  conti- 
'  nue  limitée. 

.  fl 
Soil  -  le  nombre  proposé  ;  a  et  /;  désignant  des  nombres 

enliers,  premiers  entre  eux.  Nous  supposerons  d'abord  que  a 
est  plus  grand  que  b.  En  cherchant  le  p.  g.  c.  d.  de  a  et  de  b, 
onoblienl  les  égalités  suivantes  : 

a  =  bq^  -h  r, 
b=r,q,~hr. 


Le  dernier  rester,,  élant  d'ailleurs  égal  à  l'unité.  Deces  éga 
îs  on  déduit 

a  1 


b'  "      ib 


(^, 
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b 
r 


-    =y.-+- 


0 


On  a  donc 


^ 


Remarque.  Lorsque  -  est  une  fraction  proprement  (lil(\ 

on  développe  -  en  fraction  continue. 
1^  méthode  précédente,  donne 


h 
a 


^1»  *ï»  ••    *, 


cl.  par  suili», 


rif 
^ 


«',     "^Ij     ^4?     •••      ^ 


)S09.  Théorème  111.  iLe  développement  d/un  nombre  corn- 
mensurable  en  fraction  continue  n'est  possible  que  (Pune  seté 
façon. 

Soit  X  le  nombre  proposé.  Ce  nombre,  développé  en  fraclion 
continue  par  le  procédé  indiqué  tout  h  Theure,  a  donné  le  ré- 
sultat suivant 

(i)    0?=  I  a^,  rtj,  flj,  ...  a„  I 
Supposons  que,  par  une  autre  méthode,  il  soit  possible  de 
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trouver  pour  x  \xn  second  développement  en  fraction  conti- 
nue, tel  que 

(2)    xzz\  OL^,  a„  «j,  ...  a^l. 

Nous  allons  montrer  que  ces  deux  développements  sont 
identiques.  L'égalité  (i)  prouve  que  x  est  compris  entre  les 
deux  nombres  entiers  consécutifs  a^^a^-h^:  Tégalité  (2)  prouve 
à  son  tour  que  x  est  compris  entre  les  deux  nombres  entiers 
consécutifs  «j,  2,  -{-  1.  En  rapprochant  ces  deux  conclusions 

on  voit  que ^1,  zi  a,. 

Cette  première  remarque  étant  faite,  nous  pouvons  écrire 
les  égalités  (1)  et  (2)  de  la  manière  suivante: 


X  —  a, 


X  —  a, 


«,,  rij,  ...  a 


n 


^tj  ^1 •    • • •  ^1 


£n  raisonnant,  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  déduit 
de  là  que  a,  zz  a,.  On  voit  ainsi,  de  proche  en  proche,  que  les 
cléments  a  sont,  deux  à  deux,  égaux  aux  éléments  a. 

^^O,  RêdiiiÉes^  on  fractions  convern^enteM.  Lesp  pre- 
miers éléments  d'une  fraction  continue,  constituent  une  frac- 
lion  continue.  Le  calcul  de  cette  fraction  donne  lieu  à  une 
expression  fractionnaire  dont  nous  désignerons  le  numérateur 
par  X^  et  le  dénominateur  par  Y^.  Nous  poserons  donc 


Y 


a,,  a„  ...  a. 


et  nous  dirons  que  ^  est  la  réduite  tV ordre  p 

p 
On  a,  d*après  cela 

\_a^     X^  _  a^n^-V-  \     X,  _  «,«,«, -f- a^  -h  ff^ 
Y,  ""  I      Y,  a,  Y  s 


a/t, 


— —  — ^—  e  iC  •  •  •  > 
i 
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et,  par  suite, 

(i)    X,  lira,     X,na,ér,-f-i      Xs— a,a,^r3  4-aj +  ^3GIc... 
(2)    Y,  zr  1       Y,  =:  a,  Y3  n  a^a^ -f- 1  etc.. 

911.  Théorème  IV.  Trois  fonctions  X  et  Y  consécutives 
satisfont  aux  relations  de  récurrence 

Les  égalités  (i)  et  (2)  prouvent  que  cette  loi  se  vérifie  pour 
les  trois  premières  fonctions  a:  et  2/.  On  a,  en  effet 

Xj— fl'sX, +  x, 

et 

Supposons  donc  que  la  loi  énoncée  soit  vérifiée  pour  les 
fonctions  X  et  Y  jusqu'à  celles  que  nous  désignons  par  X^, 

et  Y    ,,  inclusivement  ;  admettons,  en  d'autres  termes,  que 

Ton  ail 

^  p- 1  ^p_  1  '  p^i  "^   '  p-3 

X 
Pour  obtenir  —,  il  suffit  de  remplacer,  dans  cette  expression, 

p 


l'élément  o„  nPara    ,4- — .  On  a  donc 

p— I'  r-  p__|  fj 


1 

F 

P 


X        (Vi"^"a  )^p-2-'-V-< 

p  __    • T± 


Celle  égalité  peut  s'écrire 


\       «,.  IV'Vi  +  V:''"*''^' 


p_i 
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Maison  a,  par  hypothèse 

^r-i  ^  %^i^p-i  +  Xp-3 
et 

régalilé  (i)  devient  alors 

On  a  donc,  conformément  à  la  définition  des  fonctions  X 
et  Y, 


et 


^p  —  ^p^p-{  "^  ^p-i' 


P  ""  ^P^P-l  "^  '^p-i* 


La  loi  de  récurrence  des  fonctions  X  et  Y  est  donc  démon- 
trée. 

MIS.  Remarque.  Les  nombres  X   et  Y^  augmentent  sans . 

cesse,  et  croissent  au  delà  de  toute  limite,  en  même  temps  que  p. 
On  a  en  effet 

«t 

La  remarque  en  question  est  la  conséquence  manifeste  de 
ces  inégalités. 

•18.  Théorème  V.  Les  termes  de  deux  réduites  consécu- 
tim 

\       \ 

V      'p-i 

salisfoni,  quel  que  soit  p,  à  l'égalité 
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Celte  propriiHé  se  vérifie  facilement  pour  les  deux  pre- 
mières réduites.  En  effet  les  égalités 

Y,  zz  I       Y,  :r  fl,. 
donnent  bien 

X,Y,  — Y.Xt  =  -'- 


Supposons  donc  que  la  loi  ait  été  reconnue  exa cte  pour  loules 

'^  -,  inclusivement.  Les  relations 


les  réduites,  jusqu'à  -rr^,  inclusivement.  L( 


\p  _  ^ïpX^_,  H-  X^^. 
donnent,  par  combinaison, 

Mais  on  a,  par  hypothèse, 

On  obtient  donc,  finalement  Ja  relation 

I^  loi  est  donc  générale. 

ftH^.  Théorème  VI.  Les  i^éduifes  sont  des  fî^actiom irré- 
ductibles. 
L'égalité  que  nous  venons  d'élablir 

prouve,  en  effet,  que  X^  et  Y^  qui  sont  des  nombres  entiers, 
ne  peuvent  admettre  un  diviseur  commun,  sans  que  ce  nom- 
bre soit  un  diviseur  de  (—  i/-  Ainsi  X^  et  Y^  n'ont  d'autre  di- 
viseur commun  que  Tunité;  ces  deux  nombres  sont  doncpre- 
nn'ers  entre  eux. 
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1il5.  Thêoréne  ¥11.  Une  fraction  conlinue  a  une  va- 
leur qui  est  toujours  comprise  entre  celles  de  deux  réduites  con^ 
sécutif^es:  elle  est  plus  grande  que  la  réduite  d'indice  impair, 
et  plus  petite  qu^  la  réduite  dindice  pair. 

On  a,  comme  nous  venons  de  le  montrer 

Posons 

a,  étaul  le  dernier  élément  de  la  fraction  continue  proposée  /*. 

La  valeur  de  /"se  déduit  de  la  formule  (i)  en  remplaçant,  dans 
celle^îi,  flp  par  X.  On  a  donc 

On  lire  de  là 


el, 


Yp_,       Y^,  (aV^_j  ^  Y^_,) 


^p_i ^^(/Y-t    />-■ i  p-l ^p-i) 


f-Tf='  = 


Soit  maintenant 

U-/-^^     et    V-/---^*. 
On  a,  par  application  du  théorème  V,  les  deux  égalités 

(A)   (  j»  «  \     P  '       P  - 

•  ;,_i  ('»  >  p_f  "*"  '  p_i; 
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et  si  Ton  suppose  que  p  soit  pair  on  a  U>o,  et  V<o;ie 
théorème  en  question  est  donc  démontré. 

91 0«  Théorème  WMMM.  La  réduite  ^  est  plus  voisine  de 

Xp-! 

Les  égalités  (A)  donnent 

u  _    Vi 

On  sait  d'ailleurs  que  X  est  plus  grand  que  i  ^  et  que  Y^, 
est  supérieur  à  Y^^^:  pour  ce  double  motif,  -  est  une  fraction 


proprement  dite.  On  peut  donc  dire  que  le  nombre  (/'— v^  ) 


X. 

r 

X. 


est,  en  valeur  absolue,  plus  faible  que  (/"— y^)- 

Cette  propriété  remarquable  des  réduites  leur  a  fait  donner 
le  nom  de  fractions  convergentes;  et  Ton  veut  exprimer,  parce 
mot,  que  les  réduites  se  rapprochent,  sans  cesse,  de  la  valeur 
de  /*,  quand  leur  indice  augmente. 

91 H.  Remarque.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  suite 

(i)     ^     ^ 

est  formée  de  nombres  toujours  croissants  :  et  qu'au  contraire 
les  nombres 

(•^)  ^.  ^*.  - 

sont  décroissants.  De  plus  un  nombre  quelconque  de  (1)  est 
inférieur  au  plus  petit  nombre  de  la  suite  (u). 
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1BI8.  Théorème  IX.  H  rC existe  aucun  nombre  commen- 

surable  qui  s'approche  plus  de  f,  qu'une  réduite  -r-,  et  qui 

p 
s  exprime  par  des  nombres  plus  simples  que  X  et  Y  . 

Considérons  les  Irois  nombres 

Nous  supposons  que  p  soit  pair,  pour  fixer  les  idées  ;  les 
trois  nombres  (i)  sont,  dans  cette  hypothèse,  rangés  par  ordre 
de  grandeur  croissante. 

Soit- le  nombre  proposé,  nombre  qui  est  supposé  plus  voisin 
6 

de  /■  que  '-^.  11  est  alors  nécessaire  que-  fasse  partie  des  nom- 

p 
bres  qui  sont  compris  dans  Tun  ou  Tautre  des  deux  intervalles 

Dans  Tun  et  Tautre  cas,  on  peut  dire  que  les  trois  nombres 


(fe-  ^)  ■■  ('■  b 


sont  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante  ;  on  a  donc 

On  peut  remarquer,  d'ailleurs,  que  Ton  a  X^  V^^,— -Y^X^^,  —  i  ; 
par  suite, 

6>Y^(aY^.j-6X^_,)>o. 

llrésulte  d'abord  de  là  queaY^^,  —  6Xp_p  est  un  nombre 
ealieret  positif;  il  est  doac  au  moins  égal  à  i. 
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Ainsi,  on  a  bien 


^<"^  Y 


Le  même  raisonnement  appliqué  aux  fractions 

\      6      V. 

prouverait  que  Ton  a  aussi 
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FRACTIONS  CONTINUES  ILLIMITÉES.  —  ANALYSE 

INDÉTERMINÉE 


919.  Dèfinition.  Soit  lafraclion  continue  x^ 

(i)    x—\a^y  «,,  ^3,  ...  a„|. 

Supposons  que  le  nombre  n  des  éléments  croisse  au  delà 
de  toute  limite  et  considérons  les  deux  suites  (A)  et  (B), 

\       \       \ 

(  k\       '     —1     — i 

^    '     V  '      V  •     ^-  t  ••• 


Y         V         V 

/r\\        '21         !_i         _ 
\*-*/       V   '       V  *       V 


>  •  •• 


formées;  la  première  suite,  avecles  réduites  d'indice  impair  ; 
l'autre,  avec  celles  d'indice  pair.  La  suite  (A)  comprend  des 

X 

nombres  toujours  croissants  mais  tous  inférieurs  à  ^  ;    ces 

nombres  ont  donc  une  limite;  soit  0  celle  limite.  D'autre  part, 

la  suite  (B)  est  constituée  par  des  nombres  toujours  décrois- 

X 

sants,  mais  qui  sont  tous  supérieurs  à  ^;  ce^  nombres  ont 

aussi  une  limite  6'.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  Ton  a 

X  X 

*^-f>'.  En  effet,  soitlJ?  un  nombre  de  la  suite  (A);li±l  est 

alors  le  nombre  correspondant  de  la  suite  (B)  :  on  a  d'ailleurs, 

V  V 


Y         ^       V  ^ 


1  J 
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Les  nombres  Y^,  el  Y    ,  croissent  au  delà  de  toute  limite  ; 

1 
par  suite  rr-r: —  tend  vers  zéro,  quand  ;>  croit  au  delà  de  toute 

limite.  Les  deux  limites  ô  el  0'  sont  donc  égales. 

ft90.  Fractions  continaes  périodiqaes.  Lorsque  dans 
une  fraction  continue  illimitée,  fraction  dont  la  valeur  esl 
maintenant  bien  définie,  on  suppose  que  les  éléments  se  re- 
produisent dans  un  ordre  constant,  on  dit  que  cette  fraction 
continue  est  périodique.  On  distingue  deux  sortes  de  fractions 
continues  périodiques  :  i^  La  f fraction  périodique  simple 

X  I^     flj,  O,,  ...  ÛL  5  fl,,  flj  ...  dp]  (txf  0,  ...  flp  ;  ...   I 

qui  est  telle  que  lesp  premiers  éléments  se  reproduisent  daus 
le  même  ordre  :  2®  Za  fraction  périodique  mixte 

X  zL  j  2i,  ai  •••  otf^y  a^,  a^  ...  a^ja^,  ^t  *"^p9  *"  | 

dans  laquelle  la  partie  périodique  est  précédée  d'éléments  ue 
taisant  pas  partie  de  la  période. 

ISISI.  Théorème  de  Kjmgnnge.  La  racine  d'une  équa- 
tion du  second  degré,  à  coefficients  commensurables,  peut  se 
développer  en  fraction  continue  périodique» 

i^^  Cas, —  Les  deux  racines  sont  de  signes  contraires.  Nous 
distinguerons  plusieurs  cas^  dans  la  démonstralion  de  cette 
propriété.  Nous  supposerons  d'abord  que  les  racines  de  l'é- 
quaticn  proposée  ont  des  signes  contraires,  el  que  les  déno- 
minateurs, s'il  en  existe,  ont  été  chassés. 

L^équation  que  nous  allons  examiner  peut  alors  s'écrire 

(P)    Aj?'  +  2Ba;-C:=o; 

en  supposant  :  t  «  que  A,  B,  C  sont  des  nombres  entiers  ;  2*»  que 
A  et  C  désignent  des  nombres  positifs.  Si  le  coefficient 
n'était  pas  un  nombre  pair,  on  changerait  x  en  sX,  el  l'on 
considérerait  l'équation  en  X.  Il  va  sans  dire  que  (B'+ACi 
n'est  pas  un  carré  parfait;  car,  si  (B*+AC)  était  un  carré 
parfait,  Téqualion  donnée  aurait  ses  racines  commensurablcs, 
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el  Qous  savons  que  ces  nombres  se  développent  en  fraction 
continue  limitée. 

Développement  de  la  i^acine positive.  Ces  conditions  diverses 
élant  supposées  remplies  par  les  coefficients  de  réquation(P) 
nous  allons  développer  en  fraction  continue  sa  racine  posi- 
tive X. 


(i)     x:r ! ' 


Ce  nombre  x  est  compris  entre  deux  nombres  entiers  con- 
sécutifs a,,  a,  +  1.  Nous  pouvons  donc  poser 

(a)    xzra^-h-J.; 

en  supposant  x,>i.  L'équation  (P),  d*après  cette  formule, 
devient 

ou 

(F,)      k^x,'  +  2B,a;,  —  Ç,  n  o, 

après  avoir  posé 

/    A,  ir  C  —  3Ba,  -  Aa,' 
(3)     j    B^n-Aa^-B 
(    C,-A 

L'équation  (P,)  donne  lieu  aux  remarques  suivantes: 
i'  Les  coefficients  A,,  B,,  C,  sont  des  nombres  entiers. 
i"  Les  nombres  A,  et  C,  sont  positifs. 
^i*  0/i  a 

(X)      Bf  +  A,C,=zB*-hAG. 

Les  formules  (3)  prouvent  immédiatement  que  k^,  B|,  Ci» 
sont  des  nombres  entiers  et  que  C,  est  positif.  11  reste  à 
montrer  que  A,  est  positif  et  que  Tégalité  (a)  est  exacte. 
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Je  dis  d'abord  que  Ton  a  A,  >  o.  En  effet  la  racine  posi- 
live  de  l'équalion  (P),  étant  comprise  entre  a,  et  (a, -f-i;, 
elle  est  aussi  comprise  entre  a*  et  +x  .  On  déduit  de  là  que 
le  premier  membre  de  (P),  prend  une  valeur  négative,  pour 
X  —  «1.  On  a  donc  bien 

Aal+iBa, -C<o 

ou 

A,  >  o. 

Passons  au  second  point.  Les  formules  P)  donnent 
Bf  +  A,C,  -  (13  4-  Ax,y  H-  A  (C  -  sBa,  -  Aaf  j 
ou,  après  réduction, 

BÏ+A,C,  -B*  +  AC. 

Le  Ihéorèmede  Lagrange  résulte,  comme  on  va  le  voir,  des 
remarques  précédentes. 

DeTéqualion  enXj,  on  peut  déduire  une  équation  en  x,, 
comme  nous  avons  déduit  Téquation  P,,  de  l'équation  P.  On 
obtient  ainsi,  par  une  sorte  de  voie  récurrente,  une  suite  d'é- 
quations donnant  lieu  au  tableau  suivant: 

(P)     \x* -h '^Bx —C  -  o 

,    (P,}    A,^',-  "f-  2B,x-4  —  C,  —  o 
(II)     ' 

(^n)    \<  +  '^«A  -  C,.  =  o. 
On  a,  d'ailleurs,  les  conditions  suivantes  : 

et, 

(B„)'  +  A,.C„  =  B'  +  AC. 
On  lire,  de  ces  deux  dernières  égaillés,  la  relation 

U)    (B,)' -h  A,.A„_,  =  A 
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eû  désignant  par  h  le  nombre  entier  et  positif  (B*  +  AC).  Les 
nombres  positifs  A„,  A,,,,  B„;  qui  peuvent  satisfaire  à  (4),  sont 

nécessairement  eii  nombre  fini;  les  combinaisons  que  Ton 
peut  Élire  avec  ces  nombres  en  les  écrivant  dans  Tordre 

K    B«    A„_, 

sont  elles-mêmes  en  nombre  fini.  Il  est  donc  certain  qu'en 
formant  le  tableau  (II),  on  trouvera,  à  un  certain  moment, 
une  équation    (P.),  qui  sera  identique  à  une  équation  (P.), 

précédemment  écrite. 

Lorsque  ce  résultat  inévitable  aura  été  atteint,  les  calculs 
se  reproduiront  identiquement  dans  Tordre  où  ils  auront  été 
obtenus.  On  aura  donc,  pourar,  un  développement  en  fraction 
continue  périodique. 

Développement  de  la  racine  négative.  Changeons  a:  en  —  j?, 
dans Téqualion  proposée;  celle-ci  devient 

Arc'—  uRr  —  C  z:;  o. 

En  développant,  en  fraction  continue,  et  comme  nous  venons 
de  l'expliquer,  la  racine  positive  de  celte  équation,  la  valeur 
trouvée,  changée  de  signe,  représente  le  développement  de 
la  racine  négative. 

2"'  6Uv.  —-Les  deux  racines  sont  positives.  Soit  a  la  plus 
grande  de  ces  deux  racines.  Elle  est  comprise  entre  deux 
nombres   entiers    consécutifs  «,  a  +  i.  Nous  supposerons 

d'abord  que  la  seconde  rncine  g  n'est  pas  comprise  dans  cet 
intervalle.  En  posant,r  izrt  +  X,  Téquatiorf  en  X  aura  deux 

racines  réelles  \'  et  \",  et  Ton  calculera  les  racines  a  et  g  par 

les  formules 

X'  est  donc,  d'après  cela,  une  quantité  positive  et  plus  petite 
<lûe l'unité;  X'est,  au  contraire,  une  quantité  négative.  On 
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pourra  donc  développer  X'  etX'  en  fractions  continues,  par  la 
méthode  indiquée  au  paragraphe  précédent. 

Dans  le  cas  où  les  deux  racines  a  et  6  sont  comprises  entre 
les  deux  nombres  entiers  consécutifis  a^  a  -j- 1^  les  nombres 
X'  et  X"  sont,  l'un  et  l'autre,  positifs,  et  plus  petits  que 
Tunité.  On  pose  alors 

y 

L'équation  en  y  a  deux  racines  positives,  et  plus  grandes 
que  l'unité.  Si  la  plus  grande  racine  de  cette  équation  est  com- 
prise entre  deux  nombres  entiers  consécutifs  6,  b-\-\\  l'autre 
racine  étant  inférieure  à  6,  on  retombe  sur  le  cas  que  nous  ve- 
nous  d'examiner.  Sinon  on  pose 

et  ainsi  de  suite.  Il  arrive  certainement  un  moment  où  l'on 
obtient  une  équation  dans  laquelle  la  plus  grande  racine  est 
comprise  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs,  l'autre 
n'étant  pas  renfermée  dans  cet  intervalle.  Ceci  résulte  de 
ce  fait,  que  la  différence  entre  les  racines  a  et  ^,  est  une 
quantité  finie;  tandis  que  la  différence  entre- deux  réduites 
consécutives  tend  vers  zéro,  quand  le  nombre  des  éléments 
croît  au  delà  de  toute  limite.  Il  n'est  donc  pas  possible  que 
les  deux  racines  x  et  3,  qui  se  développent  en  fractions  con- 
tinues, d'après  les  formules 

1,1 
xzza-h-y     yzzh-h-, ...  ; 

y  z 

aient,  indéfiniment,  les  mêmes  éléments. 

3*^  Cas.  —  Les  deux  racines  sont  négatives.  On  ramène  im- 
médiatement ce  cas,  au  précédent,  en  changeant  x  en  (— x^. 

99ftm  Applications.  Les  racines  d'une  équation  du  second 

degré  étant  de  la  forme  a  -+  \%  a  et  6  désignant  des  nombres 
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commensnrables,  le  théorème  de  Lagrange  prouve  que  ces 
quantités  irrationnelles  sont  susceptibles  d'être  développées 
en  fractions  continues  périodiques.  Nous  nous  proposons  de 
vérifier  cette  propriété  sur  quelques  exemples  simples. 

v^  Exemple, —  Développer  y/a*  +  i  en  fraction  continue,  a 
désignant  nn  nambre  entier  et  positif. 
Soit 


X  est  compris  entre  a  et  (a  +  i).  Posons 

I 

x:=iaA . 

X, 

On  a  donc 

•  1        / 

0?, 

d'où 


X.  zz 


1  —    / 


—  a-l-  \^a*  +  1 . 


D'après  cette  formule  la  valeur  de  ,r,  osl  comprise  enlre  2a 
v\\w-h  1).  Soit 


ou 


1 

— — ^— ■                   1 

V 

On  a  donc 

x.zz 


y/a*  +  1  — a 

oa 


JU  ^  »•-  «c  I  • 
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La  périodicité  du  développement  se  trouve  ainsi  vérifiée; 
et  Ton  a 

a;  zi  I  a;  aa,  aa,  aa,  ...  |  . 

En  supposant,  successivement  dans  cette  formule:  azu, 
o  =:  2,  r/  —  3  ;  on  trouve 


y/ 10  ~  I  3,  (>j G,  ...  I 


2^  Exemple,— Développer  \^  a* -^'idi  en  fraction  continue,^ 
désignait  un  nombre  entier  et  positif. 

Soit 

X  zz  yja*  -j-  ia 

a;  est  compris  entre  a  et  a  4-  »•  Posons 


xzza-^ — . 

On  a 

a  -\-  V  V-^  'Ht 

i*    —  _._         _ 

on  pose  alors 

^'  -  •  -^x.' 

on  trouve 

f 

x^-zia-{-\'a^-\-ia. 
Ce  nombre  x^  est  compris  entre  la  cl  (aa  -h  i).  Posons  donc 


•^i  =  ^'«  +  7' 


on  trouve  x^  zz  .r,.  On  a  ainsi 


X  —  yV  -f-  2a  :i:    a\\,  om\  \,  liù  \  .,,\. 
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Par  exemple 

v/T=:  I  i;T72;i,t«;  ...  |- 


t.  Théorème.  Lorsqu'une  quantité  est  développée  en 

fraction  continue  périodique,  elle  peut  être  considérée  comme 

I — 
«Me  quantité  irrationnelle  de  la  forme  a  -|-  v  6. 

Ceihéorème  est  le  réciproque  de  celui  de  Lagrange. 
Soit  une  fraction  continue  périodique. 

(i)    a?=  |a,,  a,  .  •  a^;  «„  a*,  •  -«p;  ^x>  ^t,  •••  «^  ;  •  •  | 
Posons 


(2)    y--| /ï,,  r/„  ...  rtp    a,,a^,...a^    ...  |, 
on  a  donc 

I 

H I 

^désignant  une  fraction  continue  dont  les  éléments  sont  les 
nombres  fl„  fl„  ...  ûp  se  reproduisant  sans  cesse,  dans   le 

même  ordre.  Or,  nous  avons  montré,  au  début  de  cette  leçon, 
qu'une  pareille  quantité  avait  une  valeur  unique,  bien  déter- 
Dainée.  Cette  valeur  étant  désignée  par  y,  on  a  donc 

En  effectuant  le  calcul  indiqué  dans  le  second   nombre, 
feluici prend  la  forme  -p^^.  On  conclut  de  là  l'égalité 

rK\  Ay  i  D 
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On  a  d'autre  part 


X 


a,,  a„  ..    a^-,  y  [. 


Cv  +  n 

Le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme  tt — -ir  ; 

dy  +  D' 

on  a  donc 

Les  égalités  (3)  et  (4)  donnent  pour  déterminer  ar  une  équa- 
tion du  second  degré.  Du  moins,  elle  n'est  pas  d'un  degré  su- 
périeur; je  dis  qu'elle  n'est  pas  non  plus  d'un  degré  inférieur. 
En  effet  si  la  relation  qui  détermine  x  était 

aa?  -f-  P  =:  0  ; 

<x  étant  différent  de  zéro,  on  aurait,  puisque  a?  est  une  valeur 
finie, 

07=:  —  -» 
a 

et  le  nombre  x,  étant  commensurable,  serait  développableen 
fraction  continue  limitée.  Ceci  est  en  contradiction:  d'une 
part  avec  l'iiypollièse,  et,  d'autre  part,  avec  la  propriété  dé- 
montrée plus  haut  (g  209). 

9^41.  Développement  des  transeendantt^  en  frao* 
tions  eontlnaes.  Ce  développement  repose  sur  la  pro- 
priété suivante  : 

Théorème.  Soit  une  quantité  incommensurable  X  dont  la 
valeur  est  compinse  entre  deux  nombres  cornmensurahles  A 
et  B  ;  si  k  ctYi  développés  en  fractions  continues  admettent  les 
nombres  a,,  a,,  .  -x/^i  pour  leurs  h  premiers  élément.^,  on  peut 

affirmer  que  ces  nombres  sont  au^si  les  h  premiers  éléments 
de  X  développé  en  fraction  continue. 

On  peut  d'abord  remarquer  que  tout  nombre  commen- 
surable, ou  non,  étant  nécessairement  compris  entre  deux 


FRACTIONS  C0NTÎNUÏ2S  ILLIMITÉES  23.'; 

nombres  entiers  consécutifs,  toute  quantité  est  susceptible 
(l'èlre  développée  en  fraction  continue.  Ceci  prouve  la  pos- 
sibilité du  développement  de  a;  en  fraction  continue.  Ce  déve- 
loppement est  unique  {$  209),  et  nous  voulons  démontrer 
qu'il  a,  pour  premiers  éléments,  les   nombres  a,,  a^,  ...  a,,. 

En  effet  les  égalités 

A—  I  ^i>  *i)  •  •  ^kf  '*>•••  I 
B  —  I  X|,  3t,,  ...  a/<»  1^  V  •  I 

prouvent  que  A  et  B  sont  compris  dans  Tintervalle  a,,  a,  -1-  i . 
Par  suite  X,  quantité  comprise  entre  A  et  B,  a  elle-même  une 
valeur  renfermée  entre  ces  deux   nombres  entiers  consé- 
cutifs ;  (Zj  est  donc  le  premier  élément  de  X. 
On  a  d'ailleurs 


A  — a* 

et, 


Xj,  . 


B  — a, 


*j«  • 


I  t 

La  quantité-^ est  comprise  dans  l'intervalle , 

I  I 

7 ;  par  suite,  et  d'après  ces  égalités,- ,  a  une  valeur 

1)  --  a,  X  —  7L^ 

comprise  entre  les  deux  nombres  entiers  consécutifs  a.,  a,  +  »  : 
2,  est  donc  le  second  élément  dex;  et  ainsi  de  suite. 

ftth.  Calcul  de  -.  Prenons  comme  exemple  le  nombre 
transcendant  7:  :  il  est  compris  entre  les  deux  quantités 
fractionnaires 

A  ^1 '  o — •  et  B  — jj . 

10*  10" 

En  développant  A  et  B  en  fractions  continues  on  trouve 
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3,  7,  i5,  1,  29ÎI,  I,  1,  i  comme  éléments  communs  à  ces  deux 
développemenls.  On  a  donc 

zir  I  3,  7,  i5,  1,^199.,  1,  1,  1,  ...  1 
D'après  cela  on  a  des  valeurs  approchées  de  r,  savoir  : 

3  i'>.  333  355        io3()c)^ 

1  7  io()  ii3  33i«a 

Ces  rapports  sont  célèbres  parce  qu'ils  donnent,  de  la 
façon  la  plus  simple  {%  218),  une  valeur  approchée  de  z.  Le 
rapport  r.^  est  attribué  à  Archimède  ;  ^3  a  été  donné  par  J?j*rard; 
et  7:^,  par  Métins, 

ANALYSE   LNDÉTEtlUIN'ÉE. 

919B.  OéflniUon.  On  donne  le  nom  d'analyse  indélenninéf 
à  cette  partie  de  l'algèbre  qui  se  propose  de  trouver  les  solu- 
tions entières  d'un  système  d'équation,  système  dans  lequel 
il  y  a  plus  d'équations  que  d'inconnues.  On  a  Thabitude  de 
rattacher  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré  à  deux 
inconnues  aux  applications  des  fractions  continues;  parce  que 
le  principe  qui  sert  de  base  à  la  résolution  en  nombres  entiers 
de  l'équation. 

ax  -hby  zzc, 

•  peut  se  "démontrer  très  simplement  en  utilisant  certaines 
propriétés  des  réduites.  11  importe  pourtant  d'observer, 
et  nous  établirons  ce  point  tout  à  l'heure,  que  les  deux 
théories  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  principe  fondamental,  auquel  nous 
avons  fait  allusion  tout  à  l'heure,  est  celui  que  nous  allons, 
mainteninl,  énoncer  et  démontrer. 

!*«1.  Théorème.  Quand  deux  nomhrps  A  et  Baonl  ffre- 
miers  entre  eux,  on  peut  toujours  trouver  deux  nombres  \  et \\ 
entiers  et  de  signes  contraires,  tclr,  que  ton  ait 

Axi'  IV/rr  I. 


FRACTIONS  CONTINUES  ILUMIPÉES 
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En  effet,  développons  --  en  fraction  continue.  Soil 

B 


A 

13 


a^,  a^,  ...  u^^ 


et  posons 


X 


«-1 


/i-i 


U.y      Ct^y       .••       "„_| 


On  peut  considérer  —  et  -r: —  comme  étant  deux  réduites 

"  '  H  -1 

consécutives  ;  on  a  donc,  par  une  propriété  connue  {%  li'S): 


AY„_ -H  X  „_,=(-.)'.. 


Si  ion  pose 


•^^(-'/V, 

i/--^(-')""\_.- 


on  a  bien 


Kx  -|-  Bi/  n  1 


j*el  y  étant  des  nombres  entiers  et  de  signes  contraires. 

Autrement.  Cette  propriété  rjmarquable  des  nombres  pre- 
miers peut  aussi  être  établie  élémenlairement,  comme  il  suit. 

Cherchons  à  déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
A  et  do  B  :  nous  sommes  ainsi  conduits  aux  égalités 


A- 
Bzz 
H.- 


Bg.  +  K. 
R.y.  +  H. 


H„-2  =  «^«-i<.>«-^l<«- 


Le  dernier  reste  obtenu  H.,  est  é^ral  à  Tunité.  H  résulte  de 


n 


i^cs  égalités  que  tous  les   nombres  R,,  B„  etc..  sont  de  la 
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forme  arithmétique  Aœ-hBf/  :  le  dernier  d'entre  eux,  H^  est 
donc  aussi  de  cette  forme  ;  et  ceci  établit  la  proposition. 

99S.  Résolution  de  réquation  aj;+  ^^  =  c.  Nous  sup- 
poserons que  a,  6  et  c  sont  des  nombres  entiers  et  qu'il  n'existe 
aucun  nombre  divisant  à  la  fois  a,  b  et  c.  Cette  double  con- 
dition est  toujours  réalisable,  avec  des  coefficients  commen- 
surables.  On  peut  aussi  supposer  que  a  ei  b  représentent 
deux  nombres  premiers  entre  eux  ;  car  si  a  et  b  admettaient 
un  diviseurs,  l  ne  divisant  pas  c,  il  n'existerait  aucune  so- 
lution entière  de  Téquation  proposée. 

Cette  remarque  faite,  aeXb  étant  premiers  entre  eux,  ]i 
existe  deux  nombres  w  et  v  vérifiant  l'égalité 

au-{-b'o^  i. 

On  a  donc 

acu  +  bcv  zz  c. 

En  comparant  cette  égalité^  avec  Téquation  proposée 

(i)    ax-hby  zzc, 
on  voit  que  les  nombres  entiers  x^  —  cw,  y'  —  cv, 

constituent  une  solution  de  cette  équation. 

Nous  allons  montrer  maintenant  qu'il  existe  une  infinité 
d'aubes  solutions  entières  de  (i)  et  nous  ferons  connaître  les 
formules  qui  donnent  toutes  ces  solutions. 

Soit  x''  y" y  une  seconde  solution  entière  de  (i),  en  admel- 
tant,  pour  un  instant,  qu'il  y  ait  pour  réquation  proposée 
une  solution  autre  que  celle  que  nous  avons  trouvée  loul  à 
l'heure.  On  a  donc 

cuf^  -\-  by"  ~  c 

et 

ax'-\-by'  -c\ 
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par  suite. 


ou 


Ou  sait,  d'ailleurs,  que  si  une  fraction  --, — ^  est  égale  i 


a  une 

X  —  X' 


autre  fraction  irréductible  j-  ses  termes  sont  des  équimul- 
tiples  de  a  et  de  6.  £n  désignant  par  t  un  nombre  entier  arbi- 


traire,  on  a  donc 


y'^}f-at 
af^-^x'zzbt 


ou 


1  /=^'-«^ 

^^     )    ai'-x'-^bt. 

Mais  nous  avons  aduiis  qu'il  y  avait,  à  l'équation  proposée, 
une  solution  autre  que  x\  y'  ;  il  importe  de  vérifier  ce  point. 
On  remarquera  à  cet  effet  que  Ton  a,  quel  que  soit  ty 

a(j;'-h  bt)  +  b  (y'  —  at)  =  c, 
puisqu'on  suppose 

ax''-f-  by'  zzc. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  solutions  entières  à  Téquation 
proposée  et  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  formules  (A) 
donnent  toutes  ces  solution^;  on  y  comprenant  même  la 
solution  x\  y'  qui  correspond  à  Thypollièse  t  ir  o'. 


EXERCICES 

f .  Décehpper  en  fraction  continue  la  racine  positive  de  l'équation 

bx'  —  abx  —  azzo 
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dans  laquelle  ^  elh  désignent  deux  nombres  entiers  el  positifs. 
On  trouvera 

xzz  \  iiy  0:  a^  b  ;  .,.  \ 

ï.  Dévelopfjer  \  =  .    *^   ^   ,  en  fraction   continue,  et  vérifier  le  rèmltai 

obtenu. 
Ou  trouve 


x—\  1,2;  i,  4;  i,  î;  ...  j, 
et  on  véritie  que  x  est  bien  la  plus  grande  racine  de  I  équation 

_     * 

3.  Montrer  que  les  premiers  éléments  de  \  ii,  développée  en  fraction  fw 
tinucy  sont  a,  j,  2,  (î,  <?//;... 

4.  Trouver  le  minimum  de  ax  -f-  )»y  quand  on  donne  à  x  et  y  des  m- 
leurs  arbitrai reSf  mais  entières. 

Ou  disliuffuera  deux  cas,  suivaut  que  a  et  A  sont  premiers  entre  eux,oa 
non.  Si  a  iH  b  sont  premiers  entre  eux,  les  nombres  u  et  i\  tels  que  l'on  ait 
au-\-bv=ii,  constituent  la  solution  du  problème. 

Dans  Tautri;  cas,  quand  on  suppose  que  a  et  6  admettent  un  plus  graud 
commun  diviseur  o,  on  pose 

et  l'on  a 

ax -hby  zzl(a'x -h  b'y). 

Le  minimum  de  (U -f-  6y  a  lieu  quand  a!x'\-(/y  prend  sa  valeur  iniDiiua: 
etc. .. 

5.  Trouver  une  infinité  de  solutions  entières  de  VéqtuUion 
On  remarque  que  cette  équation  peut  s'écrire 

(x+yi){x^yi)—z-; 


on  pose  alors 


on  en  déduit 


X  -h  yi  =  (a  4-  fie/; 


X  —yi  zz{x  —  ^ty. 
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On  trouve  ainsi 

dans  ces  formales  a  et  6  désigncDt  des  nombres  entiers  arbitraires. 
Les  formules 

dans  lesquelles  /  ut  0  représentent  encore  deux  nombres  entiers  arbitraires, 
donnant  aussi  une  înQniti'*  de  solutions  de  réquation  proposée.  On  pourra 
vérifier  que  ces  formules  nr>  rentrent  pas  les  unes  dans  les  autres  et  que, 
par  conséquent,  ni  les  unes,  ni  les  autres,  ne  donnent  toutes  les  solutions 
cherchées. 

t.  Trouver  une  infinité  de  solutions  entières  de  Véquation 
(»u  peut  se  servir,  à  cet  elTei,  de  l'identité 

+  {b-  —  bc-ba+  acY  h  (c'  -  ac  —  bc  -h  ab)\ 

9.  Trouver  en  nombres  commensurableSy  une  infinité  de  solutions  de 
requalton 

On  verra,  quand  nous  traiterons  de  la  résolution  de  Téquation  du  troi- 
sième degré,  que  la  formule  renferme,  entre  autres  éléments,  un  radical 
carré  portant  sur  une  quantité  \j,  somme  de  deux  nombres  :  Tnn  carré 
(larfait,  Pautre  cube  parfait  Cette  formule  se  prête  donc  plus  commodé- 
ment au  calcul  lorsque  U  est  un  carré  parfait. 

Ou  trouve  une  infinité  de  solutions  de  ce  genre,  par  les  formules; 

XZZ-^ — 

2 

y--t{t-^-i) 

se  +  :u  +  I 


z:=z 


2 

t  représentant  un  nombre  commensurable  arbitraire. 
8.  Démontrer  que  Véquation 

yx*  —  oy*  —  1  rz  o 

n  admet  aucune  solution  entih'e. 
On  remarquera  d'abord  que  y  est  nécessairement  de  la  forme  (7A  i  ^)- 

16 
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Ou  posera  alors 

et  ou  dcmoutrera  que  B  est  toujours  terminé  par  uu  3,  ou  par  un 8. 

9.  Résoudre  le  système  indéterminé 

ax-hby  +  c  zzid 
a'x-\-b'y-\'C'zz=.d' 

Ou  éliuiiuera  y  et  on  obtieuclra  uue  équation  à  deux  incounues 

Paj  +  QyziR. 

Soient  a;  =  a  -f-  M»  y  =  a'  +  P'^  l^s  solutions  eutières  de  celte  équation. 
On  aura  pour  déterminer  ztit  uue  équation 

kt-\-Bzz=,c 
qui  donnera 

tzz-(  +56 
z  —  Y-h  5'0. 

Par  suite  .r,  y^  z  s'expriuicut  au  moyen  de  Tindétermluée^. 

10.  Démontrei'  que  si  a  désigne  un  nombre  incommensurable,  on  peut 
trouver  deux  nombres  commensurables  mi  et  u,  tels  que  Von  ait 

o  <  ma  —  w  <  £ 

£  étant  aussi  petit  que  l'on  veut. 
Ou  imagiuc  a  développé  en  fraction  continue  et  en  désiguaut  par 

deux  réduites  cousécutives  on  a  (/t  étaut  pair} 

\  X        \ 


ou 


Y  Y        \' 


1 


n 
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LES  FONCTIONS  CONTINUES. -FONCTION  ENTIÈRE. 
FONCTION  EXPONENTIELLE. 


M9.  Déflnitioiis.  Une  fonction  de  la  variable  indépen- 
dante X  est  bien  déterminée  dans  Tintervalle  a,  b;  lorsque 
pour  toute  valeur  de  a?,  prise  entre  a  et  6,  la  fonction  prend 
une  valeur  réelle  et  unique. 

Une  fonction  f(x)  est  croissante^  entre  a  et  ô,  lorsque  pour 
toutes  les  valeurs  a^  et  0,  de  la  variable  x^  valeurs  satisfaisant 
auxinégalités 

a<a<3<6, 
on  a 

/•W</'(3); 

elle  est  décroissante ^  si  Ton  a  au  contraire 

Une  fonction  f  {x)  est  continue  dans  Pintervalle  a,  6,  lors- 
qu'on suppose  qu'elle  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

i*Elle  est  bien  déterminée  dans  Tintervalle  a,  b  ; 

3*  Elle  conserve  une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  de 
la  variable  x  comprises  entre  a  et  6  ; 

3»  Si  Ton  appelle  x^  et  a?,  deux  valeurs  de  x  prises  dans  Tin- 
t»valle  (x„  0?,);  la  différence  f  {x^)  —  /'(a?,)>  tend  vers  zéro^  en 
même  temps  que  a;,  —  x^. 

Une  fonction  est  croissante  pour  x  zz  x\  quand  elle  est 
croissante  dans  l'intervalle  a?'  —  e,  a?'  -f^  e  :  on  dit,  de  mème^ 
qu'elle  est  continue  pour  xz=.x^^  quand  elle  est  continue  dans 
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cet  intervalle  :  e  désigne  ici  un  nombre  positif,  qu'on  peut, 
d'ailleurs,  prendre  aussi  petit  que  Ton  voudra. 

ftSO.  Théorème.  Loi^sqxCune  fonction  f  (x)  est  continw 
entre  a  e/  b  (a  <Cb  )  ;  «i  l'on  suppose  f(a)  ;zf  f(b)  et  si  Von  désigne 
par  u  une  quantité  comprise  entre  f  (a)  et  f  (b),  la  fonction  f  ;x) 
prend  la  valeur  u  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b. 

Considérons  les  trois  nombres  a, ,6  ;  et  considérons 

7. 

aussi  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction 

a  +  h 


A«).    f[^\   f(b). 


Si  u  est  égal  kfi 1  le  théorème  est  démontré;  si  non, 

M  est  compris  entre  f[a)  eXfi j  ;  ou  entre  f  i  — ; —  j  et/'(ft;. 

Soient  a,  et  ô,,  a,  <6,,  les  deux  valeurs   de  x  qui  sont 
telles  que  u  soit  compris  entre  f{a^)  et  /*(6,)  ;  on  a 

h—a 


6,  — a,  n 


.En  effet,  si  Ton  a  a*  rz  a.  on  a  nécessairement  b.  zz 
par  suite  6,  —a,  =  — ; — :  si  Ton  suppose  au  contraire  a,  - 
,  on  a  6,  z=  6  ;  et  1  on  trouve  encore  6,  —  a,  =z . 

Considérons  maintenant  les  trois  nombres  a,,  — -y  b.  el 

2 

les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction 

Si  Ton  suppose  m  —  /*  | -! ^  ),  tout  est  démontré;  si  non, 

on  imagine,  comme  tout  à  Theure,  les  deux  nombres  a,  ei 
6„  a,  <  6„  tels  que  u  soit  compris  entre  /(a,  )  et  f  (6,)  ;  et  ainsi 
de  suite. 
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On  forme  ainsi  un  tableau  avec  les  nombres  a^  a, . .  •  a 
d'une  part  eib^b^.,.  b^  d'autre  part.  Les  premiers  vont  tou- 
jours en  croissant,  ou  du  moins  ne  décroissent  jamais;  on  a 
donc 

(A)      o,<fl,<as... <ap  ;^ 

]es  autres  vont  toujours  en  décroissant,  ou  du  moins  ne  crois- 
seul  jamais  et,  par  suite,  satisfont  aux  inégalités 

(B)      ^>,^>,^...  >,V 
On  a  d'ailleurs,  comme  nous  Tavons  reconnu, 

b  —  a 

h      „  -  ^'*  ~  "> 


0.  —  fl.  =;  -^ —^ 


On  déduit  de  ces  égalités 

(C)     ftp-«,  =  -^. 

H  est  maintenant  fiicile  de  conclure. 

Les  nombres  (A)  sont  tous  plus  petits  que  b,  ils  ne  décrois- 
sent jamais,  ils  ont  donc  une  limite  a;  les  nombres  (B)  sont 
toujours  supérieurs  à  a,  ils  ne  croissent  jamais,  ils  ont  donc, 
enx  aussi,  une  limite  3.  D'ailleurs,  quand  p  croit  au  delà  de 
loute  limite  la  formule  (C),  indique  que  la  différence  6  —  a  ^ 

tend  vers  zéro  ;  les  deux  limites  que  nous  venons  de  définir 
«ont  donc  égales.  Nous  désignerons  par  /  cette  limite  com  - 
niune  et  nous  allons  montrer  que  Ton  a 

u -/•(/). 
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Posons,  en  effet, 

11  résulte  des  explications  qui  précèdent,  que  uest  compris 
entre  f{a^  et  f{b^  :  on  a  d'ailleurs 

Si  nous  supposons  que  p  croisse  indéfiniment,  A  et  ib  tendent 
vers  zéro  ;  par  suite,  la  différence  h^k.  La  quantité  «  a 
donc  une  valeur  qui  est  égale  à  La  limite  commune  des 
nombres  f{a^  et  f(b^,  pour  p  ru  a:  :  cette  limite  est  précisé- 
ment/*(/). 

981 .  Théorème.  Lorsqu'une  fonction  f  (x)  est  continue 
entre  a  et  b,  si  Von  a  r(a)f(b)  <  o,  Véqiuitiontfji)  —  o  admet  au 
moins  une  racine ^  entre  a  e/  b. 

Cette  propriété  très  importante  est  la  conséquence  évidente, 
et  immédiate,  de  la  proposition  précédente.  11  résulte^  en  effet, 
du  théorème  que  nous  venons  d'établir  qu'une  fonction  con- 
tinue, dans  un  intervalle  donné,  ne  peut  passer  d'une  valeur 
positive  à  une  valeur  négative  sans  être  égale  à  zéro,  pour 
une  valeur  de  la  variable,  convenablement  choisie  dans  Tin- 
tervalle  considéré. 

ftBft.  Théorème.  La  fonction  y  =:  Ax",  A  désignant  mt 
constante  donnée^  et  m  un  nombre  entier,  est  une  fonction 
a*oissante  et  continue,  quel  que  soit  x. 

On  peut  d'abord  remarquer  que  l'identité 

(i -i- a)P  =  (t  +  ^y"' (i  +  a) s: (i -h  a)^' -h  a(i -f- :jr' 
prouve  que  si  a  désigne  un  nombre  positif  on  a 

(i-+-a)P>(i+ar*. 

Ainsi  y  est  une  fonction  croissante,  pour  toutes  les  valeurs 
dex. 
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On  peut  ajouter  que  cette  fonction  croit  au  delà  de  toute 
limite,  en  même  temps  que  x.  Cette  deuxième  propriété  est 
la  conséquence  évidente  de  Pinégalité 

laquelle  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  entière  dep,  a  étant 
positif.  Cette  inégalité  peut  être  considérée  comme  une  consé- 
quence immédiate  de  la  formule  du  binôme  ;  elle  peut  aussi 
s'établir  directement,  en  vérifiant  qu'elle  a  lieu  pour;>  r:  q,  et 
en  démontrant  que  si  elle  est  supposée  vraie  pour  przn,  elle 
subsiste  pour  p  ~  n  +  i .  On  sait  comment  on  déduit  de  celte 
inégalité  que  les  puissances  des  nombres  plus  grands  que 
Tunilé,  croissent  au  delà  de  toute  limite,  en  même  temps  que 
Texposant  ;  ou,  au  contraire^  décroissent  au  delà  de  toute 
limite,  quand  on  les  suppose  plus  petits  queTunité. 

Montrons  maintenanPque  y  est,  quel  que  soit  x,  une 
fonction  continue.  On  peut  d'abord  remarquer  que  y  est  une 
fonclion  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  On  a 
d'ailleurs,  par  la  formule  du  binôme 

(x-hh)"'-x"'=:hl\ 
OU 

k  désignant  Taccpoissement  de  la  fonclion,  et  U  un  polynôme 
enlier  en  x.  Lorsque  A  tend  vers  zéro,  U  conserve  une  valeur 
finie  et  le  produit  Hh  tend,  lui  aussi,  vers  zéro.  Ainsi  Tac- 
croissemenl  k  de  la  fonclion  devient  nul,  en  même  temps  que 

raccroissemenl  h  de  la  variable  indépendante  ;  en  résumé,  Ax"' 
«l  donc  une  fonclion  continue,  pour  toutes  les  valeurs  de  x. 

933.  Théorème.  La  somme,  ou  le  produit,  de  plusieurs 
fonctions  continues,  est  aussi  une  fonction   continue. 

Celte  propriété  résulte,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d*y  insis- 
ter :  i*  de  la  définition  des  fonctions  continues  ;  2»  des  pro- 
priétés établies  en  arithmélique,  sur  la  limite  des  sommes 
ou  des  produits  de  quantités  variables. 
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On  remarquera  que  renoncé  que  nous  venons  de  donner  ne 
comprend  pas  les  autres  opérations  algébriques,  telles  que  : 
extraction  de  racines  et  quotient-  Le  théorème  en  question  est 
en  effet  soumis,  dans  ce  cas,  à  certaines  restrictions.  Si  u  est 

une  fonction  continue  entre  aeib,\/u  n'est  pas  nécessairement 

une  fonction  continue,  dans  cet  intervalle,  parce  que  \u  n'a 

pas  une  valeur  réelle,  quel  que  soit  u.  De  même  si  m  et  tj  sont 

u 
deux  fonctions  continues  entre  aelb,y  iz.  -  n*est  pas  toujours 

une  fonction  continue  dans  cet  intervalle,  parce  qu'il  est  pos- 
sible que  y  prenne,  dans  certains  cas,  une  valeur  infinie  pour 
une  valeur  de  incomprise  entre  a  et  b. 

984.  Théorème.  La  fonction  entiih^e 


y  -  AaX^'-f-  AjX-'"'*  4- ...  J- A„_,a;  -+- 


K 


est  une  fonction  continue,  quel  que  soit  x. 

En  effet,  chacun  des  termes  de  y  est  une  fonction  continue, 
la  somme  algébrique  de  ces  termes  est  donc  aussi,  d'après  le 
théorème  précédent,  une  fonction  continue. 

93&.  Théorème.  La  fonction  entière  dont  le  premier 
terme  A^x^  est  positif ,  croît  au  delà  de  toute  limite  y  en  même 
temps  que  x. 

On  a,  en  effet, 


y 


:=:x^[  Ao  H -+  ...  -I-—'  | 


OU 


m  iT 


en  posant 


y-^x    L, 


A  A 

U  =  Ao-+--^-h  ..  4~ 

X  x^ 


"^  i 

m 


Si  Ton  suppose  que  x  croisse  au  delà  de  toute  limite,  la 
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lîmite  (l'une  somme  étant  égale  à  la  somme  des  limites,  U  a 
une  valeur  variable  et  qui  tend  vers  Aq.  D'ailleurs  la  limite 
d\iD  produit  est  égale  au  produit  des  limites  ;  la  variable  y 

est  le  produit  des  deux  fecteurs  a;"*  et  U  :  celui-ci  tend  vers  A^, 
l'autre  augmente  indéfiniment;  par  silite,y  croit  au  delà  de 
toute  limite. 

!S80.  Tltéorème.  La  fonction  entière  y,  a  le  signe  de  son 
dernier  terme  A^,  pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  la 

variable. 

En  effet,  pour  a;  —  o,  y  est  égale  à  A„,;  mais  y  est  une  fonc- 
tion continue  ;  par  conséquent,  pour  des  valeurs  de  x  suffi- 
samment  petites,  elle  a  une  valeur  qui  diffère  de  A^,  aussi 

peu  que  Ton  voudra.  On  peut  conclure  de  cette  remarque, 
en  particulier,  que  pour  ces  valeurs  de  x,  le  signe  de  la 
fonction  entière  est  le  même  que  celui  du  terme  A.,^. 

FONCTION    EXPONENTIELLE. 

On  appelle  fonction  exponentielle  celle  qui  est  définie  par 
réqualion 

y^a-"; 

Dans  cette  égalité  a  désigne  un  nombre  donné  positif,  eix 
une  variable  indépendante,  pouvant  prendre  toutes  les 
valeurs  réelles.  Nous  supposerons  d'abord  que  les  valeurs 
de  X  sont  commensurables. 

ftS'i.  Théorème  I.  En  supposant  a>  i,  i^  la  fonction 

exponentielle  y  zz  a%  est  croissante  quelque  soit  x;  2®  elle  ci^oit 
au  delà  de  toute  limite,  en  même  temps  que  x. 

i*  Soient  doux  vaburs  de  la  variable  :  x,x  \-h\  en 
désignant  par  k,  Faccroissement  de  la  fonction  exponentielle 
on  a 

*  =  a^^''  — a^  =  a^(a'^~i). 
Dans  cette  égalité  h  désigne  un  nombre  positif  et  commen- 
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surable.    Soit  posé  h  =r.  -,  p  et  q  désignant  deux  nombres 

entiers,  positifs  : 
On  a 

Le  nombre  aP  étant  plus  grand  que  i,  la  racine  d'indice  9, 

de  àFy  est  aussi  une  quantité  plus  grande  que  Punilé  ;  on  a, 
par  suite, 

Taccroissement  h  est  donc  positif. 

2°  Montrons  maintenant  que  y  croit  au  delà  de  toute  limile, 
en  même  temps  que  x.  Soit  x'  une  valeur  commensurable 
donnée  hx  ;  elle  est  entière,  ou  comprise  entre  deux  nombres 
entiers  consécutifs  X',  X'-h  1.  Lorsque  x*  augmente  au  delà 
de  toute  limite,  X' croit  lui-même,  sans  limite  :  les  nombres 

a    ,  a   ,  a 

sont,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  rangés  par  ordre 
de  grandeur  croissante.  D'ailleurs  les  puissances  entières 

a} ,  a^"^  ;  d'un  nombre  a  plus  grand  que  l'unité  croisseDt 
sans  limite  (§  a3a);  il  en  est  donc  de  même  de  la  quantité  in- 

termédiaire  a^ . 

938.  Théorème.  —  La  fonction  exponentielle  a'  tend 
vers  r unité f  quand  x  tend  vers  zéro. 
Nous  supposerons  d'abord  que  Ton  donne  à  x  les  valeurs 

"",    ô»    •••    *"  »    v, IL .  •  •  j 
2     »>  p 

nombres  inverses  des  nombres  entiers  successifs.  Considé- 
rons les  deux  valeurs  consécutives,  ainsi  obtenues 

1  1 
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Nous  avons  y i  >  y,  puisque  la  fonction  a*  est  croissante,  en 

même  temps  que  x.  D'ailleurs  y  a  est  une  quantité  bien  dé- 
finie, et  supérieure  à  Tunité,  quand  on  suppose  a  >  i .  Il 
résulte  de  ceci  que  la  suite 

est  formée  de  nombres  décroissants,  et  qui  sont  tous  plus 
grands  que  Tunité.  Us  ont  donc  une  limite  a  ;  il  reste  à  faire 
voir  que  cette  limite  est  Tunité.  Posons  en  effet 

1 
ou 

(2)       «=(1+;^/. 

D*après  (i),  la  limite  de  A  ,  pourp  — ao,  esta —  i;  si  «n'est 

pas  égal  à  1,  i-f-A    a  pour  limite  un  nombre  différent  de 

l'unité.  Or  cette  conclusion  est  contradictoire  avec  l'égalité  (a) 
puisque  les  puissances  d'un  nombre  différent  de  l'unité  ont 
pour  limite  zéro,  ou  Tinâni,  quand  l'exposant  croit  au  delà  de 
toute  limite.  Ainsi  on  doit  supposer  a=  i. 
Admettons  maintenant  que  œ  tende   vers   zéro,  par  des 

valeurs  commensurables  quelconques.  Le  nombre  -   est  tou- 

X 

jours  compris  entre  deux  nombr^is  entiers  consécutifs; on  peut 
donc  poser, 

X 

ou 

1                   1 
'->X> 

p         p-h  i 

p  désignant  un  nombre  entier  qui  croit  au  delà  de  toute 
limite,  quand  x  tend  vers  zéro, 
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on  a  donc  (^  -iS;) 

Nous  venons  de  montrer  que  les  nombres  a^  el  oT^^  avaient 
pour  limite  Tunilé,  quand  p  croissait  au  delà  de  toute  limite; 

le  nombre  intermédiaire  a"^,  a  donc  aussi  pour  limite  zéro. 

939*  Théorème.  La  fonction  exponentielle  est  une  fonc- 
tion continucy  quel  que  soit  x. 

Soit 

y-a  ; 

y  est  une  fonction  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs 
commensurables  de  Xy  les  seules  que  nous  examinions,  en  ce 
moment.  Si  nous  donnons  à  x  la  valeur  x-\-h^  on  obtient, 
pour  la  fonction,  un  accroissement  ^, 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  nous  venons  de  démontrer  qiie 
le  facteur  a'' —  i  tendait  vers  zéro,  le  produit  a"^  (a*— t), a 
donc  pour  limite  zéro  ;  ceci  établit  la  continuité  de  a'. 

f940.  Définition  de  a^,  quand  x  est  ineommensinnible. 

Soit  x'  une  valeur  incommensurable  de  x.  Nous  rappelons 
qu'un  nombre  incommensurable  peut  être  défini  delà  manière 
suivante.  Considérons  les  deux  suites 

3ti)     %\y     •••     %p  I 

Où  et      • 

les  nombres  a  étant  croissants,  ou  tout  au  moins  ne  décrois- 
sant jamais  ;  et  les  nombres  3  décroissants,  ou  tout  au  moins 
ne  croissant  jamais.  On  suppose  que  l'on  a,  quel  que  soit/?. 
ap<A,  gp>B;  et,aussi,  lim(ap  — 3^)1=0,  pourjDir»;Aet 

B  désignant  d'ailleurs  des  nombres  commensurables,  fixes, 
bien  déterminés.  Dans  ces  conditions,  les  nombres  a  et  ?  ont 
une  limite  commune,  que  Ton  peut  imaginer,  et  qui  définit  la 
quantité  incommensurable  x\ 
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Considérons  donc  les  deux  suites 

(i)    a    ,     a  -,  ...  a  '; 
(2)    a    ,     a    ,  ...  a  ''. 

Les  nombres  a  et  3  sont  commensurables,  et  a  est  supposé 
plus  grand  que  Tunité.  Les  nombres  (i)  vont  en  croissant,  ou, 
an  moins,  ne  décroissent  jamais  ;  ils  restent  inférieurs  au 

nombre  fixe,  bien  déterminé,  a^.  D'autre  part  les  nombres  (a) 
vont  en  décroissant  ou  tout  au  moins  ne  croissent  jamais; 
d'ailleurs  ils  sont  tous  supérieurs  à  la  valeur  bien  déterminée 

a  .  Dans  ces  conditions  les  nombres  (i)  et  les  nombres  (i) 
ont  chacun  une  limite.  D'ailleurs  cette  limite  est  la  même.  En 
effet,  si  Ton  pose 

ou 

B   — a 

la  limite  de  g^  —  x^  étant  zéro,  le  facteur  «  ''      ''  —  i  tend  aussi 

vers  zéro  (g  a38).  Ainsi lim  uzzo  ;  les  deux  limites  considérées 
sont  égales  et  c'est  celte  limile  commune,  ainsi  définie,  qui 

représente  la  valeur  de  a^\ 

Il  résulle  de  cette  définition  que  toutes  Ie^>  propriétés  de  la 
fonction  exponentielle,  propriétés  établies  en  supposant 
1  exposant  commensurable,  subsistent  pour  les  valeurs  in- 
commensurables de  cet  exposant. 

Nous  ferons  aussi  remarquer  qu'un  nombre  incommensu- 
rable X*  peut,  dans  certains  cas,  être  défini  comme  la  limite 
d'une  suite  unique  de  nombres  commensurables,  toujours 
croissants,  ou  toujours  décroissants. 

Le  nombre  a"'  est  alors,  par  définilioii,  la  limite  de  la  suite 

).,      }..  ),, 

Cl  ^       Of         ^       »m»      Cl  ) 
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formée  par  des  nombres  toujours  croissants  mais  inférieurs  à 
un  nombre  fixe,  ou  toujours  décroissants,  mais  supérieurs  à 
une  valeur  déterminée. 

94L1*  Théorème.  Le  rapport  de  la  fonction  exponentielle 
a^,  à  la  variable  x,  croît  au  delà  de  toute  limite^  en  même  temps 
que  X,  quand  on  suppose  a  plus  grand  que  Vunité. 

Posons  a  =:  1  +  a,  a  étant  positif,  et  donnons  à  x  des  valeurs 
croissant  au  delà  de  toute  limite  :  nous  supposerons  d'abord 
que  ces  valeurs  sont  entières.  Dans  ces  conditions,  la  formule 
du  binôme  donne  l'inégalité 

On  a  donc 

a^  ^    i  -x  —  1  . 

—  >  -  -f-  a  H a% 

XX  2 

et  quand  x  croit  au  delà  de  toute  limite,  il  est  visible  que  le 
second  membre  de  cette  inégalité,  croît  lui-même  au  delà  de 

toute  limite.  Ainsi  le  rapport  —  dépasse  toute  valeur  assigna- 

X 

ble,  quand  on  donne  à  x  des  valeurs  entières,  suffisamment 
grandes. 

Donnons  maintenant  à  la  variable  x  des  valeurs  croissantes, 
et  quelconques.  Toute  quantité,  non  entière,  étant  comprise 
entre  deux  nombres  entiers  consécutifs,  p,  /?  +  i  ;  on  peut 
toiy  ours  poser 

On  a,  par  suite,  et  pour  un  double  motif, 

a^       «^     a^' 


<-r< 


p-^^^      X        p 
ou  encore 

'  '     a  ;>  H-  1       X  ^      p 


EXERCICES 


2oo 


àF    a^' 


Nous  venons  de  montrer  que  les  nombres  —,  crois- 

saient au-delà  de  toute  limite,  en  même  temps  quep;  il  ré- 

X 

suite  de  là,  et  des  inégalités  (i),  que  -;-  croit  au  delà  de  toute 

limite»  avec  x  ;  quelles  que  soient  les  valeurs  entières,  frac- 
tionnaires ou  incommensurables  attribuées  à  x,   ■ 
9^9.  Représentation  de  la  fonction  exponentielle. 

Si  Ton  pose  y  zz  a^y  et  si  Ton  imagine  que  xeiy  soient  les 
coordonnées  d*un  point,  on  peut  représenter  les  variations 
de  y  par  la  courbe  ci-dessous. 


c 


On  voit  que  x  variant  de  —  «  à  -t-  »,  y  a  une  valeur  tou- 
jours positive.  En  supposant  a  >  i  cette  valeur  tend  vers  zéro, 
quand  x  tend  vers—  ».  La  courbe,  comme  l'indique  la  figure, 
se  rapproche  donc  indéfiniment  de  ox'  ;  et  la  dislance  MP  d'un 
point  M  de  la  courbe  à  ox\  tend  vers  zéro  ;  quand  le  point  M 
s'éloigne  à  Tinfini.  Pour  x— oonayi=i;ona  pris,  sur  la  fi- 
gure, OB 1=  1.  Enfin  x  croissant  de  o,  à  -f-  »,  y  croit  constam- 
ment de  1,  à  4-  »  ;  toutes  ces  particularités  sont  exprimées  par 
la  forme  donnée  à  la  courbe  ABC. 

Nous  avons  toujours  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  a 


-- A 


X 
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était  plus  grand  que  Tunité  ;  si  Ton  avait  a  <  i  toutes  les  pro- 
priétés établies  subsistent,  avec  des  modifications  évidentes. 
Le  trait  ponctué  de  la  figure  correspond  précisément  à  lare- 
présentation  graphique  de  la  courbe  y  zz  a*,  quand  on  sup- 
pose a  <  1 . 


EXERCICES 


a^ 


f  .  Démontrer  que  la  fonction  y  =  —  cwit  (/ue/  que  soit  p,aM  delà  deUnAf 

l imite f  en  même  temps  que  x. 

On  supposera  d  abord  que  p  est  entier  et  l'on  raisonnera  comme  nous  1 1- 
vons  fait  f§  ^40' 

On  générali<te  ensuite  la  propriété  en  remarquant  que  toute  quantité  e$i 
toujours  comprise  entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 

9 .  Considérons  la  cotirhe  y  =  a'  e^  soieni  M  ff/  N  les  points  de  cetlt 
tourbe  qui  correspondent  aux  valeurs  positives  ol^  fi  de  x\  M'  et  N'  les 
points  qui  correspondent  aur  valeurs  négatives  —  a,  —  p.  Les  droites  MN, 
M'N'  rencontrent  l'axe  ox  respectivement  aux  points  R  et  R'  ;  démontm 
que  les  points  R,  a,  6  forment  un  système  superposaàle  à  celui  des  point* 
II',  —  a  — p.  Déduire  de  cette  remarque  que  les  sous-tangentes  auxpmU 
correspondants  M,  M'  sont  égales. 

3.  5<  Ton  convient  d^appeler  points  coirespondants  sur  la  courbe  y  =.i' 
ceux  qui  ont  des  abcisses  égales  et  de  siiines  contraires,  trouver  deux  points 
correspondants  M  et  M'  tels  que  la  corde  MM'  soit  vue  de  l origine  sous  un 
angle  droit. 

Les  points  rbercht^s  sont  ceux  qui  correspondent  aux  abcissi>s -j-i,  rt 
—  1. 

4.  Démontrer  que  si  l'on  a  une  fonction  9  (x),  satisfaisant  «  la  condition 

m 

on  a 

^  (x)  :s  a' 

On  fera  remarquer,  successivement,  que  l'on  a 

I  »  9(0)  =  i  ;     10  ^{x)  5(—  x)  =:  -h  i  ;     3'>  9(j;,)  0  (x,) ...  ?  (x,  •  = 

^   9(Xt+x,  +  ...  -hx^)  ;     4«  [  9  {x)  ]"  =  9  (jix),  (n  entier) ; 


5o[9(x0j''=?(^'x-);      6o.(a-)  =  [?(i)]* 


DIX-NEUVIÈME    LEÇON 


ÉTUDE  DU  NOMBRE  e. 


Considérons  Texpression 


-(■+sr 


expression  dans  laquelle  nous  allons  supposer  que  Ton  donne 
à  m  des  valeurs  positives^  entières,  et  croissantes.  Dans  ces 
eonditions  le  nombre  y  tend  vers  une  limite  finie  et  bien  dé- 
térmioée  quand  m  augmente  indéfiniment.  Nous  voulons 
éUblir  d'abord  ce  point  important. 

MS.  Limite  de  (  1  H — ]   ,  poar  m  7  oo .  Le  nombre  m 
étant  entier  et  positif^  on  a,  parla  formule  du  binôme^ 

1      m(m  —  1)  1       f/i(m  —  1)  (w—  2)    1 


.  •  m 

i'  4)  = 


m         1  .  2     «r  1.2.3.        m* 

^    ^m(m-0...(m-p+OJL^  M-, 

1  .  2  . . .  p  rnr  \ml 

développement  que  Ton  peut  écrire 
\       mj  i         2 1      '  3  ! 


p  !  \m/ 


l  v»» 


«7 
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Dans  celle  formule  p  désigne  un  nombre  entier,  positif, 
inférieur  ou  égal  à  m. 

On  peul  encore  écrire  le  développemenl  précédent,  sous  la 
forme 


en  posanl 


1 
1  m 


\         m/         \  m     ' 


11.2  /}  ! 

el 


p-h  i  /      _P_+  ^\   I  .  p-h2 


■)(-'-i^) 


V  =:  1  ^ —  -h  ' —  "   ;  ; — , /"  '  + . . . 


Les  lermes  de  V  sont^  à  parlir  dulroisième,  respeclivemenl 
plus  faibles  que  ceux  de  la  progression  géomélrique 


m         \  m 

i  H h 


/>-l-2  (p  +  '^y 

car,  pour  former  les  lermes  de  celle  progression,  on  di- 
minue le  numéraleur  el  on  augmente  le  dénominateur  du 
terme  correspondant  de  V.  Si  l'on  remarque,  en  outre,  que  V 
est  une  suite  finie,  on  pourra  dire  que  V  est  plus  petit  que  la 
quantité 


m 


ou 


''+')('+i) 


ÉTIDË  DU  NOMBRE  e 


En  désignant  parO,  une  quantité  comprise  entre  zéro  et 
runiléj  on  a  donc 


V=:0 


el,  par  suite, 


m. 


(A)     (.+i;)":^i:H-0. 


(._J-')...(._£) 


m 


Dans  cette  identité,  supposons  que  Ton  donne  à  m  des 
valeurs  qui  croissent  indéfinimenl,  l'identité  (A)  a  toujours 
lieu;0  est  une  fonction  variable,  mais  ayant  une  valeur 
toujours  comprise  entre  zéro  et  Funité  ;  on  peut  donc  dire 
que  6  a  une  limite  6^  comprise  elle-même,  entre  zéro  et  l'unité. 

D'ailleurs  U  a  pour  limite  la  suite  finie 

i-\ 1 4-...-f- 


I  1.2  1  .  2  . . .  /> 

L'identité  (A)  prouve  donc  i"  que  (  i  -h  -  )    a   une   limite, 
pour  /n  —  ot  ;  2°  qu'en  désignant  cetle  limite  par  e,  on  a 


e-  iH 1 h. .-H k-, — ; — -j' 0   . 

Dans  cetle  égalité,  0^  désigne  un  nombre,  variable  avec  p, 
luais  toujours  compris  entre  zéro  et  l'unité.  Le  nombre  p  est 
entier  et  positif,  mais  aussi  grand  que  Ton  veut,  puisque  la 
condition /><;  m  qui  était  imposée  à  ce  nombre,  dans  la  dé- 
u)(mstration  précédente,  n'empêche  pas  de  supposer  p  aussi 
grand  que  Ton  voudra,  le  nombre  w,  qu'il  ne  doit  pas  dé- 
passer, ayant  crû  indéfiniment. 

Nous  poserons  maintenant 

(0    e  = — ^— ^J.  ; 
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et  nous  (lirons  que  6p  est  le  terme  complémentaire  du  déve- 
loppement de  e.  D'après  tout  ce  qui  précède,  on  peut  donc 
écrire  finalement 

êp  étant,  d'après  (t),  une  quantité  qui  tend  vers  zéro,  quand  p 
croit  indéfiniment.  C*est  la  formule  que  nous  nous  proposions 
d'établir  (»). 

94UL.  Remarque  I.  L'expression  (  i  H —  )    a  pour  limiU 

le  nombre  e,  quand  on  suppose  que  m  prend  des  valeurs  néga- 
tives, mais  dont  la  valeur  absolue  dépasse  tout  nombre  donné. 

Mettons,  dans  Texpression  (*^--)   ?  1©  signe  de  m  en 

évidence,  et  posons 


=(-ir 


Nous  allons,  dans  cette  formule,  donner  à  m  des  valears 
croissant  indéfiniment  et  nous  ferons  voir  que  y  a  une 
limite  égale  à  e,  nombre  que  nous  avons  défini  tout  à  l'heure. 

On  a,  en  effet 


î'  =  (;;i?:7)"'=(*+^) 


m 


OU  encore 


1     \»»-i  /  1 


( 


*        m  —  1/       \        m—  i  ' 
On  peut  considérer  y,  comme  un  produit  de  deux  facteurs  : 


1.  Cette  démonstratioa,  due  à  feu  Bellanger,  nous  a  été  communiquée 
par  M.  Rouché» 
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/  I  \ m-l 

le  premier  I  i  -| — ]      a  pour  limite  le  nombre  <?,  quand  m 

croît  indéfiniment  ;  l'autre  a  pour  limite  Tunîté.  En  résumé, 
la  limite  de  y  est  égale  à  e. 

194S.  Remarque  n.  L'expression  (  i  -| — j  a  encore  pour 

limite  le  nombre  e,  quand  m  croU  indéfiniment  par  des  valeurs 
non  entières. 

Le  nombre  m  est  toujours  compris  entre  deux  nombres 
entiers  consécutifs  p,  l>-+-t;et  Ton  peut  écrire  la  double 
inégalité 


(H)  (.+^)'<(.+^r<( 


Établissons  d^abord  la  première  de  ces  inégalités.  On  sait 

qne'a'  est  une  fonction  croissante  quand  on  suppose  a>  i. 
On  a  donc 

I  \  tii 


(^)  (•+s)'<{'+i)- 


On  sait  d^autre  part  que  af  est  une  fonction  croissante 
aTec  X  :  on  a,  par  suite , 


(4)    (-FTTNl'+a; 


Comparons  (3)  et  (4)  et  nous  avons 


(•%-i7)'<(-+^)"- 


Un  raisonnement  analogue  établit  la  seconde  inégalité. 
Ceci  posé,  lorsque  m  croit  indéfiniment,  p  et  p  +  i  croissent 
aussi  indéfiniment,  par  des  valeurs  entières.  Ainsi  les  termes 
extrêmes  de  la  double  inégalité  (H)  ont,  Tun  et  l'autre,  pour 

(1  \"* 
i-\ — )   a  donc,  lui  aussi, 

«pour  limite. 


:Î6Î  DIXNEUVIÈME  LEÇON 

946.  Remarque  III.  La  limite  de  V expression  y, 

pour  %:=:  o^  est  égale  au  nombre  e. 

Il  suffit  de  changer  la  notation  précédente,  et  de  poser  a  —-. 
pour  reconnaître  que  y  a  bien  pour  limite  le  nombre  e. 

*4'3^.  Remarque  IV.  La  limile  de  [\  -\-—]    ,  qunnd  m 
croît  indéfiniment,  est  égale  à  {/, 

X  1 

On  peut  observer  qu'en  posant  —  z:  —,,??*' croît  indéfiniment 

m     m' 

en  même  temps  que  x.  On  a  d'ailleurs 

* 

.     (-£r]=[(-i)]- 

La  quantité  (»-+-—;)    a  pour  limite  e  ;  ainsi 


De  cette  remarque,  on  peut  déduire  une  formule  donnant  le 
développement  de  é»"*.  Cette  formule  est 


Tfp  désignant  le  terme  complémentaire,  terme  qui  tend  vers 
zéro,  quand  p  croit  indéfiniment. 

1  +  —  J  les  calculs,  et  les  raison- 
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nements,  que  nous  avons  faits  pour  établir  la  limite  def  i-j — | , 
au  moyen  de  la  formule  (2),  on  trouve 

Limde(i+~     zzï-\ [---+  —  +  ... H — --t-V 

\         ml  i      2l      M  pi       '^ 

en  posant 
Mais  nous  venons  de  remarquer  que  Ton  avait  aussi 


(X   *" 
1-1 —  )    zr^"^; 
m/ 


on  a  donc  finalement 


^' 


•X/  ««^  •*/  •*•        I 


Il  reste  seulement  à  reconnaître  que  r^  tend  vers  zéro,  quand 

p  croit  indéfiniment. 
D*après  la  formule  (6)  il  suffit  de  montrer  qu'en  posant 

y  tend  lui-même  vers  zéro.  Supposons  d'abord  que  x  soit  un 
nombre  entier,  alors  x  est  un  des  facteurs  de  (;;  -h  1)  !  On  a, 
d'après  cette  remarque, 

"~  I  .  •;►. ...  X  ,{x-h  0  •••  <  7^  -^  *  ) 
ou 

par  snite, 


y 


£ ( 


(x— i)!\aî+  1 
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Le  second  membre  de  cette  inégalité  peut  être  considéré 

comme  un  produit  de  deux  facteurs  ;  le  premier  z a 

(a;  —  i)  î 

une  valeur  finie  :  Tautre  représente  la  puissance  d*un  nombre 
plus  pelit  que  Tunilé,  cette  puissance  croissant  indéfiniment 
avec  p.  D*après  cela,  on  peut  conclure  que  y  tend  vers  zéro, 
quand  p  croit  indéfiniment. 

Si  X  n'est  pas  entier»  il  est  compris  entre  deux  nombres  en- 
tiers consécutifs  et  le  raisonnement  prouve  que,  dans  ce  cas, 
la  propriété  a  encore  lieu. 

fMH.  Théorème  I.  Le  nombre  e  e^^  compris  entre  a  eH. 
11  est  d'abord  visible  que  Ton  a,  en  prenant  les  trois  premiers 
termes  du  développement 


e>iH h-    ou    e>2,5. 

1      a 


Comparons  maintenant  les  deux  quantités 


1.2. 3        1.2.3.4  i-3  ...jE> 

et 


1 

VZZ--+--  4-... +-—4-  ...  — iz- 

2*         2*  2*^  *         2 

1 

2 


nous  avons,  évidemment, 

Posons  «  —  w  =  Ap,  A^  est  un  nombre  qui  varie  avec  /?, 
mais  qui  est  certainement  toujours  supérieur  à  la  différence 

-:—-=:—,  qui  existe  entre  les  deux  premiers  termes  de  u  et 

dev. 
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D*aQtre  part,  on  a 

ou 

^  =  3  — Ap  +  ep, 

s^  tend  vers  zéro,  h^  est  toujours  plus  grand  que  — ,  en  suppo- 
sant p  sufSsamment  grand  ;  on  a  donc 

94fl.  TIléoréaie  O.  Le  nombre  e  est  incommensurable, 

et 
Supposons,  pour  un  instant,  que  Ton  ait  e  =  -  ;  a,  6  désignant 

6 

deux  nombres  entiers.  On  aurait  donc 

2  1  1.1 

6  a  1  .a...6      i,a  •.8(6-hi)  '  ^ 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  6 1  et  fai- 
sons passer,  dans  le  premier  membre,  toutes  les  parties  qui, 
par  le  £iit  de  cette  multiplication,  deviennent  des  nombres 
entiers. 

En  désignant  par  N,  l'ensemble  de  toutes  ces  parties  entières 
nous  avons 

6-M     (6^-l)(6-^2)  ^• 


Posons 


u  =  .— +     * 


6  +  1      (6  +  1)' 


oa 


6 


En  comparant  ces  deux  égalités,  abstraction  faite  du  terme 
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6  !  £p  qui  tend  vers  zéro,  quand  p  croît  indéfiniment,  on  voit 
que,  dans  l'hypothèse  que  nous  avons  feite,  N  serait  plus  petit 

que  •-  ;  conclusion  qu'on  ne  peut  admettre  puisque  N  est  une 

6 

quantité  positive.  11  n*est  donc  pas  possible  de  supposer  que 
e  puisse  être  commensurable. 

fthO,  Théorème.  Le  nombre  e  ne  peut  pas  être  racine 
d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  commensurables. 

Soit 

ax*-^hx  -\-czzo 

une  équation  du  second  degré  ;  a,  b,  c  représentant  des 
nombres  entiers  dont  le  premier  a,  peut  être  supposé  positif. 
Si  le  nombre  e  était  racine  de  cette  équation,  on  aurait  donc 

ae*-hbe-hc  —  o 
ou 

ae-\'b-hce     zzo. 

Les  formules  (2)  et  (5)  permettent  d'écrire  cette  relation  de 
la  manière  suivante 

al  i"-h-H +... +  £  )+h  +  c .. 

±  ' +  P  W  " 

p  désignant  ce  que  devient  le  terme  complémentaire  r  quand 

on  suppose  .t  =  —  1 . 

Multiplions  les  deux  membres  de  celte  égalité  par  1 . 2 ...  A\ 
k  étant  un  nombre  arbitraire,  mais  inférieur  à  p.  Un  certain 
nombre  de  termes  prennent  la  forme  entière,  nous  suppo- 
serons que  N  désigne  la  somme  de  ces  termes  changés  de 
signe.  Nous  avons  donc 


±^kT^-^)+-+'''-pp)=^- 
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Dans  cette  relation  comme  on  suppose  A*  <  p,  les  termes 
k  î  Sj,,  et*  !pp,  sont  aussi  petits  que  Ton  veut,  pour  des  valeurs 
suffisamment  grandes  de  p.  Prenons  par  exemple  k  î  s^,  ;  on  a 

jt  *  «  zz ' 0 

et,  sous  cette  forme,  on  voit  que  A*  !  ip  lend  vers  zéro  quand  p 
croit  indéfiniment. 

Le  raisonnement  que  nous  avons  fait,  dans  le  paragraphe 
précédent,  prouve  que  le  coefficient  de  a,  dans  Tégalité  (7),  est 

inférieur  à  -.  D'autre  part  on  peut  choisir  k  pair,  ou  k  impair, 

n 

de  façon  que  le  premier  terme  du  coefficient  de  c  soit  positif, 
ou  négatif,  en  même  temps  que  c.  Supposons  e  >  o,  pour  fixer 
les  idées  ;  la  suite  U, 

k'\-\       (^-f.  1)  (A; -t-u)  "*"••• 

est  toujours  positive  puisqu'elle  se  compose  de  groupes 


A -h  1       (A--4-i)(/e-f.^)' 
t  1 


(A-+i)(A--h->-){A*-h:i)      (A'-4-i)(A-f-tî)(A'-f-3)(A--hî)' 


qui  sont  tous  positifs.  De  plus,  cette  suite  est  plus  petite 

A'+  I 
que  — !— .  En  effet,  elle  peut  s'écrire 

'  "Aw^~L(A-+0(/^4-î».)~(A4.i)(A:+«.)(A'+3Jr'^'--^ 
Sous  cette  forme,  on  peut  remarquer  que  toutes  les  paren- 
thèses qui  suivent  r—r^  sont  positives  ;  on  a  donc  U  <  - 


on  arrive  ainsi  à  cette  onclusion  que  N,  nombre  entier  qui 
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■ 

n^est  pas  nul,  parce  qu'il  est  égal,  dans  le  sens  ariihméUqiie 
du  mot,  à  une  somme  de  deux  quantités  positives,  satisM  à 
Tinégalilé 

(H)     N<?+     ' 


k      /f-f-i* 

Le  nombre  k  peut  d'ailleurs  être  pris  aussi  grand  que  Ton 
veut,  puisqu'il  est  seulement  assujetti  à  être  inférieur  à  p, 
nombre  entier,  qui  est  absolument  arbitraire.  Or,  pour  des 
valeurs  de  k  suffisamment  grandes,  l'inégalité  (8)  est  évidem- 
ment impossible;  et  cette  remarque  démontre  la  proposition 
en  question. 

9S1 .  Indéterminées  i  ^.  L'expression!  i  -\ —  | ,  quand  on 

y  fait  m  =  00,  devient  i  *•.  Cette  forme  n'a,  par  elle-même, 
aucun  sens  et  constitue,  suivant  un  langage  adopté,  une  ex- 
pression indéterminée.  Nous  reviendrons  prochainement  sur 
les  expressions  indéterminées;  nous  voulons  seulement 
montrer  comment  l'on  doit  traiter  celles  qui  appartiennent  à 
la  forme  i  ^. 

Désignons  par  Uy  Vy  w  trois  fonctions  de  a;,  et  soit  y  une 
fonction  composée  de  x,  définie  par  Tégalité 

Supposons  maintenant  que  pour  a;  =  or'  on  ait 

y  prend  alors  la  forme  i  ^.  Ces  expressions  indéterminées 
se  ramènent  à  d^autres  expressions  plus  simples,  de  la  ma- 
nière suivante. 
Posons 

u  +  vzz  1  -}-«; 

a  peut  être  considéré  comme  une  fonction  de  x  qui  devient 
nulle  pour  a:  =r  a;'.  On  a  d'ailleurs 


y=  [(!+«)»]"" 
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OU 


r       n«(M 


Si  Ton  considère  la  fonctioD  t^^  (u+v  —  i)  et  si  Ton  peut 
reconnaître  qu*eUe  tend  vers  une  valeur  Ç,  quand  x  tend 
vers  a:',  on  aura 

Lim  y  zz  c\ 
ipir.  Soit  proposé  de  trouver  la  valeur  de  y^ 

cos  0?  -f-  a;  -4-  sin  x\  «>*»  ^ 


_  /cos  a; -f- a;  +  sin  a;\' 
\        i-f-siiix       / 


pour  cczzo.Oïi  remarquera  d*abord  qu'en  écrivant  y  sous  la 
forme 

—  (cos  a?-h  a?  -hsin  x)^^^*^ 
^'"     (i-f-sina^r^* 

on  aura  la  valeur  cherchée  en  déterminant  successivement 
celle  des  expressions 

tt  =  (cos  x-\-X'\'  sin  a^r*^' 

vi=(i -f. sin  a;r*^'. 

Traitons  d'abord  la  première  et,  conformément  à  la  mé- 
thode indiquée,  posons 

cos  a?  -f-  X  +  sin  a:  zz  a  -H  1 

# 

on  a 

•in  x) 


[flcos  j;(ro««~l-fx-)-i 


Il  Êiut  maintenant  déterminer  la  valeur  vers  laquelle  tend 
rexpression  t^ 

cos  X  —  1  H-  a?  +  sin  a; 


sma; 
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pour  X  —  o.  Or  on  a 

sin  - 

2  X 

Izz h- +  4; 

X      sma; 
cos- 

2 

quand  x  tend  vers  zéro,  la  limite  de  l  est  égale  à  2.  Ainsi 

lim  II  —  e*. 

Cherchons  maintenant  la  limite  de  t).  On  peut  écrire  v,  sous 
la  forme 


ou 


[I     nsinj:cofg.r 
(1  -+  sinx)""  J 

nnx  I 

(i-f-sino;)      J       ; 


pour  X  =:  o,  on  a  donc 

V  —  e. 

En  résumé  y,  qui  est  égal  à  -,  a  pour  limite  e. 

Remarque.  Lorsque  uni,  comme  cela  a  lieu  dans  uu 
grand  nombre  de  cas^  la  méthode  générale  que  nous  venons 
d'indiquer  s'applique  commodément. 

Soit 

y  =:  (1  -I-  v)«^; 

on  écrit  y  sous  la  forme 


//^L(i+t^n 


vw 


et,  Ton  a,  par  conséquent 


u  zz  e'""'  ^"  "'^ 


On  reconnaîtra,  dans  l'indication  générale  que  nous  don- 
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lions  ici,  la  méthode  que  nous  avons  précisément  suivie  en 
cherchant,  comme  nous  Tavons  fait  tout  à  l'heure,  la  limite 
de  (i  -f-  sin  Jc) '^*'*8-^,  pourx  —  o. 


EXERCICES 
1.  Trouver  la  valeur  de  y. 


y^\  j-i- 


V  m'4-  1/ 


{•our  m  z=  oc  . 
Le  calcul   dooue 


Umy  —  'i\û^ 


•  .  Queife  est,  pour  m  =  x,  la  vraie  valeur  de  la  fraction 


A      ' 


On  diirisera  d'abord,  haut  et  bas,  par  m*  et  l'on  écrira  la  fraction  sous  la 
forme 

'i         1  \"» 


('-+----0 

1 \- 


m      m* 


à  ce  propos'oQ  démontrera  que  la  limite  de  [  l  +  -  -f-  —  -j-  .  .   .  )"\    pour 

m  =  oo  est  é^ale  à<?*.  Ou  géuérarisera  enfin  l'exercice  proposé  en  cherchant, 
pour  fil  =  yo,  la  limite  de  Texpression 


rtl''+AM»''-' 


Ul 


s.  Démontrer  t/ue/a  limile  de  l  i—Ly^pour  m  =  x,  est  égale  à  -. 

I 
4.  Quelle  est  la  limite  de  l' express  ion  a*^\  pour  a=  i. 


272  DIX'NEUVIÈME  LEÇON 

S.  Trouver  ponr  xzzo,  la  valeur  de  la  quaniilé  y^  définie  par  Végaliti 


On  remarquera  que  Ton  a 


y=:{i-\-x)^{i—xf 


VINGTIÈME  LEÇON 


LES     LOGARITHMES. 


9519.  Définition.  Étant  donné  un  nombre  positif  a,  supé- 
rieur à  runiléj  le  nombre  x  qu'il  faut  donner  comme  exposant 

à  a,  pour  que  la  valeur  bien  déterminée  a*  soit  égale  à  y,  est 
k  logarithme  de  y. 

Le  nombre  a  se  nomme  la  base  du  système.  Avant  d^exposer 
les  propriélés  des  logarithmes,  ce  mot  ayant  été  employé  dans 
l'algèbre  élémentaire  avec  un  sens  différent,  du  moins  en 
apparence,  nous  devons  montrer  qu'il  y  a  concordance  entre 
les  deux  définitions,  et  que  la  même  expression  est  bien  ap- 
pliquée à  des  choses  identiques.. 

953.  Cl^ncordance  des  deux  définitions.  Dans  la  dé- 
finition élémentaire  on  considère  la  progression  géométrique 

croissante 

(i:)     i,(i-ha),(i4-a)',  ...(l4-a)^  ...  ; 

el  d'autre  part,  la  progression  arithmétique 

(V)      o,  r,  2r,  ...  pr,  ... 

En  supposant  que  dans  les  suites  U  et  V  les  termes  se  cor- 
respondent deux  à  deux,  les  nombres  de  V  sont  dits  les 
logarithmes  des  nombres  correspondants  de  U.  Pour  com- 
pléler  cette  définition,  il  convient  d'ajouter  qu'on  appelle  base 
du  système  le  nombre  de  la  suite  U  qui  a  pour  logarithme 
l'unité.  Désignons  cette  base  par  6,  et  soit 

ft  -  (i  +  o)\ 

i8 
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Le  logarithme  de  b  est,  par  définition,  le  nombre  ^r  :  on  a 
donc 

^r  rz  1. 
D'après  cela  on  voit  que  la  base  b  est  donnée  par  la  formule 

(i)     6  =  (i-4-a)^ 
Ceci  posé^  soit  y  un  nombre  quelconque  de  la  suite  U, 

(•i)     3^  =  (n-af; 

en  désignant  son  logarithme  par  a;,  on  a 

(3)    xzzpi\ 
Des  égalités  (2)  et  (3)  on  tire 


ou 


ou  enfin 


yzz(H-a)^ 


y^-Ut+^rJ 


y  =  6^ 


X 


Celte  relation  entre  xeiy  établit  bien  l'identité  des  deux 
définitions.  Nous  abordons  maintenant  Tétude  des  propriétés 
des  logarithmes. 

ft&4L,  Théorème.  Tout  nombre  positif  a  un  logarithme^ 
dans  un  système  de  base  donnée. 
Soit  a,  la  base  donnée  (*)  ;  considérons  Téquation 

y:=^a'; 


1 .  Il  est  enteudu  que  a  désigne  ua  nombre  positif»  sans  qu'il  soit  néces- 
saire de  rappeler  constamment  cette  condition  imposée  à  la  base  du 
système. 
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quand  x  varie  de  —  oo  à  -f-  »,  nous  avons  montré  dans  Tétude 
que  nous  avons  faite  de  la  fonction  exponentielle,  que  y  variait 
d'une  £içon  continue  et  croissait  constamment.  Soit  y^  le 

nombre  proposé.  La  fonction  a^  étant  continue  et  variant  de 

4-»  à  —  »,  on  sait(§23o)  que  a*  passe,  au  moins  une  fois, 
par  la  valeur  y„  pour  une  valeur  a:,  de  x.  D'ailleurs  la 
fonction  étant  croissante  ne  passe  qu'une  seule  fois  par  cette 
valeur  y^  ;  et  ceci  établit  que  tout  nombre  positif  a  un  loga- 
rilbme,  et  qu'il  n'en  a  qu'un  seul. 

On  désigne  par  la  notation  abrégée  LoQy  ou,  plus  simple- 
ment  encore,  par  la  seule  lettre  £,  le  mot  logarithme.  Ainsi 
pour  exprimer  qu'un  nombre  a,  est  le  logarithme  d'un  nombre 
5,  on  écrit 

a  =  Log  0 
ou 

» 

Lorsqu'on  veut  rappeler  que  la  base  du  système  de  loga- 
rithmes que  l'on  considère  est  un  nombre  a  ;  on  peut  intro- 
duire, dans  la  notation,  l'indice  a,  comme  l'indiquent  les 
égalités  suivantes 

a-Log„g 
oa 

Le  symbole  L,  est  réservé  aux  logarithmes  népériens; 
ces  logarithmes,   sur   lesquels   nous    reviendrons   tout  à 

l'heure,  ont  pour'base  le  nombre  e.   L'équation  y  :=  a'  admet 
évidemmentla  solution  cp—  i  y^a;  ainsi  on  a  Log^a  :=  i .  On 

peut  aussi  remarquer  que  Ton  a  Log^  i  =:  o^  quelle  que  soit  la 

base  a. 

^5&.  Théorème  I.  Le  logarithme  d'un  produit  de  plu- 
ikurs  facteurs  est  égal  à  la  somme  des  logarithmes  des  fac' 
leurs. 
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Nous  voulons  monlrerjque  Ton  a 

Log(y,  y, ...  y^)  =:Logy,+  Logy.4-...  4-Logy^. 

Désignons,  en  effet,  par  a:,,  a:,, ...  x^  ;  les  logarillimes  res- 
pectifs des  nombres  ^19^,9-..^^;  on  a,  par  la  définition  même, 


y^ 

— 

a" 

Vt 

— 

Xi 

a  " 

•     • 

• 

9        m 

y. 

— 

a,  représentant  la  base  du  système  considéré.  De  ces  égalités 
on  déduit,  par  combinaison,  la  relation 

Mais  cette  égalité  prouve  que  x^-^x^'\- ...  -hx^  est,  préci- 
sément, le  logarithme  du  nombre  y,  y,  •  •  y^.  On  peut  donc 
dire  que 

Log  {y,  y, ...  yp)  -  J?,  +  ^,  +  .•  +  ^p^ 
ou  que 

(i)    Log(y,  y, ...  tjp)  =  Log ?/,  -h  Logy,  -h  ...  -f-  Log  y^. 

9S»B«  Théorème  II.  Le  logarithme  dune  puissa?ice  en- 
tière et  positive  m,  est  égal  à  m  fois  le  logarithme  du  nombre 
qui  est  élevé  à  cette  puissance. 

Si  dans  Tégalité  (1)  qui,  au  fond,  est  une  identité,  vérilSée  par 
toutes  les  valeurs  positives  attribuées  aux  lettres  y,,  y„  .  .  y^ 

on  suppose 

yi=yi==  -yp-y; 

on  obtient  le  résultat  suivant 

Log  (y"*)  =w  Log  y. 

Cette  égalité  a  lieu  quel  que  soit  y  et  pour  une  valeur  en- 
tière, positive,  et. quelconque  de  m;  elle  prouve  rexaclilude 
du  théorème  énoncé. 
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Le  logaHthme  d'un  quotient  est  égal 
à  la  différence  qui  existe  entre  le  logarithme  du  dividende  et 
celui  du  diviseur. 

Cette  proposition  est  encore  la  conséquence  immédiate  du 
théorème  J,  théorème  qui  doit  d'ailleurs  être  considéré  comme 
constituant  la  propriété  fondamentale  et  caractéristique  de 
la  fonction  logarithmique. 

Si  Ton  pose  en  effet 

u 

V 


on  en  déduit 


w^^vy 


et,  par  suite, 


Log  u  r:  Logt)  +  I^g  y 


ou  finalement 


Log- =  Log  w  — Log v. 


Cette  dernière  égalité  démontre  bien  la  propriété  énoncée. 

M^8.  Théorème  WV.  Le  logarithme  dune  racine  d'indice 
m  est  égal  au  logarithme  de  la  quantité  positive  placée  sous  le 
radical  y  divisé  par  l'indice  m. 

Soit  'va,  le  radical  considéré  ;  nous  supposerons  que  A  est 

une  quantité  positive  ;  '>/A  dans  cette  hypothèse  a  une  valeur 
bien  déterminée  et  que  nous  avons  précédemment  définie. 
Soit  y  cette  valeur  ;  nous  pourrons  donc  poser 

y=  v'A, 

égalité  de  laquelle  on  déduit 

2/"=  A. 
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On  a  donc,  par  application  du  théorème  II, 

Log  A  zz  m  Log  y, 


ou 


,  LoofA 

Log  2/=—:-, 


m 


ou,  finalement, 


.         (m  7\        LOgA 


WM^.  Changement  de  base.  Nous  supposons,  sans  nous 
préoccuper  de  savoir  comment  ce  but  a  été  atteint,  qu'on  ail 
construit  une  table  de  logarithmes  dans  un  système  de  base 
a,  et  nous  nous  proposons  de  transformer  cette  table  en  une 
autre  ;  les  logarithmes  de  celle-ci  ayant  pour  base  un  nombre 
by  différent  de  a. 

Prenons  un  nombre  quelconque  y  ;  soit  x  son  logarithme 
dans  le  premier  système,  et  X  son  logarithme  dans  le  second. 

On  a  donc 


et  aussi 


On  déduit,  de  1& 


y  — a 


y^h^. 


„x tX 

a  zz  0  • 


Deux  nombres  égaux  ont,  dans  un  système  déterminé,  des 
logarithmes  égaux.  Prenons,  dans  Tégalité  précédente,  les  lo- 
garithmes des  deux  nombres  dans  le  système  a.  Comme  Toq 
a,  Log^a=  1,  on  obtient  la  relation 

xzz\  log^ô. 

Soit  posé 

1 


Mit 


Log  A' 
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M  s^'appelle  le  module  de  transformation;  on  voit  qu'il  est 
égal  à  l*inyerse  du  logarithme  de  la  nouvelle  base,  logarithme 
pris  dans  la  table  proposée.  On  a  d*après  cela, 

X  iz  M  .  a:. 

Ainsi  les  nouveaux  logarithmes  sont  proportionnels  aux 
anciens  ;  et  pour  calculer  la  nouvelle  tgble  il  suffit  de  multi- 
plier ceux  de  la  table  donnée,  par  un  nombre  toig'ours  le 
même. 

Cette  transformation  pourrait  s'effectuer  par  des  calculs 
relativement  simples,  en  appliquant  la  remarque  suivante. 
Soit  M  le  module  de  transformation  ;  en  calculant,  une  fois 
pour  toutes,  les  produits 

2M,    3M,  ...  9M; 

on  obtient  ainsi  9  résultats 

A,  =  M 
A,  =  2M 

A9  =  9M, 

el,  avec  ces  nombres,  A,  A,  . . .  A9  on  peut  effectuer  la  trans- 
formation de  la  table,  par  de  simples  additions.  Nous  nMn- 
sisterons  pas  autrement  sur  cette  observation  élémentaire. 

9SO.  Remarque.  On  rencontre  fréquemment  des  expres- 
sions de  la  forme 

LogB' 

la  base  du  système  de  logarithmes  n^étant  pas  connue,  ou,  si 
Ton  préfère,  étant  indéterminée.  La  valeur  de  u  n*en  est  pas 
moins  bien  déterminée.  Cela  tient  à  la  remarque  que  nous 
avons  faite,  dans  le  paragraphe  précédent,  et  en  vertu  de  la- 
quelle les  logarithmes  de  deux  nombres,  dans  deux  systèmes 
différents  y  sont  proportionnels. 
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9S1.  EiOf^arithnes  Mépériens.  Les  logarithmes  ont  élé 
imaginés  par  Néper  (')  et  la  base  choisie  par  lui  a  été  le  nom- 
bre e.  Voici  comment  on  peut  expliquer  ce  choix  qui,  au 
premier  abord,  a  une  apparence  singulière.  Dans  les  deux  pro- 
gressions (U)  et  (V),  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  entrent 
deux  indéterminées,  a  et  r.  Néper  dL^^^el^Mmodule  du  système 

T 

le  rapport  -  de  ces  deux  quantités  arbitraires.  Dans  cet  ordre 

a 

d'idées,  le  système  de  module  simple  est  celui  qui  est  égal  à 

l'unité  et  qui  correspond  à  Thypothèse  r  ir  a.  La  formule  (i) 

1 

donne  alors  pour  la  base  le  nombre  (i+a)^  et  quand  on 
suppose  que  a  est  très  petit  et  tend  vers  zéro,  hypothèse  na- 
turelle, et  même  nécessaire,  si  Ton  veut  que  tous  les  nombres 
et  leurs  logarithmes  figurent  dans  la  table,  on  voit  que  la 

base  doit  avoir  pour  valeur  la  limite  de  (i  -4-  a)*,  ^our  x:::^^, 
c'est-à-dire  e. 

PROPRIÉTÉS  DE  LA  FONCTION  LOGARITHMIQUE. 

itWt.  Théorème  1»  La  fonction  logarithmique  est  une 
fonction  continue,  quand  x  varie  de  zéro  à  -h  j». 

Nous  appelons  fonction  logarithmique  celle  qui  est  liée  à  la 
variable  indépendante  x  par  Téquation 

(i)    y  =  Logo:. 

Si  Ton  désigne  par  a  la  base  du  système  considéré,  la  dé- 
finition du  logarithme,  telle  que  nous  Tavons  donnée  tout 
à  rheure,  prouve  que  Fégalité  précédente  entraine  celle-ci  : 

(a)    xzza}'. 


1.  Au  commencement  du  xvu»  siècle. 
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D'après  cette  équation,  x  est  un  nombre  positif,  quelle  que 
noit  la  valeur  de  y.  D'ailleurs  à  toute  valeur  positive  donnée 
à  x,  correspond  un  logarithme  y,  et  un  seul  ;  ceci  prouve  déjà 
que  y  est  une  fonction  bien  déterminée  dans  lintervalle 
(o,H-3o),  que  nous  considérons. 

Pour  montrer  la  continuité  de  la  fonclion,  donnons  à  a?  la 
valeur  x-\-h\  l'accroissement  h  de  la  fonction  est  donné  par 
l'égalité 

*  •=.  Log  [x-^h)  —  Log  X 
que  Ton  peut  écrire 


(3)    A:  =  Log(i+^). 


De  cette  égalité,  et  de  la  définition  des  logarithmes,  on  tire 

1  -4-  -  =:  a*. 

Lorsque  h  est  nul,  le  premier  membre  est  égal  à  Punité  ; 
le  second  membre  ne  peut  prendre  cette  valeur,  que  si  Ton 
suppose  A:  =  o. 

D'ailleurs  a^  est  une  fonction  conlinue,  lorsque  h  a  une  va- 
leur très  petite,  h  a  donc,  lui  aussi,  une  valeur  1res  voi- 
sine de  zéro.  Cette  remarque  établit  la  continuité  de  la  fonction 
logarithmique;  continuité  que  nous  déduisons,  comme  on 
le  voit,  de  celle,  précédemment  démontrée,  de  la  fonction 
exponentielle. 

IMS.  Xliéoréine  II.  La  fonction  logarithmique  est  crois- 
sante, 

Eïieffet,  d'après  l'égalité  (2),  et  en  supposant  a  >  1,  on  voit 
que  si  le  logarithme  est  posilif,  le  nombre  correspondant  est 
supérieur  à  Funité;  et  inversement.  L'égalité  (3),  dans  laquelle 
on  suppose,  bien  entendu,  A  >  o  ;  prouve  que  k  est  le  loga- 
rithme d'un  nombre  plus  grand  que  l'unité  ;  on  a  donc  /r  >  0 
la  fonction  logarithmique  est  croissante. 


282  VINGTIÈME    LEÇON 

Il  faut  ajouter  qu'elle  croit  indéfiniment  avec  x.  En  effet,  si 

dans  réquation  (2),  on  suppose  que  œ  croisse  au  delà  de  toute 

limite,  il  faut  admettre  que  y  n^a  pas,  dans  cette  hypothèse, 

de  limite  finie,  puisque,  à  une  valeur  finie  de  y,  correspond 

nécessairement,  pourj?,  une  valeur  finie. 

Lo<?a: 
ftB4L/Whéoréme  III.  Le  rapport  — ^^fendvers  zéro,  quand 

X  croît  indéfiniment. 
Posons  en  effet 

LoîTo; 


X 


et  soit 


On  a,  par  suite, 


y  zz  Log  X, 


xzza^' 


La  valeur  de  z  peut  alors  s'écrire 

y 

En  supposant  que  x^  et  par  conséquent  y,  croissent  indéfi- 

nîment,  onavu(§  241)  que  le  rapport—  dans  lequel  on  sup- 

a^ 

pose,  bien  entendu,  a>  1  tendait  vers  zéro,  quand  y  croissait 

au  delà  de  toute  limite. 

ISMS.  Théorème  WW,  La  fonction  (  ~  Log  x)  croit  au  delà 
de  toute  limite^  quand  x  décroît  indéfiniment. 

Soit 

y  =  — Logo? 
on  a  donc 

x  =  a-^ 
ou 

a^  =^-* 

X 
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Lorsqu^on  donne  à  x  des  valeurs  positives,  variables,  et  ten- 
dant vers  zéro  ;  les  valeurs  correspondantes  de  y  augmentent 
sans  cesse,  et  croissent  indéfiniment.  Ceci  résulte  de  Tétude 
que  nous  avons  faite  de  la  fonction  exponentielle. 

5MMK.  Représentation  g^raphique  de  la  fonction  lo« 
KnrithmU|oe«  Si  Ton  considère  Téquation 

2/=:Loga;; 

a^élant  une  variable  indépendante,  entre  les  limites  o,  et  +  »  ; 
les  valeurs  correspondantes  de  y,  en  appliquant  les  théorèmes 
qui  précèdent,  peuvent  être  représentées  par  les  ordonnées 
de  la  courbe  ci-dessous. 

m 


EXERCICES 
1.  Démontrer  que  les  deux  courbes 

toni  projectives  ;  c'est-à-dire  qu'en  faisant  tourner  le  plan  de  la  première^ 
ttttn  angle  convenablement  choisi,  autour  de  oy,  elle  se  projette  sur  le  plan 
primitif  suivant  une  courbe  qui  coïncide  avec  l'autre , 

%.  Démontrei'  que  Von  a 


Log^  b  Logj  a  =:  1 . 
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3.  Résoudre  t  équation 

X 

y  =8i. 

4.  Résoudre  Véquation 

3.2    ^  -|"  ^7  •  '^    —  5  rr  o 

on  trouvera  une  seule  racine  réelle  a:'  z=  —  a. 

5.  Résoudre  Véquation 

6 .  Trouver  la  limite  de 

pour  a  =  o. 

log  a 
■y.  Quelle  est  la  valeur  de  —2—  ,  pour  a=r  i  ? 

a  —  1 


On  posera 


1 

azr  1  H . 

771 
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LES  DÉRIVÉES. 


1^9.  Définition  de  la  fonction  dérivée.  Désignons, 
comme  nous  Pavons  déjà  fait  à  plusieurs  reprises,  par  x  la 
Tariable  indépendante,  celle  à  laquelle  on  peut  donner,  au 
moins  dans  un  intervalle  déterminé,  des  valeurs  arbitraires; 
et  soit  y  la  variable  dépendante.  Cette  dépendance  de  y  est 
déterminée  par  une  relation  entre  les  deux  variables  x,  y  ; 
relation  telle,  qu*élant  donnée  la  valeur  de  Xy  il  faut,  pour 
obtenir  la  valeur  correspondante  de  y  effectuer,  avec  cette 
valeur,  une  certaine  opération,  désignée  symboliquement  par 
f[x),  La  foroiule  qui  indique  ce  calcul  est, 

y^fix). 

Si  Ton  donne  à  x  une  nouvelle  valeur  a:  -h  A,  on  obtient 
pour  y,  une  valeur  correspondante  y -h  A.  Nous  dirons  que  h 
est  Taccroissement  donné  à  la  variable  indépendante,  et  ky 
Taccroissement  correspondant  de  la  variable  dépendante.  Ce 
mot  accroissement  doit  d'ailleurs  être  pris  dans  son  sens  ma- 
thématique et  les  accroissements  dont  nous  parlerons  pour- 
root  être  tantôt  positifs,  et  tantôt  négatifs.  Le  problème  des 
tangentes,  problème  dont  nous  dirons  un  mot  tout  à  Theure, 

k 
a  conduit  à  chercher  la  limite  du  rapport  j,  quand  h  tend  vers 

zéro.  Lorsque  cette  limite  existe,  et  a  une  valeur  bien  déter- 
minée, on  rappelle  la  dérivée  de  la  fonctioyi.  Cette  dérivée  est 
une  fonction  de  la  variable  indépendante  x  :  Nous  convenons 
de  désigner  cette  nouvelle  fonction  par  y',  ou  par  f'{x)  ;  ces 
deux  notations  étant  également  usitées. 
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968.  Exemples  de  lonetions  dérivées.  Monlrons  d^- 
bord,  sur  des  exemples  simples,  comment  on  peut  déterminer 
la  dérivée  d'une  fonction  donnée. 
I*»  Soit 

a  x-hb 
^      ax-hO' 

Donnons  k  la  variable  indépendante  la  valeur  a; -h  ^  ;  on  a 


par  suite 


ou,  encore, 


a  (x-hh)'hb 


a  (X'hh)-hb       ax-hb 
"  â'{X'hh)-hb^'~  a'x-hb'' 


k_  {ab'  —  ba') 

h  ^  [a\x+  h)-\'b^]{a'x-\-b') 


Si  Ton  imagine  maintenant  que  h  tende  vers  zéro,  on  voit, 

cette  limite  est  égale  à 

ab'—ba' 


■t» 


(a'x  -h  6') 

On  écrira  donc 

ab^-^ba' 


2/'  = 


(a'x-hb'f 


Dans  le  cas  où  y  est  une  quantité  constante,  pour  meltre  la 
variable  x  en  apparence  dans  l'expression  de  y,  on  peut  re- 
présenter v/,  par 

a  x-hb 
a^x-hb'' 

mais  avec  la  condition  ab'—ba':=zo. 

La  formule  précédente  montre  quelon  a  fj':=:o.  Ainsi  ia  dé- 
rivée d'une  constante  est  nulle. 


•    _  • 
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a*"  Soit  encore 

On  a 

y  +  k-k{x-hhy 
puis, 

^:=pAxr'  +  hV; 

U  désignant  un  polynôme  entier.  Cette  égalité  prouve  que  le 

rapport  j,  pour  A  iz  o,  a  une  limite  qui  est  égale  à  pAx'^  *.  On 
a  donc 

3^  Considérons  enfin  la  fonction  entière 

y  zz  Aox""  -h  A,a;'"~*  -h  A,x"''^  +  ...  -h  A„,^^x  -h  A^. 
On  a,  par  un  calcul  analogue  au  précédent, 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  on  cwiclut  de  cette  égalité, 

y'  zz  /nAor"*"*  -h  (m  -  i)  A.x""^'  4-  ...  -h  A„..i. 

Ainsi  la  dérivée  y'  d'une  fonction  entière  y,  du  degré  m,  est 
uiie  fonction  entière  du  degré  (m —  i)  ;  cette  dérivée  ne  ren^ 
ferme  pas  le  terme  constant  A^,  de  la  fonction  proposée;  enfin 

u  terme  quelconque  +  Af^x^~^  de  y  donne,  dans  y',  un  ternie 

correspondant  +  {m  —A)  A  ,^a;"*  "  '^  -  * ,  déduit  du  précédent  d* après 
«w  loi  évidente. 
MO.  Représenftatioa  ^géométrique  de  la  dérivée. 

Nous  nous  proposons  de  montrer  maintenant  comment  cette 
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idée  delà  dérivée  s'est  naturellement  introduite  dans  L'ana- 
lyse, quand  on  a  cherché  à  tracer  la  tangente  en  un  point 
d'une  courbe  donnée  par  Téquation 

Soit  AB  la  courbe  qui  correspond  à  cette  équation,  M  un 
point  particulier  de  AB  ;  soit  enfin  M'  un  point  voisin  de  M 
surAB. 


Sur  cette  figure,  MP  représente  Faccroissement  h  donné 
à  Xy  M'P  Taccroissement  correspondant  k  de  la  fonction.  Le 
triangle  rectangle  M'PM  donne  d'ailleurs 

h  ^   ^ 

Lorsque  le  point  M'  se  rapproche  du  point  M  et  vient  se 
confondre  avec  lui,  la  sécante  M'M  a,  en  général,  une  position 
limite,  bien  déterminée,  qui  est  celle  de  la  tangente  MT  à  AB, 
au  point  donné  M.  Si  Ton  désigne  par  a  Tangle  bien  défini  (') 
que  fait  la  semi-droite  MT,  avec  oxy  on  a 

y'ntga. 


1.  Voyez  pour  la  dcflnillon  de  cet  angle  le  Cours  de  géométrie  aaal yUqae. 
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C'est  ainsi  que  la  connaissance  de  la  fonction  y*  permet  de 
eoDslruire  la  tangente  au  point  M  à  la  courbe  proposée,  et 
Ton  voit  comment  le  problème  des  langenles  a  conduit  a  la 
notion  de  la  fonction  dérivée. 

PRINCIPES    GÉNÉRAUX    POUR   LE    CALCUL  DES  DERIVEES. 

^90.  Nous  désignerons  ordinairement  par  Ax  Taccroisse- 
ment  donné  à  la  variable  indépendante.  Si  u  désigne  une 
certaine  fonction  de  x,  nous  Y*eprésenterons  par  Ait  Taccrois- 
semenl  correspondant  éprouvé  par  cette  fonction.  11  importe 
de  bien  comprendre  cette  notation  et  d'observer  attenti- 
vement que  Aj7  est  un  signe  symbolique  ^  destiné  à  rem- 
placer ces  mots  :  accroissement  donné  à  x.  De  même  A«( 
n'est  qu'une  façon  abrégée,  et  commode,  d'exprimer  l'accrc/w- 
cernent  éprouvé  par  la  fonction  w. 

991.  T*liéorénie.  La  dérivée  dune  somme  de  plusieurs 
fonctions  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  de  ces  fonctions. 
Soit  î£,  i\  ...  10  différentes  fonctions  de  x  et  soit 

(i)    y  zzu-ho-h  ...  -hw. 
Si  Ton  donne  à  x  un  accroissement  Ax  ;  on  a 

(2)     y  4- Ay  =zM-f- Att-hy-f- Ay4- ...  -r  w-h  -^^w. 
Des  égalitéi  (1)  et  (2)  on  déduit 

Ay\  __  /Am\       I'^'^\  (^^ 


;) = (ë)  -  (: 


,\x)  ^  [\xl       \\xl      '"      \lx 
ou  enfin, 

y'  zz  e/'4-y'4-...  -hw'. 


'lliéorénie.  La  dérivée  logarithmique  d'un  produit 
de  plusieurs  facteurs  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  loga- 
rithmiques de  ces  facteurs. 
Lorsqu'une  fonction  de  x  est  désignée  par  y,  on  nomme 

dérivée  logarithmique  (*)  de  y,  le  rapport*^. 


»î) 


/ 
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Soit 

y  —  U.t?...  ICf 

il  faut  montrer  que  Ton  a 

/.v    y'      ^'     v'  .  '^' 

A)     -= 1 h-. .H 

y       u       V  w 

Prenons  d'abord  le  cas  particulier  de  deux  facteurs.  Soit 
on  a 

et,  par  combinaison, 

,.,^     A^         Ay        \u      4    Al» 
(.i)    -— =  w- — hyT--+-*^^T- 

Aj?  ûx         Ax  Aj? 

Dans  le  second  membre  on  remarquera  que  le  dernier  terme 

Am  -—  tend  vers  zéro,  en  même  temps  que  Ax,  parce  que  ce 
\x 

terme  est  le  produit  de  deux  facteurs  :  Tun  At/  qui  a  pour  11- 

Ay 
mite  zéro  ;  Fautre-r—  dont  la  limite  est  v'  quantité  qu'on  ne 

Ix 

suppose  pas  infinie.  A  ce  propos  il  importe  de  dire  ici  que 
toutes  les  fonctions  que  nous  considérons  sont  supposées  sa- 
tisfaire aux  conditions  suivantes  :  i<>  Elles  sont  continues^  au 
moins  pour  la  valeur  de  x  considérée.  2»  Elles  ont  une  dérivée 
qui  est  une  quantité^  bien  déterminée,  et  non  infinie.  Cette 
hypothèse  sera  admise  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  sans  èlre 
rappelée,  pour  éviter  des  répétitions  inutiles. 
Si  Ton  revient  à  Tégalité  (3)  on  a,  en  passant  à  la  limite, 

z'  =r  uv'  -f-  vu' 


1.  Nous  verrons  plus  luiu,  après  avoir  calculé  la  dérivée  de  la  foucliuu  lo" 
garilhmiquc,  la  raison  de  celte  dénomination. 
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OU 

i'  — îi'     l' 

Z  U        V 

Ceci  établit  la  proposition  pour  deux  facteurs,  ëq  la  suppo- 
sant vraie  pour  (/i—  i)  fadeurs  ou  Tétend,  sans  difficulté,  au 
cas  de  n  acteurs. 

9^93.  Théorème,  La  dérivée  dun  quoUenl  f/,  do  deux 
fanctioHS  u  et  v,  est  donnée  par  la  formule 

vu'  —  uv' 
y  = ; — • 

V 

Celte  formule  s'établit,  et  sans  difficulté, par  la  méthode  di- 
recte, celle  que  nous  avons  suivie  précisément  dans  les  exem- 
ples précédents. 

On  peut  aussi  considérer  le  théorème  qui  nous  occupe 
comme  un  simple  corollaire  du  précédent 

£n  efiet,  soit 

on  a  donc 

u  zz  VIJ 

et,  d'après  la  formule  (A), 

u'  __  u'      y' 

De  cette  égalité  on  tire 

yw'  —  uv' 
y  ^ 5 — • 

V 

1S94.  Xhéorème.  La  dérivée  de  la  puissance  entière  et 
positive  m,  d'une  fonction  t/,  est  donnée  par  la  formule 

i/'-mt^'^u' 

Cette  propriété  est  encore  la  conséquence  de  la  formule  (A). 
En  supposant  que  toutes  les  fonctions  u,v,.,.  w;  soient  égales 

el  en  nombre  m,  on  a  ^  =  u'",  et,  par  suite, 

y'        w 
—  zzm  — 

y         u 


292  VINGT  ET  UNIÈME  LEÇON 

OU 


OU  enlBn 


y'        w 

II'''  u 


y'  zzmir^^W. 


!99&.  Dérivée  de  a^.  Nous  nous  proposons  maintenaal 
de  trouver  les  dérivées  des  fonctions  transcendantes  que  l'on 
rencontre  dans  l'analyse  élémentaire. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  fonction  exponenlielle. 

Soil 

on  a 
ou 

Changeons  de  notation,  et  posons 


cette  égalité  donne 


a'^— ina; 


.       Loff(i-+-a) 
/i  ^ 


Loga 

On  voit  que  si  h  tend  vers  zéro,  a*  tend  vers  runilé;  a  dé- 
croît donc  indéfiniment. 
La  formule  (4)  devient  alors 

k       .      Loga 


h^      Log(i-h3c) 
ou  encore 

k       ^       Lo^a 
h  =  ^  J 
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I 

Lorsque  a  tend  vers  zéro,  on  sait  que  ( 1 4-a)"  a  pour  limite  le 
nombre  e  :  on  a  donc  finalement 

Loge 

On  doit  remarquer  le  cas  particulier  où  a  z:  e;  la  formule 
précédente  donne  alors 

«  Log  e 
Loge 
on 

y  =  e\ 

Ainsi  la  fonction  e^  est  égale  à  sa  dérivée. 
1996.  Héritée  de  Mjog  x.  Soit  maintenant 

y  —  Logx; 


on  a 


k  i  ,  X 4-h 
-  :^  -  Los:  — ■ — 
h      h     '^     X 


ou 


k        X        I        h 


ou  encore 


ï=ïA['^û 


h 


Si  Ton  pose  -  =r  a,  on  voit  que  a  tend  vers  zéro,  en  même 


temps  que  A;  d'ailleurs  lim  (i  -ha)*  :=■  e,  pour  a  —  o  :  on  a  donc 
finalement 

Lo^re 

X 
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On  remarquera  que  dans  le  cas  du  logarithme  Népérieny  la 
fonction  dérivée  est  V  inverse  de  Xr 

999.  Dérivée  du  sinnsuSoit 

on  a 

fc  _  sin  (g?  -f-  ^0  ~"  sin  x 
h"  h 

ou 


h 
k      2  sin  2 


cos 


{''^^y 


h         h 
Celte  relation  peut  encore  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 


Si  nous  passons  à  la  limite,  après  avoir  remarqué  que  le 

/  •    '' 
t  sm  - 


rapport 


9. 


,  a  pour  limite  l'unité,  pour  h  rzo,  on  obtient 


la  dérivée  cherchée  y',  parla  formule 

y*  —  cos^. 

998.  Dérivée  dn  eosinas.  Un  calcul  semblable  prouve 
que  si  Ton  pose 

//  n  cos  X, 

on  a 

/y'  =:  —  sin  X, 

999.  Dérivée  de  la  tannante.  Considérons  enfin  la  fon^ 
tion 

y  —  tgx 
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La  méthode  directe^  ou  la  règle  donnée  (§  273),  pour  prendre 
la  dérivée  d'un  quotient,  prouve  que  l'on  a 


2/'  = 


COS   0? 


Mais  nous  établirons  ce  résultat  par  une  méthode  géomé- 
trique, pour  donner,  sur  un  exemple  simple^  une  idée  du 
mode  do  démonstration  ordinairement  usité  dans  la  géo- 
métrie des  iofiniments  petits. 

Soit  AM  Tare  rr,  AC  la  tangente  correspondante  ;  soit  aussi 
MM'  raccroissement  donné  à  a:  :  on  a  donc  arc  MM'  zz  Aj?. 
L'accroissement  de  la  fonction  étant  CC  nous  poserons  z  zz 

ce 

— wTpet  nous  nous  proposons  de  déterminer  z  quand  le 

point  M'  vient  se  confondre  avec  le  point  M.  Les  triangles 
OCC  et  OMM'  qui  ont  un  angle  commun  donnent  la  relation 
0C>OC'  _  CC\OA 
ÔmTÔÂF  -  MM'. OH'  ^^  ®^^^^® 


.0C'_/    ce    X/arcMM^ 
.OM'^VarcMMvV   MM' 


OC.  OC 
OM 


\OA0) 
/UH 


l^  OH  représente  1a  perpendiculaire  ahaiss^e  du  centre  sur  la  corde  MM'. 
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,  ,    arcMM'OA      , 

Si  Ton  passe  a  la  limite,  les  rapports  ,—  ont  pour 

cr/ 

limite  runilé.On  obtient  donc,  pour  la  limite  du  rapport -^;^. 

c'est-à-dire,  pour  la  dérivée  cherchée,  la  valeur  OC*. 
On  a  donc,  finalement, 

V'  —  sec*  X  rz  — T—. 

cos  X 

980.  Dérivée  dés  ffonelions  sec  j?,  coseco;,  cotgx.  Ces 
fonctions  se  rencontrent  rarement,  parce  qu'elles  sont  respec- 
tivement égales  aux  inverses  du  cosinus,  du  sinus  et  de  la 
tangente,  et  qu'elles  peuvent  toujours,  d'après  cette  remar- 
que, être  éliminées  d'un  calcul.  Leurs  dérivées  sont  données 
par  les  formules  suivantes. 

sina: 


u  zzsecx 

«  - — — 
cos  X 

V  t:  cosec  X 

cos  X 

1}'  ~~~ 

siii  j: 

w  —  cotgx 

1 

sin  X 

On  obtient  ces  résultats  parla  méthode  directe,  ou  par  l'ap- 
plication de  la  règle  que  nous  avons  donnée  pour  prendre  la 
dérivée  d'une  fraction.  On  peut  aussi  employer  la  méthode 
géométrique,  méthode  dont  nous  avons  donné  tout  à  rheiire 
un  exemple  et  qui  s'applique,  très  simplement,  à  toutes  les 
fonctions  trigonométriques. 

981.  Fonctions  inverses.  Désignons  symboliquement 
par  fei  F,  deux  opérations  bien  définies,  que  Ton  peut  faire 
avec  un  nombre  donné.  Alors /"  [F  (a;)]  représente  aussi  une 
opération  bien  déterminée  et  qui  peut  être  analysée  ainsi: 
!•  avec  le  nombre  donné  x  effectuer  l'opération,  désignée  parle 
symbole  F  ;  2"  avec  le  nombre  ainsi  obtenu  F  (x),  effectuer  l'o- 
pération qui  correspond  au  symbole  /*.  Ceci  posé,  nous  dirons 
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que  f  ei  F  sont  les  symboles  de  deux  fonctions  inverses, 
lorsque  Ton  a 

Cette  définition  ne  distingue  pas  quelle  est  celle  des  deux 
opérations  /*,  F,  par  laquelle  on  doit  débuter  pour  reconnaître 
l'identité  précédente.  Il  est  facile,  en  effet,  de  reconnaître  que 
ridentilé  (i)  entraîne  aussi  la  suivante 

{2}    x:s:F[f[x)\. 
Posons,  en  effet, 

(3)    F(:r)-y. 
L'identité  (i)  donne 

» 

el  régalité  (  I  )  devient 

Cette  égalité  qui  a  lieu,  non  pour  des  valeurs  particulières 
de  y,  mais  quel  que  soit  y,  est  une  identité.  Il  est  donc  in- 
différent de  permuter  Tordre  des  opérations  f  et  F. 

On  peut  encore  imaginer  les  fonctions  inverses  de  la  ma- 
nière suivante.  Soit 

(A)    &f.r.y)  =  o 

une  équation  à  deux  inconnues.  Supposons  que  Ton  puisse 
résoudre  cette  équation,  successivement,  par  ripport  à  a?  et 
par  rapport  à  ^;  de  telle  sorte  que  chacune  des  équations 

(B)  x-f(i/) 

(C)  yz^V{x) 

soit  équivalente  à  la  proposée  :  on  dit  alors  que  f  et  F  sont 
les  symboles  de  deux  fonctions  inverses.  En  effet,  dans  (B), 
donnons  à  y  une  valeur  arbitraire  y'  ;  il  en  résulte  pour  a;  une 
valenra;'.  L'équation  (B)  étant  équivalente  à  (A),  les  valeurs 
^>lf'i  que  nous  venons  de  trouver,  vérifient  donc  (A).  D'autre 
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part  réquation  (C)  étant  équivalente  à  (A)  :  ai,  y'  satisfont  aussi 
à  cette  équation  et  Ton  a 

ou 

y'  =  F[r{y')l 

Mais  y'  est  arbitraire  ;  cette  égalité  est  donc  une  identité  et 
les  deux  définitions  rentrent  Tune  dans  Taulre. 

1989.  Théorème  des  fonetions  inverses.  Si  Von  dé- 
signe par  f  et  1^  y  les  symboles  de  deux  fonctions  inverses,  de 
telle  sorte  que  les  deux  équations 

(B)  x  =  f{y) 

(C)  y=nx) 

soient  équivalentes,  on  a 

r{y)F'{x)^i. 

Soit  donné,  dans  (C),  à  a;  un  accroissement  A^?,  on  aura  pour 
y  un  accroissement  Aj/  ;  les  nombres  x  -j-  Ax,  y  +  Ay  consti- 
tuent une  solution  de  (C),  par  conséquent  une  solution  de  (B). 
Si,  dans  (B),  on  remplace  y  par  y-k-^y  (Ay  représentant, 
bien  entendu,  la  valeur  dont  il  vient  d'être  question),  on  ob- 
tient pour  X  une  valeur  correspondante.  Cette  valeur  est 
unique,  si  f  désigne,  comme  on  le  suppose,  une  opération 
bien  déterminée  ;  et  cette  valeur  unique  ne  peut  être  que 
X  +  Aa?,  puisque  y  H-  A^^,  a:  -f-  Aa:  ;  constituent  une  solution 
de  (B). 

Le  théorème  en  question  devient  alors  évident.  D'après  l'é- 
quation (B)  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  y  est  égale  à  la 

^x 

limite  du  quotient  -r—  ;  d'après  Téquation  (C)  la  dérivée  de  y, 

Ay 
par  rapport  à  a?,  est  égale  à  la  limite  du  quotient  obtenu  en  pre- 
nant le  rapport  entre  l'accroissement  de  y  qui  correspond  à 
Taccroissement   de   x,  quand   celui-ci  tend  vers  zéro.  Ce 
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deuxième  quotient  est  -r-^  :  \y  et  ^x  ayant  des  valeurs  égales 

àx 

à  celles  qu'ion  vient  de  considérer. 

On  a  d'ailleurs 

On  a  donc,  à  la  limite, 

/•'(2/).F'(a?)  =  i. 

IMS.  Dérivées  des  fonetions  inverses  trig^nomé- 
M^aes.  DeTéquation 

(i)    a:=isiny 
on  tire 

(2)    y  zz  arc  sin  x, 

relation  qui  exprime  que  y  est  F  arc  dont  le  sinus  est  égal  à  x. 
Les  deux  fonctions  qui  correspondent  aux  signes  symboliques 
m,  et  arc  sin  sont  des  fonctions  inverses.  Il  faut  pourtant 
ajouter  que  si  Ton  veut  que  la  fonction  y  qui  correspond  au 
symbole  arc  sin  soit  bien  déterminée,  on  doit  convenir  que  y 
représente  le  plus  petit  arc  positif  qui  corresponde  au  sinus 
donné. 

Si  Ton  veut  trouver  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  Xy  il  sufSt,. 
d'après  le  théorème  précédent,  de  prendre  la  dérivée  de  a?  par 
rapport  à  y,  et  de  calculer  Tinverseï  de  ce  rapport.  On  a  donc, 
d'après  cela 

1 


cosy' 


d*ailleurs  l'équation  (1)  donne 

cosy  iz:  +\^i  — X'  : 
par  suite 


y- 


±v/i— rr* 


/ 
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L'ambiguïté  du  signe  disparait  si  Yotk  suppose  le  sinus 
donné  en  grandeur  et  en  signe, SnpposonSy  par  exemple,  x>o; 
le  plus  petit  arc  qui  correspond  à   ce  sinus  est   compris 

entre  o  et  -  ; 

2 

on  a  donc 


cos  y  —  -j-  V  1  —  a:* 
et ,  par  conséquent. 


Au  contraire,  si  Ton  suppose  ar<o,  le  plus  petit  arc  qui 
corresponde  à  ce  sinus  a  son  extrémité  dans  le  troisième 
quadrant  ;  cos  y  est  négatif,  la  dérivée  y'  est  donnée  parla 
formule 


On  trouve,  par  les  mêmes  considérations,  les  dérivées  des 
autres  fonctions  trigonométriques  inverses. 

11^84.  Dérivée  de  v^J?.  Parmi  les  applications,  que  Ton  peni 
faire,  du  théorème  des  fonctions  inverses,  nous  signalerons 
encore  la  suivante.  Soit 

y^\/x  ; 

Cette  relation  peut  s'écrire 

xzzy\ 

Celle-ci  donne  rr'  ir  2y  ;  on  a  donc 

1 
y'=  — 

^y 

ou,  enfin 

1 


y  — 


v/^ 


21/ a; 
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Mais  avant  de  poursuivre  l'étude  des  fonctions  dérivées 
nous  résumerons,  dans  le  tableau  suivant,  les  résulals  ob- 
tenus dans  cette  leçon. 

ItSft.  Tableau   des  dérivées  des  foactions 

éléoieatalres. 


FONCTIONS  P 

Sw 

:uv 

V  — 

uv .. 

.  IV 

9  — 

» 

y — 

M- 

Il  —■ 

:  Aor" 

-hA,j; 

Vi^  +  A 

y — 

1 

■  _ 

x 

y — 

:a' 

V  ~ 

:e' 

m^l 


m 


-f-...  + 


y-Loga; 


Jf::Lx 


y 
y 


SltiX 

coso: 


y-igx 


y-secx 


y^cosecx 


y^cotgx 


FONCTIONS 

DÉRIVÉES. 

i^' 

=^^u' 

y' 

zzuv'-^vu' 

y.' 

y 

II 

y' 

_  yw'  —  Hc' 

t)-' 

y' 

=://îw'"-*tt' 

y' 

Ji:/?ïAoc'"-*-f-(m— i)A, 

a;'"-^-^... 

+  ^IM-I 

y' 

• 

y' 

*"      Log  e 

y' 

-C^ 

y' 

_Loge 

y' 

1 

y' 

ncosj; 

• 

y' 

=z  —  sin  X 

y' 

i 

"^  cos"x 

* 

y' 

_Rin  a: 

^  C0S*J? 

y' 

__        COS  X 

sin'o; 

1,' 

__          1 

sm  a; 
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y  zi  arc  sm  x 


y  zz  arc  cos  x 


y  izarclgx 


y  =:  arc  colg  x 


y  =  arc  sec  x 


y  zzarccosecx* 


y  =  V-^' 


y'^- 


y- 


y'^ 


y'^- 


y- 


y'  = 


•i  \jx 


±v/i  — x' 

1 

+V4  -a;" 

1 

1  -i-o?' 

1 

i  -i-o;' 

1 

+  x\lx* —  l 

1 

HP  x  \x*  —  t 

1 

EXfIRCICES. 


I .  Vérifier  que  la  dérivée  du  produit 

yzzsinx  cos  x  sec  x  cosec  u;  tg  a;  co tg  jc 

S.  Calculer  la  dérivée  de  la  fonction 

y  zzXgx-k-  cotg  a?  -4-  sec  a?  +  cosec  x 

et  discuter  4e  signe  de  cette  dérivée, 

3.  On  propose  la  même  question  pour  la  fonction 

y  n  sin  a?  -h  cos  a;  -H  tg  a;  -f-  cotg  a;  -+-  sec  a?  -|-  cosec  ar. 

4.  Expliqua*  pourquoi  Von  doit  trouver  deux  valeurs  égaies  et  de  signa 
contraires  pour  la  dérivée  de  ta  fonction  y  =:arc  sin  jc,  si  Von  définit  y  par 
cette  seule  équation, 

5.  Explique?*  pourquoi,  à  une  valeur  donnée  de  x,  correspondent  poaf 
les  fonctions  arc  din  x,  arc  cos  x,  des  valeurs  égales  et  de  signes  ctmtrairru 

II.  On  propose  la  même  question  pour  les  fonctions  arc  tgx»  e/ arc  cotf /• 
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1.  Reconnaître  que  la  dérivée  de 

y  =  sin'^  X  +  cos*  x  +  3  sin*  x  cos'  x 

est  identiguetnerU  nulle. 
8.  Démontrer  qu'en  posant 

U  =  {ax*  +  ôx  +  cY 

IM  a 

UU"-^U'*s:U(6'-4ac) 

[U^ désignant  la  dérivée  de\jt.) 
%.  Si  fon  pose 

V  n  X*  +px'  -f-  qx  -h  /*, 

Ma 

.  ^:^ ^'^m—Pl^'  +  br  -pq)x  +  :\pr--  q' 

H 


y=za'a;+'='' 


y  — M' -ho'. 
Ikimnirer  que  Cou  a 

vu"    y'" 

1/ 
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LES  DÉRIVÉES  (Suite). 


THEOBEUES   GENERAUX. 

tese.  Fonctions  de  fonctions*  Lorsqu'une  variable  jf 
dépend  d'une  variable  «,  qui  est,  èlle-mêine,  fonction  de  la  va- 
riable indépendante  x,  on  dit  que  y  est  une  fonction  de  fonc- 
tion d'x, 

ftHU.  Tiiéorémc.  Pour  calculer  la  dérivée  d\ine  fonction 
de  fonction,  on  prend  la  dérivée  de  celte  fonction,  par  rapport 
à  u,  et  on  multiplie  ce  résultat  par  la  dérivée  de  «,  par  rapport 
à  X, 

Les  quantités  ^x,  Aw,  \y  ayant  leur  signification  ordi- 
naire, ridenlilé 


f^y^  _  / A^ 


^y^^  /Au\ 
\x) 


prouve  qu'on  a,  à  la  limite, 


\.  Dérivées  partielles.  Nous  devons  dire  ici  quelle 
est  la  signification  de  Tindice  qui  accompagne  quelquefois 
la  lettre  y\ 

Lorsqu'une  fonction  y  renferme  plusieurs  lettres,  a,  ?.  y-' 
si  l'on  considère  Tune  d'elles  a,  comme  étant  une  variable 
indépendante,  y  devient  une  fonction  de  a.  La  dérivée  de  celle 
fonction  est  représentée  par  y^.  On  évite  ainsi  toute  confu- 
sion et  Ton  marque,  par  cette  notation,  que  la  lettre  a  est  prise 
pour  variable  indépendante,  les  autres  lettres  étant  corn- 
dérées  comme  des  constantes» 
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Il  peut  arriver  que  les  autres  lettres  6,  7, ...  soient  aussi, 
û  leur  tour,  considérées  comme  des  variables  indépendantes  ; 
y  g,  y'  ..  représentent  alors  les  dérivées  de  y  prises,  succes- 
sivement, par  rapport  aux  lettres  6,7,  ....  Ces  fonctions 
y'^,  y'g,  ...  sont  nommées  dérivées  parlielles  de  la  fonction 

y.  Ainsi  Tindice  qui  accompagne  les  lettres  y'^  u%  ...  si- 
gnifie que  la  dérivée  des  fonctions  y,  t/,  ...  a  été  prise  par 
rapport  à  la  lettre  qui  est  placée  en  indice,  toutes  les  autres 
leitres  étant  considérées  comme  des  constantes. 

!M9.  Appli€5aUons  da  théorème  des  fonetiou»  de 
liBetloiis.  Le  théorème  des  fonctions  de  fondions  est  d'un 
usage  continuel  dans  le  calcul  des  dérivées.  Nous  allons  mon- 
Iper,  sur  divers  exemples,  comment  on  applique  ce  théorème. 

i<^  Soit  à  prendre  la  dérivée  de  la  fonction 

u  désignant  une  fonction  quelconque  de  x.  On  a  (%  284) 

I 


^"      2  yju 


par  suite, 


•1  SU 


î»  Soit 


y  r:L(a;  +  v^  -hx*}' 


Posons 


-h\f^^  H-j;'  —  w 


X--+-V 


on  a 


u*  —  I  -I 


V  1  +  ^'' 
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et 


y  =  — 

u 


OU;  finalement» 


y'^ 


/i  ^-  X* 


3°  Soit  encore 


.  /i  — cosa? 

y—  V— ; • 

▼  1  -h  cos  a; 


Ayant  posé 


on  trouve,  après  calcul, 


H 

_  1  —  COS  X 

"*  1  H-  cos  œ 

y' 

1 

2  COS  - 

a 

Ce  dernier  résultat  donne  lieu  à  une  remarque  qui  se  pré- 
sente assez  fréquemment  dans  le  calcul  des  dérivées.  Cette 
remarque  est  la  suivante. 

Ayant  calculé  la  dérivée  y'  d'une  certaine  fonction  de  x, 
y:=zf(x)\\\  peut  arriver  que  l'on  trouve,  toute  simplification 
étant  effectuée,  que  la  dérivée  y'  est  identique  à  celle  d'une 
autre  fonction  connue  y  zz  P(a?)i  Lorsque  cette  circonstance  se 
présente,  on  peut  affirmer  que  les  deux  fonctions /'et  F  sont 
identiques,  à  une  constante  p7*ès, 

Cesi  ainsi  que  dans  Texercice  précédent,  si  Ton  pose 

on  a,  par  application  du  théorème  des  fonctions  de  fonctions, 

1      1 


2       ,a? 
cos  - 
a 
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Les  deux  fonctions  ^  et  Y  sont  en  effet  identiques  :  on  le 
reconnaît  immédiatement  en  recourant  aux  formules  connues 

i  —  cos  xz=.'à  sm"  - 
1  4- cos  a:  — 2  cos-. 

2 

Mais  il  faut,  à  ce  propos,  démontrer  le  principe  général  que 
nous  venons  d'énoncer  ;  cette  démonstration  fait  Tobjet  du 
paragraphe  suivant. 

S90«  Xhéoréme.  Lœ'sque  la  dérivée  d'une  fonction  est 
constamment  nulle^  cette  fonction  est  une  quantité  invariable, 
La  définition  de  la  dérivée  donne  Tidentilé 

(A)     f{x^h)^f{x):^h[f^{x)+z] 

i  désignant  une  fonction  de  a;  et  de  A  qui  s'annule  avec  h. 
On  a,  en  effet, 

.,      ..   f(x  +  h)-f(x)  ,  _ 

fjc  —  hm 7 ' — ,    pour  h  zi  n. 

Cette  remarque  étant  faite,  considérons  deux  valeurs  quel- 
conques de  X,  xo  et  x^  ;  supposons  a;,  >  x^  et  soit 

(B)    x^ — XoZiinh 

H  étant  un  nombre  positif,  entier,  arbitraire.  La  fonction  f  {x) 
étant  constamment  nulle,  la  formule  (A)  donne  successive- 
ment 

f(x^-hh)  —  f(Xo]:s:hz, 
f(x^  ^ih)^f  {X,  4-  A)  s:  ht. 


f(Xo-h-nh)  —  f\Xo  -h  {n  —  i  )  A]  =:  Ae,,. 

On  déduit  de  ces  égalités,  par  combinaison,  et  eu  rempla 
rant  xo  H-  nh^  par  x^ , 

(C)   /•(•^.)-A^o)=^(s. -^-l^i  +  ^-Hs.)- 
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Désignant  par  e  la  plus  grande  des  quantités  c,  e, .  .  i^: 
on  aura  donc 

ou,  en  tenant  compte  de  (B), 
ou  enfin,  d  après  Tidentité  (C) 

(D)   ê(x,-xv)>A^,)-A^o). 

Supposons  que  n  croisse  indéfinirnsnt  ;  h  et,  par  suite  cha- 
cune des  quantités  e,,  e^,  .  .  e»  tend  vers  zéro  ;  par  conséquent 

i  qui  est  Tune  de  ces  quantités  tend,  lui  aussi,  vers  zéro. 
La  relation  (D)  prouve  que  les  deux  nombres  fixes /'(aî,),/'(j;J; 

ont  une  différence  aussi  petite  que  Ton  veut;  mais  alors  cette 
différence  est  nulle  ;  ainsi  /'(a?)  est  une  quantité  invariable. 

991.  Du  théorème  précédent  on  peut  déduire  différents 
corollaires  et  notamment  celui  que  nous  avons  énoncé  plus 
haut  :  Si  deux  fondions  ont  la  même  déi'ivée,  leur  différence 
est  identique  à  une  constante. 

En  effet  si  Ton  désigne  par  y  et  Y  les  deux  fonctions  et  si 
Ton  suppose  que  Ton  ait 

y'  -  Y'  s:  u 


comme  {jy  —  Y)  est  une  fonction  de  a;  dont  la  dérivée  (y'— Y') 
est  nulle^  quel  que  soit  x,  celte  dérivée  esl,  d'après  le  théorème 
précédent,  une  quantité  constante.  En  désignant  celte  cons- 
tante par  ky  on  peut  donc  dire  que  Ton  a 

y-YsA-. 

On  pv3ut  généraliser  cette  remarque  en  observant  que  si, 
entre  des  constantes  a,  ^  et  les  dérivées  y' y  \'  existe  la  condi- 
tion 

*1^'  — 3Y'  =  o; 


I 
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on  a,  entre  y  et  Y,  la  relation 


u  Quand  la  dérivée  d'une  fonction  est  po- 
sitive pour  x'=.x'  ;  la  fonction  est  croissante  pour  xzzx'  ;  elle 
est  au  contraire  décroissante,  quand  la  dérivée  est  négative, 
L'identilé 

(i)    f[x+h)--f{x):s:h[r{sc)  +  t\ 

reconnue  plus  haut,  prouve  immédiatement  cette  piopriété, 
Tune  des  plus  importantes  de  Talgèbre.  Dans  la  relation  (i) 
faisons  amar';  la  quantité  f'{x')-j-  z  se  compose  de  deux 
parties,  Tune  r(x'),  fixe  et  que  nous  supposerons  positive, 
pour  fixer  les  idées  ;  Taulre  e  qui  varie  avec  A,  et  qui  est  aussi 
petite  que  Ton  veut.  Dans  ces  conditions,  pour  des  valeurs 
de  A,  positives  et  suffisamment  petites,  la  quantité /*'(a;')  -|-  e 
est  positive.  Le  second  membre  de  Tégalité 

(2)  f(x'+h)^f{x')-h[r(x')-h^] 

est  donc  positif  et  ceci  prouve  que  f{x'-\'h)  est  supérieur  à 
f{x').  On  verrait  de  même  que  f{x'  — A)  est  inférieur  à  f{x'). 
En  résumé  la  fonction  est  croissante  pour  xzix', 

•Oa.  ThéoréHie.  Lorsqu'une  fonction  est  ci'oissante,  pour 
xzzx'  ;  sa  dérivée  est  positive  ou  nulle,  pour  x  zz  x'  ;  la  dé- 
rivée  est,  au  contraire,  négative  ou  nulle,  si  la  fonction  est 
décroissante. 

Supposons,  parexemple,  la  fonclioncroissante.  Soii f{x'+h) 
>/*(a;')  ;  h  étant  positif.  Le  raisonnement  que  nous  avons  fait 
tout  à  rheure  prouve  que  Tégalité  (a)  ne  peut  avoir  lieu  en 
même  temps  que  l'inégalité  f  (x')  <  o.  Par  suite,  la  dérivée  doit 
être,  ou  nulle,  ou  positive. 

S94.  Théorème.  Entre  deux  racines  réelles,  consécutives, 
de  (équation  f(x)  zz.  o,  il  existe  au  moins  une  racine  de  Véqua- 
lion  f\x)  zz  0. 

Soient  a  et  3  les  deux  racines  considérées,  a  étant  plus  petit 
que  g.  Lorsque  x  varie  de  a  à  P,  f{x^  va  d'abord  en  croissant, 
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puis  en  décroissant;  ou  inversement.  Prenons  la  première 
hypothèse,  pour  fixer  nos  idées.  La  dérivée  p  {x)  est  donc  d'a- 
bord positive^  ou  nulle  ;  mais  elle  ne  peut  pas  être  constam- 
ment nulle  (§  290)  ;  elle  est  donc  positive  après  le  passage  delà 
variable  x  par  la  valeur  a.  On  voit  de  même  qu'elle  est  néga- 
live  avant  que  x  ne'prenne  la  valeur  ^.  La  fonction  p  (a:)  pas- 
sant d'une  valeur  positive  à  une  valeur  négative  est  égale  à 
zéro,  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  «  et  3  (§  aSo). 

Cette  démonstration,  comme  celles  qui  précèdent  ou  qui 
suivront,  suppose  formellement  que  les  fonctions  proposées  et 
leurs  dérivées  sont  continues,  au  moins  pour  les  valeurs 
de  x  considérées.  C'est  une  hypothèse  qui  est  d'ailleurs, 
toujours  sous  entendue,  dans  cette  théorie  des  dérivées. 

En  appliquant  le  théorème  précédent  il  importe  donc,  pour 
éviter  de  graves  erreurs,  de  vérifier  que  la  condition  nécessaire 
que  nous  venons  de  rappeler,  et  qui  est  relative  à  la  continuité, 
est  bien  remplie  parla  fonction  proposée  et  par  sa  dérivée.  Les 
figures  ci-jointes  montrent  des  exemples  où  la  propriété  en 
question  est  en  défaut,  parce  que  la  condition  de  continuité 
n'est  pas  remplie,  soit  par  la  fonction,  soit  parla  dérivée. 

5^ 
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90Sk.  Théorème.  On  a  identiquement^  6  désignant  une 
foncHon  de  Xo  et-de  A,  dont  la  valeur  est  comprise  entre  zéro  et 
Funité, 

(H)    r{Xo  +  A)  -  K^o)  =:  hr  (xo  +.  eA). 

Posons 

(K)    f[Xo-hh)^r{x.:}^h.V;      . 

U  est  une  fonction  de  Xo  et  de  h  que  nous  nous  proposons  de 
déterminer. 
Soit  y  une  fonction  de  a?,   correspondant  à  Téquation 

y  :=z  f{xo  +  ^)  —  f{x^)  —  llx. 
On  a  donc 

Or  la  fonction  y  s'annule  évidemment  pour  j?  zz  o  ;  et  aussi, 
d'après  Tégalité  (K),  pour  xzzh  ;  par  suite  la  dérivée  y'  s'annule 
{S*94)  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  o  et  A,  valeur  que 
Von  peut  représenter  par  OA,  en  supposant  que  0  est  compris 
entre  zéro  et  l'unité.  On  a  donc 

/^(iCo-h6A)  — U  =  o. 

Cette  égalité  détermine  U,  et  l'identité  (k)  devient 

/•(a?o  +  A)-Aa;o)sAr(a;oH-A). 

1M6.  Dérivées  snceesslves.  La  dérivée  d'une  fonction 
f[x\  constitue  elle-même  une  fonction  qui,  en  général,  admet 
une  dérivée.  Cette  dernière  fonction  se  nomme  dérime  seconde 
et  se  désigne  par  la  notation  y"  ou  P  {x).  La  dérivée  de  y^  est 
une  nouvelle  fonction  qu'on  nomme  dérivée  troisième  ^X  qu'on 
désigne  par  y*  ou  f^  {x).  En  général  la  dérivée  d^ ordre  p,  celle 
qui  a  été  obtenire  en  prenant  ;>  fois  de  suite,  la  dérivée  d'une 

fonclion  donnée,  se  représente  par  y^\ovLf9iTf^'^\x). 
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9B9.  Théorème.  En  désignant  par  ^  une  fonction  de  x* 
et  de  h,  dont  la  valeur  est  comprise  entre  zéro  et  Vtinité,  on  a 

Nous  poserons  encore,  à  rimilalion  de  ce  que  nous  avons 
fait  tout  à  l'heure, 

V  désignant  une  fonction  de  x^  eideh,  que  nous  nous  propo- 
sons de  déterminer. 

A  cet  effet  considérons  une  fonction  de  Xy  déterminée  par 
l'équation 

X* 

y  =  f{xo  +x)  —  f{Xo)  —  X  r  (^0  —  -  V- 
On  en  lire 

iy=r{xo+x)^r{^:)-^y 

et 

La  fonction  y  s'annule  visiblement  pour  j?  r:  o;  elle  s'annule 
aussi  pour  x  =z  h,  d'après  l'égalité  (K'):  ainsi  y'  s*annule  pour 
une  valeur  de  x  convenablement  choisie,  entre  o  et  A.  D'autre 
part,  on  peut  observer  que  y'  s'annule  avec  x.  En  résumé  on 
peut  donc  dire  que  y'  s'annule  pour  deux  valeurs  ;  l'une  égale  à 
zéro,  l'autre  comprise  entre  o  et  h.  La  fonction  y"  dérivée  de  t/, 
s'annule  donc,  pour  une  valeur  de  a?  comprise  entre  o  et  A  el 
que  Ton  peut  représenter  par  ÔA,  en  supposant: 

On  a  donc  enfin 

el  la  formule  (11')  se  trouve  ainsi  démontrée. 
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999.  Théorème .  On  a 

O  (Xo  +  A)  —  ?  (Xo)       ?'  {Xo  +  OA) 

feff  fonctions  fei  ?  e/an^  quelconques,  mais  continues,  ainsi 
que  leurs  dérivées,  dans  Vintervalle  Xo,  Xo  -h  A. 
Posons 

f{x^-^h)  -^f{xo)^W  [?  (rco-h  Al  -<p  (a?o)  ]. 

el  proposons-nous  de  détei'miner  W.  Considérons  la  fonction 
de  X qui  est  définie  par  Téqualion 

y  = /•(a;o  +  ^-)  —  A^o)  —  W [?  (a7o  4- a:)  — ç (jf-o)]. 

Nous  en  déduisons 

j/' = /*  (Xo -+- a?)  —  Wç' (a-o  +  a?). 

D'ailleurs  y  s'annule  pour  x  zz  o,  et  pour  xzzh;  nous  avons 
donc 

/•'(Xo  +  eA)—  W?'  (XoH-eA)  =  o, 
par  suite 

r(aro-f-A)-^A>o)s^/;^°;^^^|  [?(x„+A  )-?(Xo)]; 

<?'  (.ro-l-6A) 

c'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

9SI9.  Fometions  composées.  Soit  y  une  fonction  des 
lettres  u,v,w,.,,;si  Ton  suppose  que  w,  v,  u\  ...  sont  elles- 
mêmes  des  fonctions  de  la  variable  indépendante  x,  on  dit 
que  y  est  une  fonction  composée, 

L  Théorème.  iL a  dérivée  d'une  fonction  composée 


y  —  f[u,v,w,  ...) 

i' obtient  par  la  formule 

y'  zz  mY/  [u,  V,  tv  . . .)  -h  i;'  /;  (m,  v,  tv  ...)  +  . 
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Considérons  le  cas  d'une  fonction  composée  de  deux  fonc 
tiens  tieiv;  soit 

On  a 

Ay  =  f{u  4-  Atf,  u  -h  Ar)  —  f{v.  v) 
ou 

(i)     Ay  n  [/*(w  +  Aw,  t)  -I-  Av)  -  /•(?/,  ;>  -4-  Ar)]  H- 

Nous  ferons  remarquer  ici  que  Tidentité 

r [Xf,  -h  h)  —  /*(ir„)  =s  ^/^  (xo  -h  e^:, 

établie  plus  haut  ;^  295),  subsiste  quand  on  suppose  que  k 
fonction  f{x)  renferme  une  autre  lettre  X,  pourvu  que  X  ait  h 
même  valeur  dans  f[xo)  et  dans  f{xo  +  h).  On  écrira,  dans  ce 
cas,  ridentité  précédente  sous  la  forme  suivante 

f(Xo  -h  h ,  a)  —f[Xo,  X)  -:  A/;'^  (iTo  4-  ôA,  X) 
on  tire  de  cette  identité,  en  posant  a?^  zi  m,  AnAw,  Xzzr-fi? 
(a)    /'(M-hAw,v-4-Ar)  — /•(?*,  1)4- Av)s:Aw./'^(ii+eAtt,v-f-Ap). 
D'autre  part,  Tidentité 

donne 

(3)    f{u,'o  -f- A«)— /^(w ,  t))s  Av.  /;(tt,t?  +  e'At?) 

en  posant 

w  iz  X,    ajo  =  V,    A  —  At? 

Les  identités  (2)  et  (3)  permettent  de  transformer  la  rela- 
tion (1),  et  de  récrire 

Av      A?(  .  Av 


LES  DÉRIVÉES  315 

En  passant  à  la  limite,  on  a 

Cette  formule  est  générale.  Si  Ton  avait  à  considérer  une 
fonction  composée  de  trois  fonctions  u,  v,  w  ;  on  mettrait 
l'accroissement  ày  sous  la  forme 

\y  zz  [f{u  -+-  Am,  V  +  Av,  w  -\-  Ito)  —  f(Uy  v  -h  Ad,  fr  +  \w)] 

-h  [  fin,  V,  w  -h  àw)  —  f{u,  V,  w)] 
et  Ton  prendrait,  pour  base  de  la  démonstration,  l'identité 

f(xo  -h  h,  X,  p)  -  f{x„,  X,  p)  s  hf^^  (x,  +  6^,A,p) 
on  trouverait  ainsi 

fonnule  dans  laquelle  nous  écrivons  /J'^,  au  lieu  de  /]^  (w,  v,  w»), 

pour  abréger  l'écriture. 

801.  ff*onetioiis  implicites.  Lorsque  la  relation  qui 
existe  entre  la  variable  indépendante  x  et  la  variable  dépen- 
dante y  n^est  pas  une  équation  résolue  par  rapport  à  y  et  se 
trouve  représentée  symboliquement  par 

o{x,y):=o; 

on  dit  que  y  est  une  fonction  implicite  de  x. 

9019.  Tiiéoréme.  La  dérivée  y'  d'une  fonction  implicite 
définie  par  t équation 

^obtient  par  la  formule 

Posons  x^zUf  yzzv,  et  considérons  la  fonction  z 

z=zf{u,v); 
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u  étant  égal  kXyBlv  désignant  une  fonction  de  a;  ;  on  peut  dire 
que  z  est  une  fonction  composée,  dont  la  dérivée  z'  est 
donnée  par  la  formule 


z 


Tw     I     ^  Te 


Mais  on  a  constamment  2  =  0;  la  dérivée  de  z  est  dooe 
aussi  constamment  nulle  ;  ainsi  on  a 

ou, 

en  observant  que  «'  —  1 . 

S08«  Applications.  Les  théorèmes  précédents  sont  fré- 
quemment employés  dans  le  calcul  des  dérivées.  Nous 
allons  montrer  quelques  applications  des  deux  règles  impor- 
tantes que  nous  venons  d*établir. 

!•  Trouver  la  dérivée  de  y  —  a?*. 

Prenons  le  cas  le  plus  général  d'une  fonction  définie  par 
réquation 

ueiv  désignant  des  fonctions  quelconques  de  a:.  Onpeutcon* 
sidérer  y  comme  une  fonction  composée  et  Ton  a 

y'  —  xi'vtr^-hvhiXu. 

Cette  formule  appliquée  à  l'exemple  y  rr  x^,  donne 

tfzzx*L{ex), 
tT  Trouver  la  dérivée  de 

V  I 

p  et  q  étant  entiers,  et  quelconques. 
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Supposons  d'abordp  et  g  de  même  signe.  La  relation  pro- 
osée peut  s'écrire 

(a)    y^  —  afzzo 

IFon  peut  considérer  2^  comme  une  fonction  implicite  de  x. 
)d  a  donc 

Hais  on  a,  d'après  (1), 


>r'=x    " 


nr  suite 


»u 


l-K 


U  uous  reste  à  examiner  le  cas  où  p  et  g  ont  des  signes 
contraires. 
Eu  mettant  les  signes  en  évidence  on  a 


i/=    ' 


ou 


i 
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En  preuânt  la  dérivée  de  ce  quotient,  par  la  rèj^le  connue, 
il  vient 


P  « 

—  -X 

,j'          * 

x' 

ou  encore 

(4)  y'--^*  ' 

En  comparant  les  formules  (3)  et  (4)  avec  celle  qm  donne 

la  dérivée  de  la  fonction  y:=zx^,  quand  m  est  entier  el  positif, 

dérivée  qui,  comme  nous  Pavons  vu,  est  égale  à  //lo;*""',  on 
peut  dire  :  qiLel  que  soit  rexposant,  entier  ou  fraclionnaire, 

positif  ou  négatif,  la  dérivée  de  la  fonction  x"*,  est  toujours 

égale  àmx'*^''\ 

81141.  Théorème.  Soit  f{x^y)  une  fonction  entière  par 
,rapport  atur  lettres  x  et  y,  on  a 

fay{^.y)^f'yM.yY 

L'écriture  symbolique  f^  veut  dire  qu'on  a  pris  d'abord  la 

dérivée  partielle  de  la  fonction  f  par  rapport  à  x  ;  puis,  ce  ré- 
sultat obtenu,  qu'on  a  calculé  sa  dérivée  partielle  parrapport 
à  y.  D'après  cela  les  deux  opérations  indiquées  par  les  sym- 
boles /^y  el  f^^  ne  sont  pas,  en  apparence,  identiques  :  nous 

voulons  précisément  montrer  qu'elles  conduisent  bien,  par 
des  voies  diflférentes,  aux  mêmes  résultats. 

Soit  U  =  Wjcf^y^,  un  terme  quelconque  de  f\  on  a 

u;.-pijx*p  y 

et,  par  suite 


»   r 
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Ou  a  de  même 
et,  par  conséquent 

Eq  comparant  ces  résultats  on  a 

Cette  remarque  étant  vraie  pour  un  terme  quelconque  de  /, 
la  propriété  énoncée  se  trouve  établie. 

Noas  avons  supposé  que  Texpression  U,  considérée  dans 
celte  démonstration,  renfermait  à  la  fois  les  lettres  a;  et  ^;  il 
est,  en  effet,  évident  que  ces  termes  seuls  devaient  être  sou- 
nûs  à  la  remarque  précédente,  les  autres  termes  donnant 
un  résultat  nul  quand  on  a  pris  deux  dérivées  successives, 
Vune  par  rapport  à  x,  l'autre  par  rapport  à  y. 

On  exprime  quelquefois  la  propriété  précédente  en  disant  : 
f  ordre  dans  lequel  on  prend  detix  dérivées  successives  est  in- 
différent, 

MI5.  Théorème  d'Euler.  Le  théorème  d'Ëuler  que  nous 
allons  démontrer  est  relatif  aux  dérivées  d'une  fonction  entière 
et  homogène.  Nous  rapelons  qu'une  forme  algébrique  en- 
Vière  U,  est  homogène,  et  du  degré  m,  par  rapport  aux  lettres 
«^f  y,  z.,.,  lorsque  la  somme  des  exposants  qui  affectent  ces 
lettres,  dans  un  terme  quelconque  de  U,  est  égale  à  m. 

Le  théorème  d'Ëuler  peut  s'énoncer  ainsi:  le  produit  d'une 
fonction  entière  et  homogène  des  lettres  x,  y,  ;r,  e/c...,  par  le 
degré  de  Phomogénéité,  est  identique  à  la  somme  des  dérivées 
partielles  de  la  fonction  ,  multipliées^  respectivement,  par  les 
variables  correspondantes. 

Nous  voulons  démontrer  Tidenlilé 

(i)    m  U  =:  vC  U'^-+-  Z/ L'y  H- -SU',  4-... 
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Pour  fixer  les  idées  prenons  une  forme  entière  à  trois  va- 
riables. Soit  H  un  terme  quelconque  de  cette  fonction, 


(2)    HsAa^V-s', 
avec  la  condition 

DeTégalité  (1)  on  déduit^  successivement, 

d'où 

x\\^+  !/\U  +  -11:  s  (a  +  ^  +  y)  AxVi' 

ou 

xH'+ylI'  +  ^H'smH. 

En  appliquant  cette  formule  aux  différents  termes  de  U,  on 
reconnaît  Inexactitude  de  l'identité  (1). 


EXERCICES 

i .  DémoiUrev  t/ue  si  l'on  a 

,  *-  I  •      ^  s    •  •  •    ^  i 

Ui,  t'a  ...  ;  V«,  Vf,  ...  tf^a/i/  c/e^  /'onctions  de  jc;  le  double  de  la  dét-icée  hi/a- 
rUhmique  de  y  est  égal  à  la  différence  entre  les  dérivées  logarithmiques  def 
facteurs  U  et  V  ;  démontrer^  en  dautres  termes^  la  formule 
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S.  Une  fonction  y  est  définie  par  les  deux  équations 

i  étant  la  variable  indépendante;  montrer  que  Von  a 

y'-J.  .   - 

9t 

Généraliser  cette  question  en  considérant  y  comme  définie  par  les   deux 

f{Xyy,t)=:o    o{x,y,t)zzo 

M 

Pour  cette  seconde  partie,  on  appliquera  le  théorème  des  fonctions  com- 
poses et  Tou  aura 

?/; 

Ces  deux  relations  et  l'équation  ^  ^  =  —  permettent  de  calculer  yf. 

s.  Calculer  les  dérivées  des  deux  fonctions 

2X{'iX  —  i) 


y  —  arc  Ig ,         ... 
Y  iz  2  arc  Ig  (2  —  5x). 

Expliquer  pourquoi  ces  deux  délitées  sont  égales.  .... 

4.  En  désignant  par  u,  une  fonction  de  x,  prendre  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion 

y  :=,  arc  sin  [au  ^ i  —  iC\ 
On  trouve 


y'- 


iiC 


-f-y/rzr^ 


.  Od  peut  expliquer  ce  résultat  eu  le  comparant  avec  la  dérivée  de  la 
foDcUon  arc  sin  u. 


21 
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6«  Défnonb'er  que  la  déi-ivée  de 


y  zz  arc  sin  iu{i  —  2H^)\U  —  u* 


est 


Expliquer  ce  résultat. 

6.  Démontra  gue  si  fon  poye 


W 


±v'i  — W* 


2/=:arcsin8w{i  — 'iM*)^!  —  8m'  +  8?*^vi  —w% 


on  a 


y'=^- 


y/  i  —  W* 


1.  A'/i  désignant  par  les  lettres  u  et  f,  t/ettx  fon^Mons  de  x,  vérifier  le 
tableau  suivant 


y=:arclg-T 


lUV 


^=arcsin 


u — V 

2\ftiv 


y  —  arc  tg 


^/narctg 


2UV 

2\/uV 
U — V 


i/ziapcsin 


u — v 


y  =z  arc  Ig 


v/w*-tj' 


t; 


1/ 


▼   V 


y'  — i 


y'  = 


î«u' — vu/ 


y' 


(«-|-V)v'ttt^ 


zr  2 


y'  = 


y':= 


!/'  = 


(w+t?)v/tfu 


^y^T"  — 


MV^W' 

i 

V 

W' 

t;' 

f( 

V 

s.  Trouve^'  les  dérivées  successives  de 


y=\^. 
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On  remarque  quey  =i—  -;^.  Od  a  d'autre  part 


i 


X  2  1 


x^-f-i      x-\-i      X — / 
Ou  a  donc 

y'  =:x""* {x  -h  if^ (x  —  iT\ 

2  2 

De  cette  formule  ou  déduit  f/P^  saus  dirticuiiô* 
••  Vérifier  le  tableau  suivant  : 

2J? 

y  rz  arc  sin 


i-i-X* 

1 


y^lcolgo:)'-*^^ 


y  ziarclgv^o;*—  2x-f-arcsin 


or — i 


y  =  arc  sec  -  -h  arc  cotg-î 

X  X 


!/' 

— 

'À 

1 

+  x' 

</ 

'^' 

0 

y' 

^ 

0 

y' 

— 

() 

1 
I 

yizarc  secvx*-f- i  y'  = 

1  -ha; 

y=:arcsin(3x  — ir»)  ^'—"7 


V 1  —  X* 


yizarclg — ; y' zz 


r 


X\1  —  X*  \  2  —X* 


Va;*-hi~a7      \x*+i-^x 
y  =  L(x-h/>-|-v/g-j-2pa;-4-a?')        //'  = 


V  7  H-  2;?J?  -f-  a;* 


y  :::  -  (a;  +  jty)  V  fl' +  2jya? -+- X* 

2  2 


y'  z^\q-\-  'jL]jx-\-x* 


(q—p')  L(x+p  +  y^'q-^9.px-hx') 

X  —   1  ' 

y  — L — ; 2arclKx  v' —  — ^i — 
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y  zz  arc  Ig 


2JC  —  2j; 


y=L 


[x^b,)\...{x-by 


y  =73 


20;'  —  2  J7  -h  i 


y  — ' 


\] 


X  — a, 
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LA  SÉRIE  DE  TAYLOR. 


>.  La  formule  de  Tajior  que  nous  allons  élablir  donne 
le  développement  de  la  fonclion  /'(a?+  h),  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  h,  au  moyen  des  dérivées  successives 
def{x).  Nous  nous  occuperons  d'abord,  et  plus  particulière- 
ment, de  la  fonction  entière  ;  mais  nous  donnerons  aussi 
ridenlilé  de  Taylor,  dans  le  cas  général. 

30*9.  Normale  de  Taylor.  Soit  f{x)  la  fonction  proposée  ; 
on  a 


ouy  en  posant 

X  —  a 

(Ao)      fix)  =  [x  —  a)  (?  (x)  -h  fia). 

De  cette  idenlilé  on  déduit,  en  prenant  les  dérivées  succes- 
sives, 

(A,)     /•'(x)=(x-«)9'W-f-?(.0 
(A.)    r{x)Mx-^a)f{x)^'x^'{x) 


(A;    r'\x)^(x^a)o^'^  {x)  +  pi'-'\x). 

Multiplions  les  identités  (Ao),  (A,),  (A,),  ...  (A^);  respecti 
vement  par 

a^x     {a—ai)'^       {a  —  xf 


1 


1  1  .  a  1  .  2,.,p 
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puis  ajoulons  les  résultais  ainsi  obtenus  ;  nous  avons,  après 
réductions, 

l   .  9.  ...  p 

Celle  identité  constitue  une  des  formes  algébriques  de  la 
formule  de  Taylor.  On  pose  ordinairement  a  —  xz=ih\  Fiden- 
lité  précédente  devient  alors 

(.)  /'(a.4-A)=:A^)A'(^)-h^/'(a^)+..+V''\a;)+^'r""(^1- 

Pans  celte  formule  on  a  posé 

308.  Formule  de  Taylor  pour  la  fonction  endére. 

{Première  démonstration.)  Dans  le  cas  particulier  où  f{x)y  dé- 
signe une  fonction  entière  du  degré  m,  on  peut  remarquer  que 
9(a;)  représente  aussi  une  fonction  entière  du  degré  (m— i). On  a 
donc  f"*  (po)  s:  o,  et  la  formule  (i),  quand  on  y  suppose  p  r=  t», 
donne 

Cette  identité  constitue  la  formule  de  Taylor,  dans  le  cas  de 
la  fonction  entière. 

309.  Formule  du  binéme  de  Mewton.  On  peut  dé- 
duire du  calcul  précédent  la  formule  du  binôme.  Posons,  en 

effet,  f(x)^x'^  ;  on  a  f'i^)  =  ^w^*""*  ^^  «n  général, 
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Diaprés  cela,  l'idenlité  (3)  donne 


I  '    i.a 


c'est  la  formule  du  binôme. 

SflO.  Formiile  de  Taylor  pour  la  fonction  entière. 

{Detionème  démonstration.)  A  Tinverse  de  ce  que  nous  venons 
de  feire,  on  peut  déduire  la  formule  de  Taylor  de  celle  du  bi- 
nôme. 
Soil 

r{x)  s  Acvt'" -h  A.ir""  *  +  ...  -+- A^r^'-^'-h  ...  +  A„,. 


Nous  avons  donc 


i»i— A' 


/(x4-/^=Ao(a:+yi^4-A/a?+^)'"-'+...4-A^.(.r+y^^~'^'-+-...+A„,. 
Développons,  d'après  la  formule  du  binôme,  les  expressions 


m-l 


{x-¥-hf\    (x-hh) 

et  groupons  les  termes  de  façon  à  les  ordonner  suivant  les 
puissances  croissantes  de  h,  nous  avons 


sAot"    -hwïAoa;' 


-I  1  /^..       -\*    _wi-2 


+A^-'+(m— i)A,.x' 
+A„.,a;  -hA^., 


— l-...H-wi(m — i)...(m — A'-ht)Au.'ï 


.w-Ar 


-f(wî— i).  (m^k)XiX 


-hk(k—i).,.i.A„^^j^ 


w-A-l 


m 


La  première  colonne  est  identique  au  polynôme  proposé 


k 


f(œ)\  le- coefficient  deh/^f  (x):  en  général,  celui  de  r7»à/*(rr)- 

k  ! 

Ecrivons  donc 

r(a:+^)  =  A^)V-r(^)-^^4^''(^)4-...4-^/*(a:)-h 


328  VINGT-TROISIÈME  LEÇoN 

On  remarquera  que  le  dernier  terme  de  ce  développement, 

le  terme  AJi^,  a  été  écrit  sous  la  forme  — j  Z*"^ (a:), pour  donner 

à  la  formule  une  apparence  plus  symétrique. 

311.  Formule  de  Taylor  poar  une  ffonetfon  catiéw 
de  deax  ou  plasiears  variables. 

Considérons  une  fonction  entière  des  lettres  x  eiy; 

Nous  nous  proposons  de  développer  rexpression/'{a:+A, 
y  +  A;),  suivant  les  puissances  croissantes  de  h  et  de  k,  et  au 
moyen  des  dérivées  partielles  successives  de  la  fonction 
donnée. 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  dams  la  démonstration 
de  la  formule  de  Taylor,  telle  que  nous  venons  de  rétablir, 
rien  n'empêche  de  supposer  que  la  fonction  considérée  ren- 
ferme, en  même  temps  que  la  lettre  x,  une  autre  lettre  y. 
L'identité  de  Taylor  s'écrit  alors  sous  la  forme  suivante: 

h  h* 

f{x -\-  h ,  y)s:  f(x ,y)+  -  f'^(x ,y)  +  —-f^(x ,y)  ... 

Cette  identité  subsiste  évidemment  quand  on  y  remplace  la 
lettre  y,  par  y  4-  A,  et  cela  quel  que  soit  k.  On  a  donc 

f{x-^h,y-\-k)^f{x,y-^-k)+^rU^,y-^^h)^^f^.{x,y-^k) 

1  2! 

D'autre  part,  et  d'après  la  formule  de  Taylor,  on  a 

f  {x.y+k)s:r{x,y)  +-  -f'y{x.y)+ —fy<x,y)  -H.  •  •+^/Ji  (* .») 
^;(a;.y+fc)=/-;(a-,y)f-J/;'^(a;,y)+...+^^-^/-«^,(x,y) 
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rM^,y+k)^ri,{x,y). 


MuUiplions  ces  identités  respectivement  par 

h     h'  f^ 

*'    ?    î!'    •••    m!" 

Ces  résultats  étant  ajoutés  donnent  la  formule  suivante 


h  .       h*    ■„  h 


m 


fi^x^hjj^k)^r,x,y)-h-r^'^—fl.'^...+—r 


m 


Cesl  cette  identité  qui  constitue  la  formule  de  Taylor,  daas 
le  cas  de  deux  variables.  On  remarquera  que  la  démonstra- 
tion précédente  s'applique,  sans  modiScalion  essentielle,  à 
ïïn  plus  grand  nombre  de  variables.  On  trouve  ainsi  pour 
trois  variables  x,  y,  z  la  formule  suivante 


i  .2 


1  .2 
1.2 

hhfjy 
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Dans  le  second  membre  le  nombre  des  colonnes  est  égal 
à  (m  +  t  ),  quand  on  suppose  que  f  désigne  une  fonction  en- 
tière du  degré  m  ;  et  la  colonne  de  rang  (/  +  0  est 

^  /*' 


.7» 


»-Ir  ,..  l.»-l 


(î  — 1)!  1  !    ^     -^        (î— i)!  1  ! 

31^  (').  On  peut  déduire,  comme  nous  allons  le  montrer, 
de  la  formule  de  Taylor,  la  dérivée  de  la  fonction  implicite. 
Les  considérations  qui  vont  suivre,  pour  être  exposées  avec 
la  rigueur  désirable,  doivent  emprunter  quelques  propriétés 
à  la  théorie  des  équations,  propriétés  qui  seront  établies  plus 
loin. 

Mais  nous  entrerons  d'abord  dans  quelques  détails  néces- 
saires, sur  la  fonction  implicite. 

Soit  y  une  fonction  implicite  définie  par  Téquation 

nous  supposons  que  ©  (a? ,  y)  désigne  une  fonction  entière  des 
lettres  a?  et  y,  à  coefficients  réels,  et  que  le  plus  grand  expo- 
sant qui  affecte  la  lettre  y  est  égal  à  q. 

La  difficulté  qui  s'attache  aux  fonctions  implicites  tient  à  ce 
fait  que  ces  fonctions  ne  sont  pas  bien  déterminées.  En  effet, 
à  une  valeur  donnée  de  ,t,  correspondent  q  valeurs  de  y  : 


i.  La  lecture  de  ce  pnrographe  et  des  i«iiivant9,  jusqu'au  paragraphe  316 
inclusivement,  peut,  sans  inconvénient,  être  reportée  après  la  leçon  27. 
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c'est  ce  que  montre  le  théorème  de  d'Alembert  {%  355).  Ces 
valeurs  y^^y^j  ...  y^,  varient,  avecx,  et  chacune  d'elles  peut 

constituer  une  fonction  continue  et  bien  déterminée.  Nous 
allons  développer  ce  point  dans  le  paragraphe  suivant. 


u  Lorsque  V équation  ç  (j? ,  y)  n  o  admet 
la  solution  œzzxo  yzzyt,;  si  la  dérivée  partielle  de\o  par 
raj^ort  à  y  n'admet  pas  cette  solution^  la  fonction  y©  est  bien 
déterminée  dans  V intervalle  Xo-\'t,  x^ — e,  s  désignant  vne 
quantité  suffisamment  petite. 
On  a  vn  effet,  d'après  la  formule  de  Taylor, 

h- 

o  (x,  +  A,  y,  4-  *) s  ç {Xo,yo)  +  * ?x„ -+-  -—  ?^;  +■- 


-(-*?,„ +-?^„v 


1  .-À 
hk  , 

O'O 


ou,  puisque  l'on  a  ç  (a?o  yo)  -=i  o. 


Si,  dans  cette  identité,  on  fait  h  rr  o,  et  si  x^  -4-  //  et  y^,  +  A- 
représentent  une  solution  de  l'équation  proposée  <p  (ic ,  y)  n  o, 
on  doit  déterminer  ft  par  la  relaMon 

Celle  équation  est  du  degré  q  par  rapport  à  A-.  En  effet 
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^  (a? ,  y)  est  du  degré  q,  en  y  et,  pour  obtenir  la  relation  (3),  on 
a  remplacé,  dans  celle  équation,  la  lettre  y  par  y  -h  fc  ;  le  ré- 
sultat est  donc  bien  du  degré  q  en  *.  Or,  parmi  les  racines  de(3) 
se  trouve  la  solution  évidente  fc  n  o,  ce  qui  prouve  déjà  que 
parmi  les  q  valeurs  de  k,  qui  correspondent  à  raccroissemenl 
h  donné  à  la  variable  indépendante,  il  y  en  a  Une  qui  tend 
vers  zéro,  en  même  temps. que  A. 

Je  dis  maintenant  que  cette  valeur  de  k,  voisine  de  zéro,  est 
réelle. 

En  effet,  si  à  la  valeur  h  correspondait  une  racine  imagi- 
naire de  la  forme  a^  —  i  6^,  Téquation  à  coefficients  réels, 

<^{Xo-hh,yo-^h):=:o 

admettrait  aussi,  comme  nous  le  verrons  bientôt  {$  36o),  la 
racine  a^^  +  /êy^.  En  supposant  que  h  tende  vers  zéro,  Téquation 

9{^hyo  +  k)  —  o 

aurait  deux  racines  nulles,  qui  seraient  les  limites  des  deux  ex- 
pressions imaginaires  conjuguées  a^+ifiAot  «a  —  i6^.  L'équa- 
tion (3)  ne  permet  pas  d'admettre  cette  conséquence  puisque 
Ton  suppose  9'  ^  o.  Ainsi  à  la  valeur  x^-hh,  donnée  à  la  va- 

riable  indépendante,  correspond  une  équation  du  degré  g  en  A- ; 
celte  équation  admet  g  racines,  parmi  lesquelles  il  en  existe 
une  et  une  seule^  jouissant  de  la  double  propriété  !•  d'être 
réelle,  2"  d'avoir  zéro  pour  limite,  quand  on  suppose  A  =  0. 
En  désignant  celte  racine  par  k\,  y.  +  k\  est  une  fonction  bien 

déterminée  de  hjpuisque  kj^  n'a  qu'une  valeur. 

aiift.  Oérivée  de  la  fonction  implicite.  Considérons 
maintenant  deux  solutions,  rco,  y©  ;  ^0  +  A,  2/0+  ^  de  l'équa- 
tion 

<^{x,y)zzo. 
La  formule  de  Taylor  donne  la  relation 
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h* 
(l)      OZZAç'    -h  ko'    H ©"a    -4- 


4- 


hk 


// 


1  ï^oVo 
1  -  2  yo 


Nous  supposons  que  9^^  est  dififérent  de  zéro  ;  h  désigne 
d'ailleurs  la  quantité  que  nous  avons  définie  tout  à  l'heure 

et  qui  est  une  fonction  bien  déterminée  de  h.  Par  suite  - 

K 

est  une  fonction  bien  déterminée  ;  et  quand  h  tend  vers  zéro, 
k  tend  lui-même  vers  zéro.  Nous  allons  montrer  que  ce  rap- 
port a  une  limite  et  nous  déterminerons  cette  limite. 

Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  cette  limite  est 
finie  ou  infinie. 

Dans  le  cas  où  la  limite  est  finie,  on  la  détermine  facile- 
ment en  remarquant  que  Tégalité  (1)  peut  s'écrire 

(-] 

Si  h  tend  vers  zéro,  et  si  -ne  croit  pas  indéfiniment,  cette 

égalité  prouve  que  tous  les  termes  disparaissent,  à  Texcep- 

k 
tion  des  deux  premiers  ;  et  en  posant  y'  :=.  lim  t  ,  on  a 

Hais  cette  démonstration  est  en  défaut  quand  on  suppose 

quelerapport -croît  indéfiniment,  quand  A  tend  vers  zéro. 

Nous  allons  montrer  que  cette  hypothèse  ne  peut  pas  être 
admise  quand  on  suppose,  comme  nous  Tavons  fait,  9^^  ;zf  0. 
Inégalité  (1)  peut  s'écrire,  en  effet, 
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1 


^0^0 


1.2** 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  -  tend,  lui  aussi,  vers  zéro,  d  a- 
près  lliypothèse  que  nous  avons  faite.  On  a  donc,  à  la  limite, 

et  nous  supposons,  au  contraire,  ^y^  ;zf  u. 
31&.  Remarque  I.  La  formule 

donne  encore  la  valeur  det/ quand  on  suppose  ^'  zzo^et^'^^jt,^. 
En  effet  Tégalité  (i)  permet  de  déterminer  la  limite  du  rap- 

port  jT  puisqu  on  suppose  ?^^  ;zf  o. 

Cette  limite  est  donnée  par  la  relation 


o'  lim  1  -  )  ir  o 


ou,  puisque  9'    n'est  pas  nul, 


lim  (^)  rz  o 


k 
(  >n  peut  donc  dire  que  le  rapport  -  croît  indéfiniment,  quand  h 

tend  vers  zéro.  Mais  la  formuley '— -  —,  dans  l'hypothèse  9^^-»', 
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T^^  ;zf  u,  donne  pour  y^  un  nombre  infiniment  grand  ;  cette 

formule  peut  donc  encore,  dans  le  cas  particulier  qui  nous 
occupe,  indiquer  la  valeur  de  y\ 

[ue  II.  Lorsque  Von  a  simuUanéïiient 
la  iùnile  y'  du  rapport  j  n'est  plus  donnée  par  la  formule 


V     -1-  l'V 


-     +y9y^^^U 


vHiis  jjar  la  relation 

ou  par  une  relation  d'un  degré  supérieur  à  2,  par  rapport 
à  y'. 

L'égalité  (1)  peut  s'écrire,  dans  l'hypothèse  que  nous  ve- 
nons de  faire 

.  Il  ,f  II  w 

^   ^  j.2^^0    ^  1.2.3  ^*« 

ri       f, 
1.2 


Tvo 


Lorsque  h  tend  vers  zéro,  l'équation  du  degré  g  en  ft  a  deux 
racines  qui  tendent  vers  zéro,  et  deux  seulement^  si  Ton  suppose 
5y2  jzf  0.  Admettons  que  ces  valeurs  soient  réelles,  avant  leur 
passage  par  zéro,  et  considérons  Tune  d'elles,  en  particulier  : 

si,  pourAzro,  ce  rapport  ne  croit  pas  indéfiniment,  Tégalité 
(1)  prouve  que  ce  rapport  a  une  limite^  limite  qui  est  une  des 
racines  de  l'équation 

(1)      1/0  a  4-  2W  O     ,,     +  5   2 

Le  raisonnement  précédent  s^appliquant  également  bien 
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à  Tune  et  à  Tautre  des  deux  valeurs  de  k  qui  ont  pour  limite 
zéro  :  on  voit  ainsi  que  l'équation  (2)  donne  Tune  et  Tautre 

des  deux  limites  de  - . 

n 

Ce  résultat  est  en  défaut  quand  on  a  simultanément 

Dans  ce  cas>  on  voit  que  trois  valeurs  de  k  tendent  vers 
zéro,  en  même  temps  que  h  et  que  les  trois  valeurs  du  rap- 

port  -,  quand  on  suppose  A  =  o,  sont  données,  par  Téquation 

du  troisième  degré 

La  généralisation  de  ces  résultats  est  évidente. 

81 9.  Série  de  Taylorpour  une  fonction  qiieleoM|«c. 

On  peut  toujours  poser 

f  (x)  et  ses  dérivées  successives  étant  des  fonctions  conti- 
nues. 

Nous  supposons  que  pH-q  est  une  quantité  positive  ou 
nulle  ;  q  désigne  d'ailleurs  une  quantité  arbitraire,  et  R,  une 
inconnue  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 

En  posant 

x^  :=ix^+hy 
l'identité  précédente  peut  s'écrire 

(2)    /(a:J-/^(a'o)  =  K-ar,)r(a:„)  +  ...  +  ^^i=^^^^ 

pi 

(X  —X  )'''^*+* 
2>î  (P-f-(?+i) 
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Considérons  maintenant  une  fonction  de  Xy  fonction  que 
nous  désignerons  par  ^{x)^  et  que  définit  Fidentité 

M.  -3     • 

pi      f^    ^-"^     ;>.'(;>+<?+.) 

En  prenant  la  dérivée  de  cette  fonction^  et  en  tenant  compte 
des  simplifications  qui  se  produisent,  on  a 


ou 


^_.(iir-_£).Vv^.)(,,)^.  (f^Zi^^H. 


(3)    ^'(x;  =  i£L_£^[K(a.-,-^;)"-/^'J(a:)] 

Ceci  posé,  on  peut  remarquer  que  Ton  a  :  i*»  ^  (jc,)  m  o,  pour 
une  raison  évidente  ;  2»  9  (x^)  zr  o,  d'après  Tégalité  (2). 

L'équation  9'  {x)  zz  o  s'annule  donc  ($  294),  pour  une  valeur 
de  X  comprise  entre  x^  et  a:,,  ou  entre  Xq  et  x^  +  A,  et  que  Ton 
peut  représenter  par  x^  -4-  OA,  en  supposant 

o<0<i. 
L'identilé  (3)  donne  donc 

R  {x,  -X,-  hhy  -  f^^'^  (a-.,  +  e/j)  zr  o 


ou 


*t  —  " ; 7"^ • 

On  a  donc  finalement 

(A)    f{.x,  +  h)-f{x;.zEi\f'{x,)-^-^r{x,)-^  ... 

1  1.2 

+  ^/'W(j-0,)+M; 


p,,  ^-•-P. 


22 
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en  posant 


(B)    M,  s 


P^ip-hq-^i)  '  (i— 0)* 


La  formule  (A)  est  la  formule  de  Taylor  ;  M^  se  nomme  le 
terme  complémentaire,  ou  le  reste  du  développement  (*)• 

318.  Différentes  fformes  dii  reste.  On  peut  donner  au 
terme  complémentaire  différentes  formes  que  nous  alloDs 
indiquer  : 

i"  En  supposant  ^  —  o,  on  a 

cette  forme  a  été  donnée  par  Lagrange. 
a*  Lorsqu'on  a  p  -h  g  —  o,  on  obtient  une  autre  forme 

(D)    M^^,:3  — (i~-0)'»r^*^(a;o+e/0; 

c'est  la  forme  indiquée  par  Cauchy. 

3®  En  prenant  dans  le  développement  (A)  un  terme  de  plus  ; 
en  d'autres  termes,  en  ajoutant  et  en  retranchant 

on 

Si,  dans  cette  égalité  on  remplace  successivement  M  paries 
valeurs  données  par  les  formules  (G)  et  (D)  on  obtiètil  deux 


1.  Cette  démoiislratiou  est  due  a  M.  Houchô. 
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nouvelles  formes  du  reste.  Mais  les  formes  de  Lagrange  et  de 
Cauchy  sont  celles  qu'on  applique  ordinairement. 

319.  Formule  de  Macs-EAurin.  Si  dans  l'identité  (A) 
qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x^  et  de  hj  on  sup- 
pose x^  z=  o,    hziXy  ei  q:=i  o,  on  obtient  Tidentité 

en  posant 


(B')  ^^^-^^''"•'(H 


ces  identités  (A')  et  (B')  constituent  la  formule  de  Mac-Laurin* 
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VARIATIONS  DES   FONCTIONS 


390.  DMaltion  du  maximum  et  du  minimnm.  L'une 
des  applications  les  plus  intéressantes  des  fonctions  dérivées 
est  rétude  des  variations  d'une  fonction  donnée  et,  ce  qui  est 
un  point  particulier  de  cette  étude,  la  recherche  des  valeurs 
maxima  et  minima  de  la  fonction,  valeurs  que  nous  allons 
d'abord  définir. 

Soit  e  une  quantité  positive,  variable,  et  aussi  petite  que  Ton 
voudra  ;  on  dit  que  la  fonction  y^  définie  par  Téquation, 

a  passé  par.un  maximum,  pour  ^  =  a,  lorsque  Ton  a 

A«-s)</^(a),     et    f{x^z)<f{oL). 

On  dit,  au  contraire,  que  y  a  passé  par  un  minimum  lorsque 
Ton  a,  dans  ces  mêmes  conditions, 

A«-^)  >/*(«).     et    /•(a-h£)>/(a). 

On  suppose  que  y  est  une  fonction  continue,  et  bien  déter- 
minée, dans   l'intervalle   a— s,    aH-e. 

On  remarquera  que  cette  définition  exige  que  la  valeur  a, 
attribuée  à  a?,  soit  finie. 

391.  Théorème.  Soit  f{x)  une  fonction  entière  ;  si,  pow 
x:=iix,  on  suppose  que  Von  ait 
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et 

1  •  iSi  p  est  un  nombre  pair  h  fonction^  pour  x  zz  ol, passe  par 

un  maximum  si  Von  a  f^^\x)<;^o;  an  contraire,  ette  passe  par 

un  tninimum  si  ton  suppose  f^^  (a)  >  o. 

2*  Si  p  est  un  nombre  impair,  la  fonction  est  croissante  si 

t^^ Ca) >  o,  et  décroissante  si  /"'^  («)< o. 
Nous  avons  élabli  précédemment  Tidenlilé  : 

1  l.'i  1.2.../) 

/"(x)  désignant  une  fonction  entière. 

On  sait  que  dans  cette  formule  ?^^^(a;),  désigne  la  dérivée 
d'ordre  p  de  ç  (x),  fonction  qui  est  définie  par  Tidentilé 

^  x  —  a 

avec  la  condition  a-  xzzh. 

Il  importe  de  remarquer  que  ç  (x),  pour  des  raisons  connues, 
est  une  fonction  entière  de  x  et  de  a. 

Ceci  posé  remplaçons  dans  (i),  a;para;  en  tenant  compte 
de  rhypothèse  que  nous  avons  faite,  nous  obtenons  le  ré- 
sultat plus  simple 

P* 

On  peut  maintenant  observer  que  si  l'on  remplace  dans 
^^[x)yX  par  a,  et  a  par  (a  +  ^i),  ç''(a;)  devient  une  fonction 
entière  de  a  et  de  h.  D'après  cela  on  peut  donc  dire  que  la 
parenthèse  a  pour  limite  f^^^  (a),  quand  h  tend  vers  zéro. 
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Le  théorème  qui  nous  occupe  est  la  conséquence  immédiate 
de  l'identité  (3). 

i'^pest  un  nombre  pair:  pour  des  valeurs  de  A,  suffisamment 
petites,  positives  ou  négatives,  la  différence  f(x-hh)  —  f[2\ 
a  le  signe  du  nombre  f^^\(x)  ;  la  fonction  passe  donc  par  un 

maximum  ou  par  un  minimum  suivant  que  f^^  (a)  est  néga- 
tif ou  positif. 

2°  p  est  un  nombre  impair  :  dans  ce  cas  le  second  membre 
de  l'identité  (2)  change  de  signe,  en  même  temps  que  h  ;  la 
fonction  f(x)  est  donc  croissante  ou  décroissante  suivant  que 

l'on  suppose  f^^^  (a)  >  o,  ou  f^'*^  (a)  <  o. 

B99.  EzAmen  dn  eas  normal.  En  général,  le  nombre 
a  qui  annule  la  dérivée  première  de  la  fonction  donnée  ne 
rend  pas  nulle  la  dérivée  seconde  :  c*est  ce  qu'on  peut  nom- 
mer le  cas  normal. 

11  importe  donc  de  remarquer  le  corollaire  suivant  auquel 
donne  lieu  le  théorème  général  que  nous  venons  de  démontrer: 

1*  Les  valeurs  de  x  qui  font  passer  une  fonction  y  par  un 
maximum  ou  par  un  minimum  sont  celles  qui  annulent  la  dé- 
rivée première  y*,  sans  annuler  la  dérivée  seconde  y*  ; 

a"  Il  y  a,  pour  cette  valeur  de  x,  qui  annule  la  fonction  y* 
un  maximum  ou  un  minimum  pour  y,  suivant  que  la  dérivée 
seconde  y*,  est  négative  ou  positive. 

BftS.  Il  résulte  de  cette  remarque  que  si  Ton  trouve  une 
racine  a  de  l'équation  dérivée  (^)  il  ne  faut  pas  affirmer,  au 
moins  immédiatement,  que  pour  o;  =  a  la  fonction  considérée 
passe  par  une  valeur  limite  (').  Il  faut,  avant  de  conclure  sur 
ce  point,  vérifier  que  le  nombre  «  n'est  pas  une  racine  de  l'é- 
quation dérivée  seconde. 


i.  On  (lit,  dans  un  langage  conventionnel  et  commode,  équation  dérivée: 
nu  lieu  de  équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  de  la  fonction 
donnée. 

2.  Valeur  limite,  veut  dire  valeur  masima  ou  miuima,  quand  on  no 
vtMit  pas  distinguer  l'une  de  l'aulre. 
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On  peut,  dans  certains  [cas,  éviter  cette  vérification,  quel- 
quefois pénible,  en  utilisant  la  propriété  suivante  : 

Tli^or^me.  Lorsqtie  la  fonction  dérivée  s'annule^  en  pas- 
sant du  positif  au  négatifs  la  fonctian  passe  par  un  maxi- 
mum ;  au  contraire  la  fonction  passe  par  un  minimuny  quand 
la  dérivée  s'annule,  en  passant  du  négatif  au  positif  . 

Nous  distinguons  deux  cas  dans  cette  démonstration.  i°  Soit 

e  désignant  une  quantité  positive  et,  d'ailleurs,  aussi  petite 
que  Ton  voudra.  On  peut  alors  former  le  tableau  suivant  : 


r.x— £>o 


/'  (^)  =  « 


r(a+6)<o 


f  décroit  ;  la  fonction  /*  est  négative. 


/*'  décroît  encore  ;  /*"  est  encore  négative. 


Ainsi  au  moment  du  passage,  la  fonction  f,  qui  est  sup- 
posée continue,  est  négative  et  ceci  prouve  que  /"a  passé  par  un 
maximum.  On  voit  de  même  que  /*  passe  par  un  minimum 
qoand  la  dérivée  f  est  négative,  avant  le  passage,  et  positive 
après. 

2*  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  /"  (a)  =  o.  Nous 
venons  de  montrer  que  f  avait  le  même  signe  avant  et 
après  le  passage  :  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  P'  est 
une  valeur  négative  :  on  peut  donc  former  le  tableau  suivant  : 


r(a— e)  <o 


r  (») = o 


r    (2+E)<0 


r  est  une  fonction  croissante  ; 
f^  est  positive. 


r  est  une  fonction  décroissante  ; 
f"  est  négative. 
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Mais  alors  f"  s'annule  poura?r:x.  Ainsi,  dans  les  condi- 
tions précédentes  on  ne  peut  pas  avoir  f  («)  =  <>>  mds  sup- 
poser aussi  f'  (a)  rr  o.  On  peut  poursuivre  cette  discussion. 
Si  Ton  a  /*'^' (a)  ;zf  o,  on  reproduisant  le  raisonnement  de  tout 
à  rheure,  on  arrive  à  la  même  conclusion.  Si  l'on  supposé, 
au  contraire,  p"*  (a)  ir  o  on  démontre  que  Ton  a  aussi 
Z*^  (a)  zi  o  ;  et  ainsi  de  suite. 

3194«  Remarque.  Tne  fonction  y,  de  .r,  peut  passer  par 
une  valeur  limite  pour  des  valeurs  de  x  qui  rendent  la  dé- 
rivée inlBnie.  Il  suffit  en  effet,  pour  fixer  le  raisonnement  qui 
établit  le  passage  de  f  {x)  par  une  valeur  limite,  pour  x  ir  2, 
que  la  fonction  f  (x)  change  de  signe,  quand  x  varie  de  a— £ 
à  a  4-  s  ;  /"  (rr)  étant,  nous  le  rappelons,  une  fonction  contioue 
et  bien  déterminée  dans  cet  intervalle.  Or  le  changement  de 
signe  de/"  peut  avoir  lieu  par  suite  du  passage  de  cette 
fonction  par  la  valeur  infinie. 

Par  exemple,  soit, 

« 

yzza+\x'; 

y  est  une  fonction  continue  et  bien  déterminée,  quel  que  soit  x. 
La  dérivée, 

3  Va: 

est  infinie  pour  xzio  ei  passe  du  négatif  au  positif.  On  peut 
conclure  de  cette  observation  que  y  passe  par  une  valeur 
minima,  pour  xzzo, 

3ft&.  Rapproehement  entre  la  méthode  préeédeaie 
et  la  méthode  élémentaire. 

La  méthode  élémentaire,  la  plus  générale,  pour  trouver  le 
maximum  et  le  minimum  d'une  fonction,  consiste,  comme 
Ton  sait,  à  discuter  une  équation  du  second  degré,  telle  que 

(1)      x*{a — n'y)  -h'ix  (b  —  b'y)  -^  c —  e'yzz  o 
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équation  dans  laquelle  x  désigne  la  variable  indépendante 
et  y  la  variable  dépendante  :  a,  a' y  b,  h\  c,  c'  sont  des  cons* 
tantes  données.  On  considère,  dans  cette  méthode,  la  quan- 
tité U, 

U  zz  (6  -  b'y)*  .-  (a -  n'y)  (c  -  c'y). 

Si  réquation  U  n  o  admet  deux  racines  réelles  et  inégales 
Vi»  y%  ;  on  dit  que  y  passe  par  des  valeurs  limites  y^,  y^  pour 
des  valeurs  de  la  variable  indépendante  respectivement  égales 
à 

/>  -  h' y,  h  —  b'y. 

L'idée  qui  sert  de  base  à  la  méthode  élémentaire  n*est  pas 
identique,  au  moins  en  apparence,  avec  celle  que  nous  avons 
développée  dans  cette  leçon.  U  est  pourtant  facile  de  recon- 
naître que  dans  le  cas  que  nous  considérons,  celui  d*une 
fonction  y  déflnie  par  Féquation  (i),  les  deux  méthodes 
donnent  des  solutions  identiques. 

En  effet,  considérons  une  fonction  implicite 

/'(a;,y)=zo 
on  a 

r:,{^\y)^y'ry{x,y)-o 

c'est-à-dire,  d'après  Téquation  (i), 

IX  [a  —  a! y)  -{-  2  (/>  —  b'y)  —  y*  {a'x*  H-  2b'x  -+-  c')  zn  «». 

Pour  obtenir  une  valeur  limite  de  y,  il  faut  avoir  y^  —  o; 
par  conséquent 

(3)    X  {a  -  n'y)-]-  b  —  b'y  zz  o. 

Ainsi  dans  la  méthode  que  nous  exposons  les  valeurs  limites 
de  y  y  et  les  valeurs  de  x  qui  leur  correspondent,  s'obtiennent 
en  résolvant  (1)  et  (3),  par  un  rapport  à  a?  et  à  y.  En  combinant 
(1)  et  (3),  on  obtient  Téquation  en  y, 

(b  -  b'yy  —  (a  -  a'y)  (c  -  c'y)  =  o  ; 
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c^est-à-dire  la  relation  U  =  o  donnée  par  la  méthode  élé- 
mentaire. D'ailleurs  Téquation  (3)  fait  connaître  les  valeurs 
correspondantes  de  x  par  des  formules  qui  sont  précisément 
les  mêmes  que  les  formules  (2)  employées  dans  cette  mé- 
thode. Les  deux  procédés  conduisent  donc  à  des  résultats 
identiques.  Nous  allons,  d*ailleurs,  dans  le  paragraphe  sui- 
vant, étudier  les  variations  de  cette  fonction  y. 

cix*  -h  6x  4-  c 
»ie«.  l^ariations  de  la  fracUon    ,  ,      ^,   ^ 

Soit 

ax'  +  ^•^'  -H  c 


(0  .v= 


a'x^-^b'x  +  c" 


donnons  à  la  variable  indépendante  la  valeur  07+^9  l'accrois- 
sement k  de  la  fonction  peut  se  calculer  par  la  formule 

^'^^    h'^(a'x*  +  b'X'hr')\a'(x-hhy'-hb\X'hh)+c'X 
en  posant 

8  —  ab'  —  ba'y    0'  zz  en'  —  ac\    3"  =:  b&  —  cb\ 

Pour  A  n  c»  le  dénominateur  du  second  membre  se  réduit  à 
(a'a?*4-ô'a;4-c')*,  quantité  positive  ou  nulle;  le  numérateur, 
dans  rhypolhèse  où  h  est  nul,  est  égal  à  (ca?*  — 20 'a; 4-2*): 

k 
d'après  cette  double  remarque  le  signe  du  rapport  -■  dépend 

donc,  pour  des  valeurs  de  h  suffisamment  petites,  de  celui  du 
trinôme  U, 

On  est  ainsi  conduit,  en  voulant  discuter  le  signe  de  U,  à 
poser 

A  =  5'* — oir 

et  à  distinguer  trois  cas  suivant  que  Ton  suppose 

A  —  c»,     A  <o     ou  A  >  o. 
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l**  CSas  (A  r=o).  La  condition  A  zz  o,^onne 

{ac'  -  ca'y  zz {ab'  —  ba')[hc'  -^ cb'). 

OUe  relation  prouve  {%  t5o),  que  les  deux  équations 

ax*  4-  6a;  +  c  m  4) 
«'a?'  4-  b'x  -H  c'  —  o 

ont  une  racine  commune  x\  La  fraction  proposée  a  ses  deux 
tennes  divisibles  par  {x — a?');  après  avoir  effectué  cette  sim- 
plification on  aura 

_  \x  +  B 

et  nous  avons  montré  (§  a68),  qu^une  pareille  fonction  était,  ou 
constante,  ou  toujours  croissante,  ou  enfin  toujours  décrois- 
sante :  dans  aucun  cas  elle  n'admet  de  valeur  limite. 

^  Cas  (A  <  o).  Si  nous  supposons  A  négatif,  la  relation 

A  =  5'*  —  W  prouve  que  l'on  a  nécessairement  8  pf  o  ;  l'équa- 
tion U  =z  o  est  du  second  degré  et  a  ses  racines  imaginaires. 
Le  signe  de  U  est  donc,  quel  que  soit  x,  le  même  que  celui  de 
B:  la  fonction  est  toujours  croissante,  ou  toujours  décroissante. 

a*  Cas  (A  >o).  Nous  examinerons,  successivement,  dans 
ce  troisième  cas,  l'hypothèse  où  5  est  différent  de  zéro  et  celle 
où  Ton  a,  au  contraire,  S  =:  ». 

Première  hypothèse  (5;2i  o).  L'équation  U  =  o  est  du  second 
degré  et  elle  admet  deux  racines  réelles  et  distinctes  x'  et  ocf\ 

Nous  ferons  d'abord  remarquer  que  ces  quantités  ne  sont 
pas  racines  de  l'équation 

lorsque  le  trinôme  a'x*  +  b^x-{-€f  n'est  pas  un  carré  parfait. 
En  effet,  pour  que  les  deux  équations 

Sx"  — 2c'x-f-B"z=» 


348  VINGT-QUATRIÈME  LEÇON 

aient  une  racine  commune  i\  est  nécessaire  que  Ton  ait  V  =  a, 
en  posant 

V  =:  (5c'  —  fl'3'0*4-  (£*'  +  2a'i'){à'r  +  2  c'5'). 

Cette  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  V  peuls^écrîre,  par 
une  transformolion  évidente. 

V  =  (h''  —  \a'c')  (Sî"  —  î")  +  {aH"  +  h'V  +  c'd)\ 

Mais  on  a 

la  relation  précédente  devient,  d'après  cette  remarque, 

On  voit  ainsi  que  V  n'est  pas  nul,  si  Ton  a  *'*  —  ia'c'  ;2f  0. 

k 
Ceci  posé,  le  rapport  -r  changeant  de  signe  quand  x  estent 

à  .r',  ou  à  a?"";  la  fonction  ?/ passe  par  une  valeur  limite:  i«pour 
a?  zz  x';  2®  pour  a?  n  a;',  et  les  valeurs  correspondantes  de  y 
sont  finies  et  bien  déterminées. 

Dans  le  cas  où  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée  est 
un  carré  parfait,  les  deux  nombres  ic*  et  a:",  donnent  encore 
à  y  des  valeurs  limites;  mais  il  faut  signaler  cette  particula- 
rité que  Tun  d'entre  eux  fait  acquérir  à  y  une  valeur  infinie. 

Deuxième  hypothèse  (8  zz  0).  Dans  ce  cas  on  a  A  zr  3";  par 

k 
suite  V  est  différent  de  zéro.  Le  numérateur  de  -  devient 

h 

k 
le  changement  de  signe  de  -  n'a  plus  lieu  que  pour  une  seule 

/v 

valeur  de  a?,  valeur  finie,  donnée  par  la  formule 


7» 


20 


La  valeur  correspondante  de  y  est  finie  si  le  dénominateur 
n'est  pas  un  carré  parfait;  elle  est  infinie  dans  le  cas  contraire. 
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Vérifions  ce  dernier  point. 
Dans  l'hypothèse  8  =:  o,  l'identité 


levient 


on  a  donc 


a'à^-hb'y  +  c'bz^o 


a'S"-f-6  8'3:o. 


6' 

x:=z  — 


2a' 


h' 
En  remplaçant  x  par  —  ^—7  dans  Téquation 

a'x'  -h  b'x  +  p'  —  0 
on  trouve  bien 

Itêsamé.  Le  tableau  suivant  résume  cette  discussion. 

_  aof  -{-bx-^-c 
^  ^  a'x*+b'x  +  & 

l-ab'  —  ba' 

A  -  {ac'  —  cay  —  (ab'  —  6a')  (bc'  —  cb') 
k  =  b'*  —  ia'c' 

i  _  t         La  fracliûu  peut  être  simplifiée,  y  est  uue  fouctioa  toujours 

}     croissante  ou  toujours  décroissaute,  si  elle  n'est  pas  constante. 

'^  <C  ^      i     y  n'&<liuet  paç  de  valeurs  limites. 

y  admet  deux  valeurs  limites;  ces  valeurs 
sont  finies  si  Ton  a  ft  ;zf  o  ;  une  d'elles  est  au 
contraire  infinie  si  Ton  suppose  k  =  o. 

->o{  ^      k^o  y  admet  une  valeur  limite  ;  cette  valeur 

j 1  est  unique  et  finie . 

/k  n:  o  ^  admet  encore  une  valeur  limite  ;  mate 
cette  valeur  unique  est  infinie . 

Slilf.    Valeurs   limites  des  ffoneilons  eomposées* 

Imaginons  une  fonction  y  définie  par  l'équation 

y  —  f{x,z), 


S^fu     I 
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X  étant  une  variable  indépendante  et  z  une  variable  liée  à;; 
par  réquation 

9(a?,2)rzo 

on  a       • 


et 


(i)  9;-h2'(p:=o. 


Les  valeurs  limites  de  y  sont  celles  qui  correspondent  à  des 
valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à  l'équation  y'  =  0.  On  a 
donc 

Les  équations  (1)  et  (2)  donnent  la  relation 


(•>) 


en 


0'  &' 

Ta:  r; 


iK 


On  peut  généraliser  ce  résultat. 

Soit  y  une  fonction  de  trois  variables  x,  j,  m, 

y  =  /'(x-,  2:,  m), 

les  variables  ^,  ite  étant  liées  à  x  par  les  équations 

(4)     ?  (a;,  «,  w)  =:  o 

(5j     »>  (a;,  ^,  w)  —  o. 

En  tenant  compte  de  la  condition  ^  ==  o  on  a 

/■;  +  -'/;  +  «'/:=<. 

til  par  suile 


(6) 


/" 

/; 

1 

f 

1  X 

-y. 

•y 

ir  0. 
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S'il  existe  des  valeurs  de  Xy  de  z^  et  de  u  qui  fassent  acquérir 
à  la  fonction  y  une  valeur  limite^  ces  valeurs  constituent  une 
solution  des  équations  (4)»  (5)  et  (6).  Mais  la  réciproque  n'est 
pas  exacte  ;  et  toute  solution  de  ces  équations  ne  fait  pas  at- 
teindre, nécessairement,  à  la  fonction  y  y  une  valeur  limite. 

3199.  %"nlears  limites  des  fonctions  de  plusieurs 
varlAUe^i  indépendantes.  Soit  y  une  fonction  de  plusieurs 
variables  indépendantes  x,  z,  u  ;  fonction  définie  par  l'équa- 
tion 

yz:if{x,z,H). 

Supposons  qu'il  exislo  pour  y  une  valeur  limite,  et.  qu'elle 
corresponde  aux  valeurs  suivantes 

Considérons  la  fonction  de  la  variable  x 

Lorsque  x  varie,  Y  a  une  valeur  limite  pour  x  zz  x^  ;  par 
suite  la  dérivée  de  Y  par  rapport  à  x  s'annule,  pour  xzzx^. 
On  a  donc 

(iC  raisonnement  peut  être  répété  pour  les  dérivées  par- 
Vielles  de  y  par  rapport  à  v  et  par  rapport  à  n.  Ainsi  Xq,  ^o*  ^'u 
constituent  une  solution  des  trois  équations 

/•;  (j;,  j,  ?0  =  o 
/:  {X,  Zy  h)  —  o 
fl  {x,  z,  u)  ZH  (». 

La  réciproque  de  celte  propriété  n'est  pas  exacte  et  Ton  ne 
peut  pas  dire,  qu'à  toute  solution  du  système  précédent,  cor- 
responde nécessairement,  pour  y,  une  valeur  limite. 

SS9.  Varintifms  des  fonctions  transcendantes.  Les 

théorèmes  généraux  que  nous  avons  donnés  (%  3î«i,  322,  3^3) 


d5S 
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s^appliquent  aux  fonctions  transcendantes.  Il  faut  seulement 
supposer  que  ces  fonctions  et  leurs  dérivées  sont  continues, 
dans  rintervalle  où  Ton  fait  varier  la  variable  indépendante. 
La  démonstration  qui  établit  cette  généralisation  des  proprié- 
tés que  nous  venons  de  rappeler  est  identique  à  celle  que 
nous  avons  donnée  pour  la  fonction  entière,  mais  elle  prend 
pour  base  la  formule  de  Taylor,  dans  le  cas  général  (g  3i;). 
Soit  par  exemple,  la  fonction  transcendante  y  y 


(i)    y  —  x 


X 


on  a 


\^x 


\f  z=.x  ^   (a -4-  i  —  Lit')- 
Cetle  valeur  de  y*  est  toujours  positive.  En  effet  en  posant 


uzz  x-^-x 


Lr 


on  a 


w 


X —  1 

X 


x  ne  peut  varier  que  de  o  à  4-  »,  d'après  Téquation  (i):  d'ail- 
leurs X  variant,  de  o  à  i,  on  a  w'  <  o;  ainsi i/  décroît.  Pour 
a;  =  1,  on  a  t/  =  2,  c'est  la  valeur  minima  de  u.  On  déduit  de 
là  que  Uy  et  par  suite  y\  est  toujours  positive;  la  fonction  y 
est  toujours  croissante  et  la  courbe  qui  représente  cette  fonc- 
tion a  la  forme  indiquée  par  la  figure  ci-dessous. 
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Nous  n'insisterons  pas  autrement  sur  la  variation  des  fonc- 
tions ,  cette  question  étant  plutôt  du  ressort  de  la  géométrie 
analytique.  Cette  étude  nous  occupera  d'ailleurs,  tout  particu- 
lièrement, quand  nous  exposerons  la  construction  des  cour- 
bes, et  nous  la  traiterons  alors  avec  les  développements 
qu'elle  comporte. 


EXERCICES 

i .  Trouver  le  maximum  de  la  fonction  U, 

s.  Trouver  le  maximum  de  U, 

L  zzx  y  , 


quand  on  suppose 

3.  Trouver  le  minimum  de  V, 

U  =  4^*  +  ixy  +  2y*  —  2y  +  2. 

Le  luÎDimuiii  de  U  est  égal  à  1  ;  il  a   lieu  pour  a;  =  —  -  et  y  =  1 . 

4.  TroMi'er,  par  la  méthode  élémentaire^  le  minimum  de  l'expression 

Uz:(a,a;  +  6,y4-c,)'4-(ûta:H-6,y4-cJ*-f...-h(a„a;4-ô„yH-c,,)' 

s.  Étudier  les  variations  des  fondions  U, 

Q 

quand  on  donne:  i»  à  P,  les  valeurs  x,  x—  1,  x+i  ;  2^  à  Q,  et  à  R,  les  va- 
^fftrs  I,  x,x  —  I,  x4-  !• 

t.  Étudier  les  variations  de  la  fonction 

1 

itmontrery  en  particulier,  qu'elle  passe  par  un  maximum  pour  x  =  va- 

23 


3d*  IVINGT-QUATRIÈME  LEÇON 

V.  On'considère  un  cercle  A,  inscrit  dans  un  carré  ABCD. 

Soif  AB  Vun  des  côtés  de  ce  carré  et  M  un  point  mobile  sur  A  ;  on  propote 
d'étudier  la  variation  du  produit  MA.  MB. 

Od  peut  traiter  cette  question  en  ialroduisant  dans  le  calcul,  l'angle  « 
que  fait  le  rayon  oM  avec  celui  qui  est  perpendiculaire  au  côté  AB.  On 
trouve  facilement  • 

AJA^  zi  K*  (3  —  a  sino)  -—  2  cos  w). 
et 

MB  —  R*  (3  -f-  2  sin  w  —  2  cos  w). 

Cos  formules  permettent  de  traiter  l'exercice  proposé  et  plasieun  autres 
analogues,  sur  les  quantités  variables  MA  et  MB. 

8.  Maximum  de  — —  ;  plus  généralement  de  

On  appliquera  ridentité 


=m-m 


et  l'on  posera  /  -  |  =  X. 
9.  Trouver  le  minimum  de 


v=^-,.j. 


On  cherchera  le  maximum  de  V, 

X9 


V-  — ^ 


Ayant  posé  jc^"^  +  *  =  X,  on  a 

v-=(^)'('4)'. 

égalité  qui  permet  de  résoudre  la  question,  par  une  méthode  élémentaire. 
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EXPRESSIONS  INDÉTERMINÉES 


880«  I^éfinitloii  de  la  vraie  valeur  d*ane  expression 
ladétermiaée.  Imaginons  une  quantité  y  bien  déterminée 
et  définie  par  Tégalité 

y  —f{i(,v,  ...); 

M,  v,  ...  étant  des  fonctions  de  x.  Pour  x  —  x^y  ces  fonctions 
w,  0, ...  prennent  des  valeurs  correspondantes  Wo,  Vo,  ...  ;  et 
celle  de  y  se  calcule  en  effectuant  l'opération  qui  est  symbo- 
liquement désignée  par  /"  («o»  ^o, . ..).  Mais  il  peut  arriver,  dans 
certains  cas  singuliers,  que  par  suite  des  valeurs  particulières 
^>  Vg, ...  l'opération  dont  nous  parlons,  opération  qui,  dans 
le  cas  général,  est  bien  définie,  soit  au  contraire,  dans  ce 
cas  exceptionnel,  dénuée  de  sens.  Nous  dirons  alors  que  y  a , 
pour  X  zz  x^y  une  valeur  indéterminée. 

Pourtant  y  a,  ordinairement,  même  pour  xnx^y  une  valeur 
bien  déterminée  et  que  nous  allons  définir.  Donnons  à  x  la 
valeur  x^-hh^h  étant  une  quantité  arbitraire  que  nous  ferons 
ensuite  tendre  vers  zéro.  A  chaque  valeur  de  h  correspond 
pour  y  une  valeur  y^,  bien  déterminée.  Si  h  tend  vers  zéro, 

deux  cas  peuvent  se  présenter  :  ou  y^^  croit  au  delà  de  toute 

limite,  nous  dirons  alors  que  la  vraie  valeur  de  y  pour  x:=zXq 
est  infiniment  grande  ;  ou,  au  contraire,  y^  reste  toujours  plus 

petit  qu'un  nombre  fixe,  déterminé  ;  dans  cette  hypothèse,  yf^ 

a,  en  général,  une  limite  ;  c*est  cette  limite  qui  constitue  la 
vraie  valeur  de  y,  pour  xz^x^. 
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Par  exemple  :  la  fonction 


a' 

X 


dans  laquelle  nous  supposons  a  >  i  ^  prend  pour  x  i=  90  h 


00 


forme  — ,  qui  est  dénuée  d*un  sens  précis  ;  c'est  donc  une 

expression  indéterminée.  Pourtant  y  a  une  valeur  bien  déter- 
minée,  pour  rc  =  »,  puisque  nous  avons  montré  i%  245)  que  y 
croissait  indéfiniment  en  même  temps  que  x. 
Prenons  encore  la  fonction 

hx 

y-'n — :' 

X —  1 

y  a  une  valeur  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  a?,  mais  pour  a:  n  1,  y  prend  la  forme  -  à  laquelle  ne 

correspond  aucune  opération  précise  ;  c'est  encore  une  expres- 
sion indéterminée.  Pour  trouver  la  vraie  valeur  de  y,  posons 

1 
X  —  1  —  —, 


on  a 


,y  =  X.L(.-l-i) 


ou 


V-'lL+'-X. 


'è^ 


Si  X  tend  vers  Tunité,  X  croit  au  delà  de  toute  limite,  el 
f  1  +  -  j    a  pour  limite  e.  On  a  donc  finalement 


limy  —  1,    pour    x  zz\. 


EXPRESSIONS  INDÉTERMINÉES  357 

Nous  allons  indiquer  comment,  dans  un  grand  nombi'e  de 
cas^  on  peut  résoudre  une  indétermination  donnée. 

8311.  Indétennlnation  dans  le  cas  des  fonetions 

estf^res.Soit  yzz^yl]  eiW  désignant  des  fonctions  entières 

de  or.  La  valeur  de  y  est  indéterminée  dans  le  cas  où  Ton  a 
pour  œz^x^^  Uo  1=0  et  Vo  :=  o  ;  et  dans  ce  cas  seulement. 
Puisque  U  et  V  s'annulent  pour  x  zz  Xo,  on  a 

U  s:  (a?  -  XofK 
V  =:  (a?  -  a?o)^S, 

R  et  S  étant  des  fonctions  entières.  On  doit  distinguer  trois 
cas  suivant  que  Ton  suppose 

P>qf    P<q^    ou   p  =  ?. 

Dans  le  premier  cas  la  vraie  valeur  cherchée  y^  est  égale  à 
aséro  ;  elle  est  infinie  dans  le  second  cas  ;  enfin  si  p  est  égal 
à  9,  on  a 

yo  —  c  * 

33ie.  Régie  de  rHôpItal.  Les  expressions  indéterminées 
de  la  forme  -  peuvent  se  résoudre,  le  plus  souvent,  au  moyen 

de  la  règle  suivante  :  lorsqu'on  a  f[x^  zz  o,  et  (fix^)  zi  o,  la 
vraie  valeur,  pour  x  zz  Xoy  de  la  fonction  y,  fonction  déter- 
minée  par  F  égalité 

f{x) 
9(0?) 

ttt  égale  à  celle  de  la  fraction 
Cet  énoncé  constitue  la  règle  de  THÔpital^  et  cette  règle 
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est  la  conséquence  immédiate  de  Tidentité,  précédemment 
démontrée  (§  298), 

f{x-\-h)—r{x)_r^^+^h) 

Supposons  d*abord  que  Xo  ait  une  valeur  finie  et  remplaçons 
dans  cette  identité  x  par  Xo. 
Puisqu'on  suppose  f{x^  =:  o  et  <p  (a;©)  :=  o  ;  on  a 

f{xo-\-h)_r{x^'^^h) 

Remarquons  d'ailleurs  que  cette  égalité  a  lieu  quelque  soit 
h;  supposons  donc  que  h  varie  et  tende  vers  zéro,  les  deux 
fractions 

ont  constamment  la  même  valeur;  pour  A  =  0,  la  limite  de 

f  M  ,  f  {^0^^ 

—, — :  est  donc  égale  a  celle  de  -rr — : 

Considérons  maintenant  le  cas  où  Xo  a  une  valeur  infinie.  On 
doit  remarquer  qu'il  est  nécessaire  d'examiner  ce  cas  particu- 
lier parce  que  la  formule  (1),  qui  sert  de  base  à  la  démonstra- 
tion précédente,  ne  peut  être  employée  quand  on  suppose 

Nous  allons  montrer  que  la  règle  de  l'Hôpital  subsiste  néan- 
moins, dans  le  cas  où  la  valeur  donnée  à  la  variable  est  infi- 
nie. 

Posons 

1 

X 


on  a 
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On  -peut  alors  considérer  y  comme  un  quotient  de  deux 
fonctions  de  X  et,  pour  X  =  o,  j/  prend  la  forme  indétermi- 

r{{) 

née-.  On  peut  donc  appliquer  à  Texpression  — —  la  règle  de 

ruôpital  et  prendre  le  rapport  des  dérivées  des  deux  fonctions 
/■(rzKçf-J  par  rapport  à  X.  Pour  prendre  ces  dérivées  il 

&ut  observer  que  Ton  peut  considérer  que  fi-^]  comme  une 

fonction  de  fonction.  Il  suffit  de  poser  ~  =  u  ;  la  dérivée  de 

f  f^j ,  par  rapport  à  X,  est  alors  m7'Jw)  ;  ou,  ~-^  Z^' f- 

X 

même  motif,  la  dérivée  du  dénominateur  ^st  —  ^-^ 9^  (  - )•  Le 

X 

rapport  de  ces  deux  dérivées  est  donc  égal  à] 


■M 


? 
X 

pour  X  zz  o.  Si  Ton  remarque  enfin  que  a:  n:  -,  on  voit  que  la 

A. 

vraie  valeur  de  Texpression  indéterminée  proposée  est  égale 

a  celle  du  rapport-; — ,  poura;zz  ». 

La  règle  de  THÔpitalest  donc  exacte  pour  toutes  les  valeurs 
de  X,  sans  excepter  la  valeur  infinie. 

888.  Expressions  indéÉerminées  de  la  forme -^.  La 

règle  de  l'Hôpital  s'applique  encore  aux  expressions  indéter- 
minées de  la  forme -^;  pour  établir  ce  point  nous  distingue- 
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rons  trois  cas  suivant  que  la  limite  cherchée  est  différ^ile  de 
zéro,  nulle,  ou  infinie. 

!•'  Cas.  Soit  y  rz  -,  la  fonction  qui  pour  xzzx^  prend  h 

forme  -^• 
On  peut  écrire  y  de  la  manière  suivante 

77>  et  --peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions  de  j^çoi 

s'annulent  pour  xzzx^.  On  peut  donc  appliquer  la  règle  de 
l'Hôpital  à  cette  expression  indéterminée  ;  en  désignant  par 
z  la  vraie  valeur  cherchée,  on  a 

z  —  lim  — rr;,    (pour  X  rr  Xq) 

ou 

^  ~  lim  r^î  lim — >    (pour  x  —  Xo) 

Si  nous  remarquons  que  z  =  lim  -- ,   Tégalité   précédente 
peut  être  simplifiée  et  donne  finalement 

hm-zilim-; 

en  admettant  que  z  ne  soit  ni  nul,  ni  infini. 

U 
ff  Cas.  Supposons  maintenant  que  la  limite  de  ri  soit 

égale  à  zéro.  Posons 

(2)    Y  =  ^-hA, 
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A  désignant  une  quantité  arbitraire,  mais  différente  de  zéro. 
On  a  donc 

(3)    Y  =  2±^. 


Y  est  encore  une  fonction  de  x  qui,  pour  x  =  x^,  prend  la 
forme  -^. 

En  effet,  si  pour  xz=.x^,  U  -h  AV  n'avait  pas  une  valeur  in- 
finie,  -r — aurait  pour  limite  zéro  et  la  formule  (a)  in- 
dique, au  contraire,  que  la  limite  de  Y  est  égale  à  A.  On  peut 
donc  appliquer  la  règle  de  l'Hôpital  à  l'expression  indéter* 
minée  que  donne  la  formule  (3),  pour  a;  =  o.  On  a  ainsi 

lim  Y  =  lim  — ^77 — 
ou 

limYnlîm  —4- A. 

La  limite  de  Y  étant  égale  à  A,  on  voit  que  la  limite  du  rap- 
portrr>est  égale  à  zéro.  On  a  donc  encore, 

lim^zzhm— . 

S*  Cas.  Supposons  enfin  que  la  limite  cherchée  soit  in- 
finie. Alors  le  rapport  r:  prend  la  forme  ^,  pour  a^zzxo,  et  a 

V 
pour  limite  zéro.  D'après  ce  qui  précède  la  vraie  valeur  de  — 

est  égale  à  la  limite  de  r^;  cette  limite  est  donc  égale  à  zéro. 

U' 
Ceci  prouve  que  la  limite  de  —,  pour  x  z::  Xo,  est  une  quan- 
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U 

lité  qui  croît  indéfiniment,  comme  la  limite  du  rapport-, 

38it.  Indéterminées  de  la  forme  (o.  oo).  Soit  y  une  fonc- 
tion de  Xy  définie  par  Téquation 

y-U.V, 

U  et  V  désignant  deux  fonctions  de  x  qui  pour  X'=,Xm  pren- 
nent des  valeurs  Uo  et  Vo,  telles  que  l'on  ait  simultanément 

Uo  —  0       Vo  r^    00. 

o 

Ces  sortes  d'indéterminations  se  ramènent  à  la  fonne  - .  en 

o 

remarquant  que  Ton  a 


y  — 


(v) 


OD 


Elles  se  ramènent  aussi  à  la  forme  -^,  en  écrivant  y  de  la 
manière  suivante  : 

V 


(-i) 


Remarque.  Dans  la  pratique,  il  n'est  pas  indifférent  de 
ramener  les  indéterminées  de  la  forme  (o.  œ),  à  celles  delà 

forme  -,  ou  à  celles  de  la  forme  •^.  Il  importe,  dans  chaque 


o  * 


exemple,  de  choisir  celle  de  ces  deux  transformations  qui 
donne  lieu  aux  calculs  les  plus  simples. 

Soit,  par  exemple,  y  zz,  xLx  ;  on  demande  la  valeur  de  y^ 
pour  â?  =  o.  On  écrira  y,  sous  la  forme 

Lx 
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la  règle  de  L'Hôpital  donne  alors 


lim  y  zr 


1 

X 


1 


oa 

lim  yzz  —x. 

Pour  a;  rr  o,  on  a,  lim  y  =  o. 

On  remarquera  que,  en  adoptant  Tautre  transformation,  en 

écrivant  y  zz ,  la  règle  de  THôpital  donne  lieu  à  des 

calculs  qui  se  compliquent,  de  plus  en  plus,  sans  aboutir  au 
résultat  cherché.  Nous  reviendrons,  d'ailleurs,  tout  à  Theure 
sur  ce  point,  pour  montrer  comment  la  règle  de  l'Hôpital  est, 
dans  certains  cas,  impuissante  à  résoudre  Tindétermination. 

33&.  Indéterminées  de  la  forme  (  »—  oo).  Soit2/=:U— V, 
U  et  V  désignant  des  fonctions  de  x  qui,  pour  x  =r  x^,  pren- 
nent des  valeurs  infiniment  grandes,  et  de  même  signe. 

Dans  ce  cas,  on  met  y  sons  la  forme 


-"(-S) 


V 

et  Ton  cherche  la  limite  de  -  ;  si  cette  limite  n*est  pas  égale  à 

Vunité,  y  est  infini  pour  x^xo.  Si,  au  contraire,  on  a 

V 
lim- zr  I,  y  se  présente  sous  la  forme  o.  » .  On  peut  alors 

traiter  cette  indéterminée,  comme  nous  Tavons  expliqué  au 
paragraphe  précédent. 

Remarque.  Lorsque  les  fonctions  U  et  V  ont  des  dénomi- 
nateurs, lorsque 
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on  peut  remarquer  que  Ton  a 

En  général,  cette  transformation  est  utile  parce  qu^on  est 
ainsi  ramené,  immédiatement,  à  Tune  des  formes  ~,  ou-^, 

0  ^ 

formes  auxquelles  s'applique  la  règle  de  L^HÔpital. 
Lorsque  U  et  V  n'ont  pas  de  dénominateur,  on  change  x 

en  —,  et  Ton  peut  alors  effectuer,  sur  la  nouvelle  forme,  la 

transformation  de  y,  en  un  quotient. 

Un  exemple  fera  mieux  comprendre  Futilité  de  cette  re- 
marque. 

Considérons  trois  fonctions  entières  de  or, 

V  =  2^a?'^  +  ga;^"'  +  ...  +  jjL 
W=   x''  +YJ?'"'  +  -..  +  v 

et  proposons-nous  de  trouver,  pour  a:  —  oo,  la  vraie  valeur  de 
Texpression  suivante 

les  radicaux  étant  pris,  d'ailleurs,  avec  des  signes  explicites. 
En  posant x:=i—^oïi^ 


(  1 -f- aX +... -f- XJî'j'' +(  i -»- yX +  ...-»- vX'")'— (»»  + pX  4  ••+ 1^)? 

y  = ^ 

0 

Pour  X  =  0  cette  expression  se  présente  sous  la  forme  - . 
En  appliquant  la  règle  de  l'Hôpital,  on  trouve  facilement, 


!i    *,  pour  la  vraie  valeur  de  y, 
p     r     q  ^ 
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33€l.  Iii«léieniiinées  de  la   forme  (^y^  ou   de   la 
ffarane  (o^).  Lorsque  dans  la  fonction 

on  suppose  que,  pour  xzz.x^^  U  est  infini,  et  V  nul,  on  a 
Texpression  indéterminée  (»»).  On  ramène  ce  genre  d'indé- 
tcnninatioD  à  la  forme  (o.  œ)  en  remarquant  que  Ton  a 

L.yizVLU. 

Cette  remarque  s*applique  encore  au  cas  où  Ton  suppose 
que  U  et  V  s^annulent  simultanément,  pour  xzzx^. 

339.  Remarqoe  relative  à  (i"*].  Nous  n*ayons  pas 
examiné,  parmi  les  expressions  indéterminées  que  nous  avons 
signalées,  celles  qui  correspondent  à  la  forme  (i  *)  ;  ces  indé- 
terminées ont  été,  en  effet,  traitées  précédemment  (§a5i). 

338.  S^nr  le  symbole  (o"").  Si  dans  la  formule 

y  =  IJ'', 

on  suppose  que,  pour  x  —  j?^,  U  soit  nul,  et  V  infini,  y  prend 
la  forme  (o*),  qui  est  par  elle-même  dénuée  de  sens.  Pourtant 
celte  forme  symbolique  que  prend  une  fonction,  dans  certains 
cas  particuliers,  n'est  pas  une  expression  indéterminée,  dans 
le  sens  qu'il  faut  attribuer  à  ce  mot.  Ce  symbole  (o  "*)  n*est  pas 
non  plus  une  valeur  bien  déterminée  :  il  peut,  suivant  les 
exemples  proposés,  représenter,  tantôt  zéro^  et  tantôt  Cinfini, 
On  a,  en  effet, 

Lyr=V.L(U); 

l' tendant  vers  zéro,  par  des  valeurs  positives,  le  facteur  L  (U), 
est  infiniment  grand,  et  négatif.  Si  V  croit  indéfiniment,  par 
des  valeurs  positives,  le  logarithme  de  y  est  donc  infiniment 
grand  et  négatif;  par  suite  la  limite  de  y  est  égale  à  zéro.  Si 
au  contraire  V  croit  indéfiniment,  mais  par  des  valeurs  néga- 
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tives,  le  logarithme  de  y  étant  infiniment  grand  et  positif,  b 
limite  de  y  est  elle-même  infinie. 

aao.  Impoissanee  de  la  réfçle  de  riI6piÉaL  II  y  a 

des  cas  assez  nombreux,  où  la  règle  de  THôpital  ne  permet 
pas  de  résoudre  Tindétermination  proposée.  On  a  pu  remar- 
quer, en  effet,  que  cette  règle  ne  donnait  pas  la  vraie  valeur 
de  Texpression  proposée;  qu'elle  indiquait  seulement  que 
cette  quantité  inconnue  était  égale  au  quotient  des  déri- 
vées. Si  ce  quotient  est  lui-même  une  quantité  indétermi- 
née, la  règle  de  THÔpital   substitue  seulement,  à  la  diffi- 
culté proposée,   une  difficulté   de  même  genre.    Dans  la 
plupart  des  cas,  en  appliquant  un  certain  nombre  de  fois  la 
règle  de  THÔpital,  on  trouve  la  vraie  valeur  cherchée;  dans 
d'autres  cas,  au  contraire,  la  difficulté  qu'on  veut  vaincre  se 
perpétue  indéfiniment,  et  c'est  là  le  cas  d'impuissance  que 
nous  voulions  signaler. 
Prenons  d'abord  l'exemple  suivant 


x' 


y  = 


a;cosa;  — smj;-!-  — 
x^  -h  a?*  siii  X      ' 


et  cherchons  la  valeur  de  y^  pour  a;  =  0.  En  appliquant  quatre 
fois  la  règle  de  THôpital  on  trouve  que  la  valeur  de  y  est  égale 

à  — .  Ainsi,  la  règle  s'applique  dans  cet  exemple  ;  elle  exige, 

il  est  vrai,  un  certain  effort  de  calcul,  mais  enfin  elle  résout 
l'indétermination. 
Soit  maintenant  la  fonction 


e 


X* 


x^ 

et  soit  proposé  de  trouver  la  valeur  de  y,  qui  correspond  à 

X  =  o.  On  doit  ici  traiter  une  indéterminée  de  la  forme  -.  L  ap- 

0 
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plicaiion  de  la  règle  de  l'Hôpital  donne,  pour  la  valeur  cher- 
chée, celle  de  la  fonction  z 


xi 


,  (pour  X  =.  o). 


Si  Ton  compare  z  et  y,  on  voit  nettement  que  la  règle  de 
THôpital  a  substitué  simplement,  à  la  difficulté  proposée,  une 
difficulté  identique  ;  et  l'on  pourrait  poursuivre  indéfiniment 
rapplication  de  cette  règle,  sans  jamais  aboutir. 

84MI.  Résolution  directe  des  indéterminées.  Nous 
ferons  remarquer  enfin  que  les  indéterminées  peuvent,  dans 
la  plupart  des  cas,  se  résoudre  par  des  considérations  parti- 
culières, et  sans  avoir  recours  à  la  règle  de  THôpital.  Nous 
avons/ d'ailleurs,  donné  déjà  des  exemples  d'expressions  indé- 
terminées résolues  par  des  méthodes  directes  (S  24i ,  264^  33o). 

Pour  montrer  une  application  nouvelle  de  cette  méthode 
dû*ectey  prenons,  précisément,  l'exemple  devant  lequel  nous 
avons  vu,  tout  à  l'heure,  échouer  la  règle  de  L'Hôpital  ;  et 
cherchons,  pour  a;  zi  o,  la  vraie  valeur  de 


e 
x*^ 

Posons  a?  iz  — ,;  nous  avons,  après  ce  changement  de  va- 
riable,  à  déterminer  la  vraie  valeur  de 

poura?=  00. 

On  voit  aloi*s,  sans  difficulté  (Lee.  18;  exe.  1)  que  la  limite 
de  y  est  égale  à  zéro. 
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EXERCICES 

I.  Trouver f  par  la  méthode  directe  la  vraie  valeur  de 

sîn  px 

sili  qx 
pour  x  =  o. 
S.  On  a  les  relations 

a'  -— — I — ;  r'  tz  \jra'\ 

y-'  — a' 

troxixer  la  limite  du  iXLpport ^  quand  a^  tend  vers  r. 

r  —a 

On  pose 

r—  a 
on  trouve  alors 


rn  (^-^^ 


Le  facteur 


est  seul  indéterminé,  dans  l'expression  précédente.  La  vraie  valeiir  de  cette 
indéterminée  est  -;  et  oi^la  trouve  en  multipliant  les  deux  membres  de 
Tégalité  (i)  par 


y— -+vv 


\/a+0 


S.  Trouver  la  limite  de  Vexpression  y=z  a--  Va*— 6',  lorsque  a  et ^ 

croissent  au  delà  de  toute  limite;  [sachant  que,  dans  ces  conditionst  -  ^^ 

a 

vers  une  limite  p. 
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4.  Trouver  directement  la  limite  dey, 


y=\aaf'hbx^'+...'-\aoif  +  b'a^^'h.. 


quand  x  croit  au  delà  de  toute  limite. 
On  nUlisera  ridentité 


liP  —  t)Ps  (tt  — v)  [t^'^-huP^v  4-  ...  -I-  v^^) 


après  avoir  posé 


u=:{ax^-hbaf-'^  +  ...)^ 


el 


5.  Quelle  est  la  limite  de  y, 

cosec  px  —  coio^px 

y  ^"    ■ y 

igqx 

pour  X  z=  o. 
Eo  transfonuaut  celte  expression,  on  trouve 


tg 


px 


y  — 


2 


tg  qx 


U  vraie  valeur  est  — . 

•.  Vérifier  le  tableau  suivant 


FONCTION  y. 


y 


^e^  —  e"^  — ax 
ic— sino; 


y^-+ix 

X 


VARIABLE  X. 


X 
X 


ZZO 


O 


X 
X 


00 


z:o 


RESULTAT. 


2/o 
2^0 


—  1 


ZZ  2 


ar. 


y 
yo 


IZ  0 


—  » 


M 
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FONCTION  y, 


y  = 


y^ 


y- 


1 


.3 


X  sin  X      X 

L  cos  X 
L  sin  a;  —  Lx 
\ji^x  —  Lx — Lcosa; 


y- 


y  = 


Lsirio;  —  Lcosa? 

Lsino;  -Lx-i — r 

6 

X' 

IjX-h—  —  Llgic 
L 2j; 

1  — X 


x— siiij; 


VARIABLE   X, 


a?  — 0 


or  —  o 


d;  —  o 


X  r.  o 


RÉSULTAT. 


J?  —  O 


y*  ^^ 


1 

6 


yo 


—  3 


yo  = 


^—77 


yo  — 4 


Ou  peut  résoudre  uu  certain  nombre  de  ces  indéteroiiuées  eu  utilisaul  le» 
formules 


X 

'  +  7 


X 


P+« 


P 


3Z 


(P+l)li>-hl 


0 


p 


X' 

sin  X  SIX 

3! 


x^ 

cos  0?  s  i 4- 

'i! 


a: 


,^+i 


a; 


4rH3 


Ô. 


(4?+i)l      (4^  +  3)!  ' 


x 


,^ 


X 


,*^2 


4g  I      (4^  +  2)!  ^ 


formules  dans   lesquelles  6p,  0^,  b'^  ont  des  valeurs  comprises  entre  cet 

La  première  a  été  établie  plus  haut  (§  34?)  ;  les  deux  autres  sont  démon 
trées  en  trigonométrie  et  sont  la  conséquence  du  théorème  exposé  an  pa 
ragraphe  aga. 


i. 
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LES    FORMES  QUADRATIQUES. 


3411  •  Définition.  Une  expression  entière  et  homogène, 
du  second  degré,  entre  les  lettres  a?„  x^,  •••  ^^î  constitue  une 

forme  algébrique  quadratique. 

En  désignant  ce  polynôme  par  U„,  l'expression  la  plus  géné- 
rale de  U„  est  donnée  parla  formule 

l'„  =  A,a;f  H-  A,Xi  4-  ...  -I"  A„a?,t  -}-  2B,^^,x,  -h  2B1 3BiP,a:,  + 


Cette  notation  sous-entend  que  Ton  a  B^  g  m  Bg  ^. 

3459.   Titéoréme.    Tot^^e  forme   quadratique ,  U„     de^ 

lettres    a?,,    a?,,    ...   ic^  est  décomposable,  identiquement,  en 

une  somme  algébrique  de  carrés  de  fonctions  linéaires  et 
hoinogènes  ;  le  nombre  de  ces  carrés  étant  égal,  ou  inférieur 
il  n. 

La  méthode  que  nous  allons  indiquer  pour  effectuer  la 
décomposition  de  U„,  en  une  somme  de  carrés,  exige  que  Ton 

distingue  deux  cas,  suivant  que  tous  les  coefficients  A,  sont, 
ou  ne  sont  pas  nuls. 
Supposons  d'abord  que  À^  soit  différent  de  zéro.  On  a 

(1)    A,U„  =  AÎficî-h2A,a?,P-hQ. 

Dans  celte  formule  P  représente  une  forme  linéaire  et  homo* 
gène;  Q  «ne  forme  quadratique  des  lettres  a?„  a-j, .  .  iP„ ,  ou 
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m 

de  quelques-unes  d'entre  elles.  L'identité  (i)  peut  aussi  s'é- 
crire 

(a)    A,U,=  (A,;r.4-Pr-f-(Q-^P*); 

Q  —  P*  désignant  encore  une  forme  quadratique  des  lettres 
x^,..  x^y  ou  de  quelques-unes  d*entre  elles. 

L'identité  (a)  constitue  une  première  remarque  sur  laquelle 
nous  reviendrons  tout  à  Theure. 

Imaginons  maintenant  que  tous  lescoefficients  A  soient  nuls, 
dans  la  forme  U„  ;  alors  Tun  au  moins  des  coefficients  B  sera 
différent  de  zéro.  Supposons  que  ce  coefficient,  non  nul^  soil 
celui  du  terme  en  a?,ir„  et  désignons-le  par  B.  On  a,  en  ordon- 
nant convenablement  la  forme  proposée, 

(2)    qBI:„  =:  4B»x, J7,  -h  îiBRa?,  -f-  aBQx,  -h  S. 

Dans  cette  identité  H  et  Q  désignent  des  fonctions  linéairôs 
et  homogènes  ;  S,  une  forme  quadratique  des  lettres  or,  ...x., 
ou  de  quelques-unes  de  ces  lettres.  L'égalité  (2)  peut  s'écrire 

(3)     uBU,,=::2Ba:,  -4-Q)(iBx-,  +  K)-f-S  -  IIQ, 

* 
(S — RQ)  désignant  une  fonction  quadratique  des  lettres  x,.. 

iP„,  ou  de  quelques-unes  d'entre  elles. 
D'ailleurs  l'identité 


mn 


appliquée  au  produit 

(aBa;,+Q)(alte,  +  K), 

■ 

prouve  que  U„,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  peut  être  mis 
identiquement  sous  la  forme 

(6)     U„s:aP-f-?J*4-V; 

I  et  J  sont  des  fonctirms  linéaires  et  homogènes  ;  V  désigne 
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une  forme  quadratique  ne  renfermant  ni  Tune  ni  Tautre  des 
lettres  Xt  et  x^. 

Cette  identité  constitue  la  seconde  remarque  que  nous  vou- 
lions faire  pour  établir  le  théorème  en  question,  théorème  qui 

est  d'ailleurs  la  conséquence  immédiate  des  identités  (a)et(6). 
En  effet,  en  appliquant  à  la  forme  proposée  U„,  l'identité 

(a),  oundentité(6),  suivant  que  cette  forme  possède  ou  non 
le  carré  d'une  des  variables  ;  on  obtient  un  ou  deux  carrés, 
et,  3  leur  suite,  une  forme  quadratique  V,  renfermant,  au 
minimum,  une  ou  deux  variables  de  moins. 

En  opérant  de  même  sur  V,  ces  calculs  successifs  donnent 
pour  U„  une  forme  algébrique  identique  à  la  proposée  et  ren- 
fermant un  nombre  de  carrés  qui  est,  en  général,  égal  au 
nombre  des  variables  ;  mais  qui,  dans  tous  les  cas,  ne  lui  est 
pas  supérieur. 

Nous  donnerons  à  cette  manière  de  décomposer  une  forme  qua- 
dratique en  carrés  le  nom  de  méthode  par  réduction.  En  dési- 
gnant par  €t  s, ...  £^  des  nombres  qui  peuvent  être  +  *>  ou 
—  1 ,  on  aura,  en  suivant  cette  méthode,  l'identité 

(a;  u„=£.p^  +  e,p|  +  ...+s,.p][; 

avec  la  condition 

h  r\  n. 

> 

843.  Forme  Irrédactible.  Il  résulte  de  l'identité  (A) 
qu'une  forme  quadratique  est  toujours  décomposable  en  une 
somme  de  carrés.  Le  nombre  de  ces  carrés  est  au  moins  égal 
à  1,  mais  il  peut  être  aussi  grand  que  Ton  veut.  Désignons,  en 
effet,  par  W,  la  somme  des  carrés  de  p  fonctions  linéaires, 
homogènes  et  arbitraires  des  lettres  a?^  a;, ...  x^  ;  on  a 

U„sW-h(U,~W). 

Dans  celte  identité  U„  — W  est  une  fonction  quadratique 
dear,  ar, ...  a?„  ;  et  en  la  décomposant  en  une  somme  de  carrés 
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on  voit  que  U„  est  mis,  identiquemeat,  sous  la  forme  de  carré» 

dont  le  nombre  est  supérieur  kp  ;  par  conséquent  aussi  grand 
que  Ton  veut,  puisque  p  est  arbitraire. 

Ainsi  une  forme  quadratique  est  susceptible  d'être  décom- 
posée en  une  somme  de  carrés  dont  le  nombre  peut  être  aussi 
grand  que  Ton  veut,  sans  pouvoir  être  inférieur  à  i .  Parmi  ces 
décompositions,  en  nombre  infini,  on  peut  distinguer  celles 
qui  renferment  le  plus  petit  nombre  de  carrés  et,  si  nous  con- 
sidérons Tune  de  ces  formes,  nous  dirons  qu'elle  est  irréduc- 
tible. 

8441.  Théorème.  Lorsqu'une  forme  quadratique  U,  est  dé- 
composée en  une  somme  de  carrés  de  fonctions  linéaires^  ho- 
mogènes et  indépendantes;  la  décomposition  obtenue  est  inr- 
ductible. 

Supposons  que  Ton  ait  trouvé  Tidentilé 

P„  P„  ...  P;^  étant  des  fonctions  linéaires,  homogènes  et  in- 
dépendantes, 

P,  :=:o,a;,  -l-...  +  a^„ 


P/,=:aîa:,4-...-l-aîa?„. 


Nous  voulons  démontrer  qu'on  ne  peut  pas  obtenir  pour 
U^,  une  décomposition  en  une  somme  de  carrés  dont  le  nombre 

soit  moindre  que  h. 
Posons,  en  effet, 

h'  étant  plus  petit  que  h.  Le  second  membre  de  (i)  représen- 
tant une  forme  irréductible,  on  a  (§  342),  /*<?*. 

Puisque  Ton  a  A'</i  et  A<n,  on  a  donc  A'  <n.  Soit 
n  — A'  n  i  ;  i  désignant  un  nombre  entier  positif.  Les  iden- 
tités (1)  et  (2)  donnent 

(3)     s,PÎ4....  +  e,P,^ST;,RÎ  +  ...-hr,,,llL. 


LES  FORMES  QUADRATIQUES  975 

Nous  poserons 


Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  de  ridenlilé  (3), 
par  rapport  à  or,  ;  et  soit 

(4)     V,  =  t,a\V,  +  ...  +  ^a\P,  -  r,,b\n,  -y;,,6Î'R,, 
on  a 

(5)     V,=o. 

En  prenant  les  dérivées  partielles  de  (3)  par  rapport  aux 
lettres  a;,,  iCj, .. .  a;„,  on  a,  de  même 

,(5)     V,s:o,   Vjsio,  ...     V„=:o. 

Soient  maintenant  les  équations 

R,  =0     R,  — o     ...     R^,  —  o; 

elles  constituent  un  système  de  h'  équations  linéaires  et  ho- 
mogènes entre  les  inconnues  a?„  a:,, ...  x^.  Puisqu'on  suppose 
A'<n,  ces  équations  admettent  une  infinité  de  solutions 
différentes  de  zéro  {$  107)  et  (n  —  h')  variables  peuvent  être 
choisies  arbitrairement.  Ces  solutions  transportées  dans  les 
identités  (5)  donnent  les  résultats  suivants  : 

(.>^ 

Il  va  sans  dire  que  P|  désigne  ce  que  devient  P, ,  quand  on 

remplace  les  variables  par  la  solution  particulière  proposée  ; 
et  ainsi  des  autres.  Ces  égalités  peuvent  avoir  lieu  dans  deux 
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hypothèses  que  nous  allons  successivement  examiner. 
Supposons  d*abord  que  Ton  ait 

(7)     p;zzo,PJ  =  o,...p;-o; 

dans  ce  cas  on  peut  dire  que  les  équations  linéaires  et  homo- 
gènes 

P,  —  o,  P,  =  0, ...  V^—o 

admettent  une  infinité  de  solutions,  n  —  A' variables  étant 
arbitraires  et  comme  Ton  aw  —  A'>n— -A  nous  avons  vu 
(§112  )  que  les  formes  P,,  P„  ...  P^^  n'étaient  pas  indépen- 
dantes. Cette  conclusion  est  contraire  à  Thypothèse. 

Supposons  maintenant  que  les  équations  (7)  ne  soient  pas 
toutes  vérifiées  et  considérons  le  système  suivant 


e.aîX, 


e^afX/i  =:  o 


e,aiX, -f-.-.-heAaX^^- 
Ces  équations  admettent  une  solution  différente  de  zéro, 
savoir 

X,  m  r j,  . . .  Xyr,  3r  P^^. 

Dans  le  tableau  formé  avec  les  coefficients  des  inconnues, 


^1  ...  Ê/e* 


ttà       •  •  •     vVj 


a\  ...  a* 

n  n 


(w>A) 


les  déterminants  d^ordre  h  sont  tous  égaux  à  zéro.  Nous  avoDS 
vu  (§  1 1 2  )  qu'il  y  avait  alors  une  relation  linéaire  entre  les 
formes  P,,P„...  P;^. 

Ainsi,  dans  Tun  comme  dans  l'autre  des  deux  cas  qae 
nous  avons  successivement  examinés,  on  arrive  à  cette  con- 
clusion que  les  formes  P  doivent  être  indépendantes  ;  concla- 
sion  qui  est  en  contradiction  avec  Phypothèse. 
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ne.  Lorsqu'tme  forme  quadratique  U„  est 
décomposée  en  carrés,  diaprés  Videntité 

(i)     U„=:£,PÎ4-8,P|-f-...-hSAP^ 

si  les  fonctions  F  ne  sont  pas  indépendantes  y  la  forme  trouvée 
n'esi  pas  irréductible  et  Von  peut  décomposer  U„  en  une  somme 

de  carrés,  dont  h  nombre  est  moindre  que  h» 
Puisqu'il  y  a  dépendance  entre  les  fonctions  P,  on  a 

A,p, + A,p,  -h ...  -h  y^h^f, = o, 

les  coefficients  "k,  n^étant  pas  tous  nuls.  Supposons,  par 
exemple,  a^  différent  de  zéro  :  on  tire  de  l'identité  précédente 

P  -=-_?lp       -.^*p 
et  l'identité  (i)  devient 

Cette  formule  prouve  que  Ton  peut  considérer  U„  comme 

une  forme  quadratique  des  lettres  P,,  P„  •  .P^_|.  On  pourra 

donc  (§  342),  décomposer  U„,  par  rapport  aux  lettres  P,  en 

une  somme  de  (A  —  i)  carrés,  tout  au  plus.  Cette  décompo- 
sition étant  effectuée,  on  pourra  remplacer  P„  P„  ...  V^_^  par 

leurs  expressions  en  fonction  des  lettres  a;,,  a;,, ...  a;„  et  Ton 

obtiendra  finalement  pour  U„  une  décomposition  en  carrés 

dont  le  nombre  est  égal,  ou  inférieur  à  (A  —  i).  La  forme  (i) 
n*est  donc  pas  irréductible. 

S4G.  Théorème*  La  méthode  par  réduction  conduit  à  une 
forme  irréductible. 
En  effet,  dans  le  cas  où  la  forme  possède  les  carrés  de  cer- 
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laines  variables,  celui  de  a)^  par  exemple,  la  première  foiw- 
lion  P|  renferme  Xt  et  aucune  des  autres  fonctions  P  ne  contieiit 
cette  lettre. 

Ainsi  P|  est  indépendante  des  autres  fonctions  P. 

Si  au  contraire  aucune  lettre  n^entre  au  carré  dans  la  forme 
donnée,  les  deux  premières  fonctions  P  renferment,  l'une  el 
Tautre,  les  lettres  a7«  et  oc^  ;  les  autres  fonctions  P  ne  contien- 
nent, au  contraire,  ni  a:^,  ni  x^.  Je  dis  qu'il  n'y  a  pas  de  dé- 
pendance entre  les  fonctions  P. 

En  eflfet  d'après  Tidenlilé  (3),  (g  342),  on  a 

et 

P.irB(a:,-x.)+^^. 

S'il  existait  une  dépendance  entre  les  fonctions  P,  on  aurait 

>mPi-I-^,P,  +  ...=:o. 

En  égalant  alors  à  zéro  les  coefficients  des  variables  x,  el' 
jî„  on  trouverait 

B  (A,  -h  X,)  -zi  o 
B  (X,  ~  X,)  -  o 

ou 

2BX,  =  0 

et 

•iBX,  :ii  o  ; 

mais  B  n*est  pas  nul,  on  a  donc 

X,  ir  o    et    X,  zz  ». 

Ainsi  s'il  y  a  une  dépendance  entre  les  fonctions  P,  elle  ne 
peut  exister  que  pour  les  fonctions  P,, . . .  P^^. 
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En  poursuivant  ce  raisonnement  on  reconnaît  qu^il  ne  peut 
^  avoir  de  dépendance  entre  les  formes  linéaires  et  homogènes 
qui  sont  fournies  par  la  méthode  de  réduction  ;  cette  méthode 
conduit  donc,  avec  certitude,  à  une  forme  irréductible. 

3^9.  Méthode  par  ^groupements.  Lorsqu'on  donne 
une  forme  quadratique  on  peut  souvent,  en  groupant  conve- 
nablement les  termes,  apercevoir  une  décomposition  de  cette 
forme  en  carrés. 

Par  exemple,  la  forme  U 

U  =  aar*  -f  ay*  -h  aï*  —  '>.yz  —  o.zx  —  «ory, 
peut  s'écrire  ainsi  : 

Il  importe  de  remarquer  que  celle  manière  d'opérer  la  dé- 
composition de  la  forme  quadratique  peut  conduire  à  une  forme 
irréductible  ;  mais  qu'elle  peut  aussi,  dans  d'autres  cas,  donner 
une  forme  réductible. 

Ainsi  dans  l'exemple  précédent  la  forme  trouvée  est  réduc- 
tible puisque  la  somme  des  trois  fonctions  linéaires  est  iden- 
tiquement nulle. 

Prenons  maintenant  la  forme  quadratique  V. 

V  s:  3iP*  -f-  %*  -(-  '^7^  —  ixy  —  ^xxz  —  lyz. 

La  mélliode  par  réduction  conduit  au  résultat  suivant 

V  =:^  <^x  —  y  -  ^;  -h  -  Lv  — ^  j  -h  a.*  ; 

le  second  membre  est  une  forme  irréductible  (g  346)  et,  par 
conséquent,  la  décomposition  de  V  ne  peut  pas  être  faite  avec 
uunombre  de  carrés  moindre  que  3. 

D'autre  part,  la  méthode  par  groupements  permet  d'écrire 
^,  sous  la  forme 

\:s.(x-\-y^zf'\'{y-\'Z  —  x)'^{z-\-x  —  y)\ 
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Le  second  membre  représente  encore  une  forme  irréductible, 
puisqu'il  ne  renferme  que  3  carrés. 

a^ftS.  Théorème.  Pour  qu'une  forme  quadratique  de  % 
variables  puisse  ^tre  décomposée  en  carrés  dont  le  nombre  soU 
inférieur  à  n,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  le  di^criminmA 
de  la  forme  soit  nul. 

On  appelle  discriminant  d*une  forme  quadratique  U^»  le  dé- 
terminant de  n  équations  linéaires  et  homogènes  obtenoes 
en  égalant  à  zéro  les  dérivées  partielles  de  cette  forme  par 
rapport  aux  lettres  a?,,  a;,,  ...  x^.  Nous  désignerons  ce  discri- 
minant par  A„. 

1**  Si  U^  est  décomposable  en  une  somme  de  carrés^  dont  k 

nombre  est  moindre  que  n,  on  a  A„  =:  o. 
Supposons,  en  effet,  que  Ton  ait 

(i)     U„s--,PÎ  +  ...H-£APt   {h<n). 

Conservons  les  notations  employées  plus  haut  (§  344),  ^t 
représentons  par  U*  la  dérivée  de  U„  par  rapport  à  x^*  En 
prenant  les  dérivées  des  deux  membres  de  Tidentité  (i),  sa^ 
cessivement  par  rapport  aux  variables,  nous  obtenons,  les 
identités  suivantes  : 


(') 


;Uj=e,«lP,  +  ...  +  s/iaÎP,, 


-i];;=:6,alP,-h...-h6A««P/r 


D'ailleurs  les  équations 

P,  =0,  ...P,,  =  o; 

constituent  un  système  d'équations  linéaires  et  homogènes  : 
le  nombre  des  inconnues  étant  supérieur  à  celui  des  équalions, 
un  pareil  système  admet  une  infinité  de  solutions  différentes 
de  zéro(§  107). 
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ItDagiuons  Tune  de  ces  solutions  ;  les  iderililés(2)  prouvent 
que  celte  solution  vérifie  les  équations 

(3)     U,l=ro...  u;;=zo; 

le  déterminant  de  ces  équations,  c'est-à-dire  le  discriminant 
de  la  forme,  est  donc  nul. 
2*  Si  Von  a  A„  —  o,  Id  forme  U^^  est  décomposable  en  une 

somme  de  carrés,  dont  le  nombre  est  inférieur  à  n. 
Nous  savons  déjà  que  U„  peut  être  décomposé  en  une  somme 

de  carrés  dont  le  nombre  est  tout  au  plus  égal  à  n.  On  peut 
donc  poser 

et  nous  allons  montrer  qu*il  exisle  nécessairement  une  dépen- 
dance entre  les  fonctions  P. 

Prenons,  comme  tout  à  Theure,  les  dérivées  partielles  des 
deux  membres^  on  a 


;5ui=:3,alP,-h...4-sXP« 


Puisque  le  déterminant  A„  des  équations  (3)  est  nul,  on  peut 
trouver  des  quantités  X,, ...  X„,  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles, 
et  qui  vérifient  Tidentité 


.  On  a  donc 


en  posant 


(4)      A,Ui  +  .--H>^«Un-0. 


(5)     j^.,p,  4-...-f.;x„P„s:o 


[X^  ZZ  ^Sfl\\  +  ...  -h  a,lA„) 
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Si  les  nombres  [l  ne  sont  pas  tous  nuls  la  relation  (5)  pronre 
qu'il  y  a  dépendance  entre  les  fonctions?;  si,  au  contraire, ki 
coefBcients  \l  sont  tous  nuls  on  a 


rtjx,  -f  . . -h  tf ,lx„  zi  o 


a'/x,  +  ...  +fl;;x,,  izo. 


Ces  relations  ayant  lieu  pour  des  valeurs  des  coefficients  l 
qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  on  peut  écrire 


a»  ...  a 


n 


H  « 

(X\      •  •  •     Ci|| 


o. 


Le  déterminant  des  formes  linéaires,  homogènes,  I*  étant 
nul,  ces  fonctions  ne  sont  pas  indépendantes. 

Ainsi  il  y  a  certainement  dans  Thypothèse  A^  =  o,  une 
dépendance  entre  les  fonctions  P„  ...  P^;  par  suite  la  forme 
trouvée  est  réductible  (§345). 

84tO.  Théorème.  Si  V on  désigne  par  f(x^y  jr„  ...  xj,  tmf 

forme  quadratique  à  n  variables^  on  a 
Posons  en  effet 


On  en  déduit,  successivement, 


t/x,  =  A,,T,  -MB,.. x,-h . . .  -{'  B,,„a:„) 


-Aa  =  K^t  -+-  (  B, ,  .a:,  H-. .  .-hBa,„x,J 


-ra^^^rP^n  H"  «  B^^J^rf--  •  •+  B„.,,„r„.,  j' 
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Multiplions  ces  identités  respectivement  par  X,,  X„  '..X^  : 
le  coeflScient  de  x^  dans  le  second  membre  est  égal  à 

A,X,  4-B,,4X,  -|-  ...  +  Bj„X„ 


c'est-à-dire  égal  à  -  /^  .  Cette  remarque  s'appliquant  à  toutes 
les  variables  on  a  donc  l'identité 


x,/;^-i-x,r.^-4-...H-x^^^  ^^/i^^hxJl 


^nfx^; 


identité  que  nous  nous  proposions  d'établir. 

350.  Théorème.  Le  discriminant   est  un  déterminant 
syméirique. 
En  effet  le  déterminant  A,  des  équations 


l    ^r 


2 


1   ^r 


est 


B,  2  Aj     Bj  3  ..  Bj  „ 

^1,3  ^2,3  ^3       •••  "3,  n 
*^i.«^2,n^3,n     •■  ^^n 

Ce  déterminant,  qu'on  appelle  aussi^  quelquefois»  le  Hessien 
de  la  forme  quadratique,  peut  encore  s'écrire  de  la  manière 
suivante 


r" 


^H 


On  a  en  effet 
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3&1.  Théorème.  Pour  qu'aune  forme  quadratique,  de  n 
variables,  soit  décomposabh  en  une  somme  de  h  carrés  indi- 
pendants,  h  étant  plus  petit  que  n,  il  est  nécessaire  que,  dans 
le  discriminant  de  la  forme  i*  tous  les  mi7ieurs  d^ ordre  (A+i) 
soient  nuls;  79  qu'un  mineur,  d'ordre  h  soit  différent  de  zéro. 
Cette  condition  est  d*ailleurs  suffisante. 

Soit  U  la  forme  qaadratiqae  proposée, 

(i)    U=:A,a;J-4-...H-A„(r^4-2B,  2a;,a;,  +  ...  +  2B,.,„a:^_^x.. 
Supposons  que  Ton  ait 

(2)     U=:£,Pj4-£.P^-h...  +  c,,P^, 

A  étant  plus  petit  que  ?i.  Des  identités  précédentes  on  déduit 
la  suivante 

S|P'-+-  ^Pî  +  ...  +  hH:^A,x\  +  ...  -\-  •iB^.tB^a^^ja?,. 

Prenons  successivement  les  dérivées  des  deux  membres 
par  rapport  aux  lettres  x^,  a;,,  ...  x^.  Les  notations,  usitées 
plus  haut  (§  344),  étant  conservées,  on  a 

MÎP,  +  ...  +  s^atPA  =  ^^i+  --^B,  „a:„ 

£,aiP, -+- ... -4- s^aJP,  =  B,  „a?. -h  .  .  4- A„a;,. 
Le  discriminant  A,  de  la  forme  proposée,  est 


.    (A) 


An: 


A, ...  B,  ,^ 


Si  Ton  considère  les  équations 


(3)    P,  iro,   ..P^^o; 
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elles  admettent  une  infinité  de  solutions,  (m  — /i)  variables 
étant  arbitraires.  En  transportant  ces  solutions  dans  les  iden- 
tités (A),  on  voit  que  les  équations 

admettent  une  infinité  de  solutions,  («  —  h)  variables  étant  ar- 
bitraires. On  sait  que,  dans  ce  cas,  (S  *07)  tous  les  déterminants 
(1  ordre  (h  -h- 1),  de  A,  sont  nuls. 

le  dis  maintenant  qu'il  y  a  au  moins  un  mineur,  d'ordre  h, 
différent  de  zéro.  En  effet  si  tous  les  mineurs  d'ordre  ?i  étaient 
nuls  dans  A,  les  équations  (4)  seraient  vérifiées  par  des  va- 
leurs des  variables,  (n^h  —  i)  d'entre  elles  étant  arbitraires. 
Par  suite  les  équations 


sa!,P,-h...  +  £AaiP/.z=u 

admettraient  une  infinité  de  solutions,  n  —  h—i  variables 
étant  arbitraires. 

Dans  ces  conditions,  on  reconnait,  par  le  raisonnement  que 
nous  avons  donné  plus  haut  (g  344),  qu'il  y  a  dépendance  li- 
néaire entre  les  fonctions  F,  conclusion  qui  est  contradictoire 
avec  Vhypothèse  que  nous  avons  faite. 

Réciproquement^  si  tous  les  mineurs  (Tordre  (^  -h  i)  du 
discriminant  sont  nuls,  mais  non  tous  les  mineurs  d'ordre  h, 
la  forme  est  décomposable  en  une  somme  de  h  carrés  indé- 
pe)ulants. 

En  effet,  la  forme  proposée  est  décomposable  en  une  somme 
de  carrés  indépendants,  notamment  par  la  méthode  de  réduc- 
tion. Soit  H  le  nombre  de  carrés  ainsi  obtenus.  D'après  la 
proposition  directe  que  nous  venons  d'établir  : 

1"  Tous  les  déterminants  mineurs  d'ordre  (H-f-i)  sont 
nuls; 

2"  11  y  a  au  moins  un  déterminant  d'ordre  H  qui  n'est  pas 
nul. 

2J 
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Poisqae^  d*aatre  part^  tous  les  miaeurs  d'ordre  (h  +  i)soQt 
nuls  et  qu'ua  mineur  d'ordre  H  est  difféi-ent  de  zéro^  on  a 

(i)    H<A-hi. 

D'ailleurs,  tous  les  mineurs  d'ordre  (M+  i)  sont  nuls;  et  un 
certain  mineur  d'ordre  h  est  dififérent  de  zéro,  on  a  donc 

(2)    A<H-hi. 

Les  inégalités  (1)  et  (a)  ne  peuvent  être  vérifiées  par  des 
valeurs  entières  de  A  et  de  H  qu'en  supposant  A  =  H. 

Cette  démonstration  établit,  en  même  temps,  le  corollaire 
suivant  : 

8&9,  €?orollaire.  Si  une  forme  quadrcUique  esi  décom- 
posée en  carrés  indépendants,  de  dexLX  façons  différentes^  te 
nombre  de  ces  carrés  est  le  même,  dans  Vutie  et  dans  Tautrt 
de  ces  deux  décompositions. 

On  peut  aller  plus  loin  dans  cette  étude  des  propriétés  des 
formes  quadratiques  et  montrer,  notamment,  que  dans  deux 
décompositions  en  carrés  indépendants ,  les  nombres  des 
carrés  précédés  du  signe  +,  et  celui  des  carrés  précédés  du 
signe  — ,  sont  les  mêmes.  C'est  la  loi  d'inertie  des  signes,  loi 
due  à  M.  Sylvester.  Nous  donnons  la  démonstration  de  ce 
théorème,  dans  une  note  placée  à  la  fin  de  ce  livre. 

8&3.  Conditioiis  pour  qa'on  polynénie  homogèM 
et  do  second  dem^ré^  A  trois  irariables^  soit  un  carré 
parfait. 

Soit  f(Xy  y^  z)  la  forme  quadratique  à  trois  variables, 
fij^j  y  y  ^)  =  Aa?'  -f-  A'y*  -f-  AV  -h  aBya;  -h  aB'-za?  -f-  iffxy. 
On  en  déduit 


2  -^ 


2  " 
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Le  discriminant  de  la  forme  est  donc  égal  à  A 


A- 


A    B"    B' 
B"   A'    B 

B'    B    A" 


Pour  que  f  (x^  y,  z)  soit  un  carré  parfoit,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  ce  dé- 
terminant soient  nuls. 

Ces  conditions  sont  surabotidantesy  et  rentrent  les  unes 
dans  les  autres.  Nous  avons,  en  effet,  précédemment  re- 
connu (§  74),  qu^en  supposant  A  ;zf  o,  si  les  conditions 


A    B" 
B"  A' 


zz  0 


A    B' 
B"  B 


rz  o 


A    B' 

B'  A'' 


z:  o 


étaient  vérifiées,  f{Xy  y,  z)  était  un  carré  parfait. 


EXERCICES 

i .  Héduire  à  une  forme  plus  simple  V expression  U, 

U  s:  {nbcx  —  acy  —  abz)*  +  (acay  —  baz  —  bcx)* 
+  {2abz  —  cbx  —  cay)\ 

t.  Démontrer,  à  priori^  que  le  discriminant  de  la  forme  U, 


n 


(a;-hy-f-2)'-+-(a?+2y-f-22)*-h...  +  (a?H-ny-l-»2)*| 


«<  nul.  Vérifier  que  U  eU  en  effet  la  somme  de  deux  carrés, 
Od  trouve 


U=: 


9.  On  considère  la  forme  quadratique  U, 

\::s(x-h2y-h^zy+{2x-h^y-hizy-h,  +[nx+{n-hi)y'\-{n-h'i)z]* 
n{n  —  t) 


2  [2)1  -h  i) 


(y  +  a^y  ; 
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démontrer  que\}e6t  un  can^ parfait. 
On  peut  résoudre  cet  exercice  en  posant 

M^  z=  >i  (a;  4-  y  -4-  5)  -h  (y  -H  2  j  ) . 

4.  Démontrer  que  la  condiiion  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  formx 
Cfiiadratigue  à  trois  vanables  se  décompose  en  un  produit  de  deux  faciewn, 
est  que  le  discriminant  soit  nul. 

On  peut  appliquer  lUdcntitr 


uv  =  (£±I)--(!Lrïy 


et  s'uppuyer  ensuite  sur  les  principes  expos  *s  dans  celte  lerou  (g  \\X\. 
On  pont  aussi  partir  de  Tidentili'' 

on  posant 

U  s:  xc  +  &y  4-  V- 

et  l'on  considère  les  dérivées  partielles jmr  rapporta;];,  y  et  z. 
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THÉORÈME    DE    D'ALEMBERT. 


Nous  nous  proposons  d'abord^  au  début  de  la  théorie  des 
équations,  d'établir  que  toute  équation  à  coefficients  réels,  ou 
imaginaires,  de  la  forme  rn  -f-  ni,  admet  une  racine  a  4-  ^t\  La 
démonstration  que  nous  allons  donner  de  ce  théorème  est 
due  à  M  Walecki  ('). 

854.  Principe.  Pour  démontrer  qtCune  équation  du  de- 
gré p^  à  coefficients  imaginaires,  admet  une  racine  a-f-?/,  il 
suffit  de  reconnaitre  qu'une  équation  à  coefficients  réels  du 
degré  ip,  admet  une  racine  de  cette  forme. 

^oWfipc)  rzo,  réquation  proposée.  Par  un  groupement  con- 
venable on  peut  toujours  récrire  sous  la  forme, 

(i)     U-f.V?=:o, 

U  et  V  désignant  deux  polynômes  entiers  en  a?,  h  coefficients 
réels,  dont  l'un,  au  moins,  est  du  degré  p. 


1.  Démonstralion  dun  théorème  fondnm&ntal  de  la  thtiorie  des  équations 
algébriques,  par  M.  Walecki,  (Comptos  rendus  des  séance»  de  l'Académie 
(les  Sciences,  19  mars  1883.) 
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Considérons  en  effet  les  équations, 


2 


—  2/    4-C;„y       /-f-...C„,/    —  o 


.9 


^/_+/)  -Cv-O  :^cLy"-+c^"'-V4-  ■■+C-'yr-rr... 

Si,  entre  ces  deux  équations  nous  éliminons  tj  le  résultant 
est  précisément  0  (y).  Ces  équations  étant  d'ailleurs  homo- 
gènes en  y  et  ^,  6  {y)  est  une  expression  ne  renfermant  qu'un 
seul  terme  en  p.  D'autre  part  le  terme  diagonal  de  6  (y)  est 

ou 

OU  encore 

Ainsi  0  {y)  est  du  degré  p  {2p  —  i),  et  Ton  peut  poser 

0(y)=nyP-''-'\ 

Il  reste  à  vérifier  que  le  coefficient  numérique  H,  est  diffé- 
rent de  zéro.  On  a  en  effet 

el  si  Ton  supposait  H  zz  o,  les  deux  équations 

•  0 

2t 

auraient  une  racine  commune  t\  Ce  nombre  t'  serait  donc 
aussi  une  racine  commune  aux  deux  équations 
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OU  aux  équations 

ce  qui  est  visiblement  impossible. 

S&O.  Théorème  de  d'Alemberé.    Toute  équation  .algé- 
brique a  une  racine. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  dans  la  démonstration  qui  suit, 
selon  que  le  degré  de  l'équation  proposée  est  pair,  ou  impair. 

Premier  eas.  Le  degré  jx  de  V équation  proposée  F  {x)  r:  «, 
est  un  nombre  impair. 

Si  les  coefficients  du  polynôme  F  (x)  sont  réels,  le  théorème 
qui  nous  occupe  est  évident  ;  nous  en  donnons  plus  loin  la 
raison  (§366). 
Supposons  donc  qu'ils  soient  imaginaires  et  soit 

F  (ir)  =  U -f- V/. 
Posons 

En  conservant  la  notation  adoptée  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent, on  a 

r{x)=f,(:.^)-\-zf,{z^). 

/i  (2*)  et  /,  {z*)  sont  des  polynômes  qui  ne  peuvent  pas  être, 
simultanément,  identiquement  nuls.  Si  Tun  d'eux  est  identi- 
quement nul,  ce  sera  /",  {z^)y  puisque  f^  (2')  a  pour  premier 

terme  koz'^\  Aoo?  **  désignant  le  premier  terme  de  f{x). 

Supposons  donc  d'abord  /*,  (2*)=:  o.  L'équation  f^{z*)  —  0  est 
du  degré  jx  enX,  après  avoir  posé  s*—  X  ;  comme  jx  est  impair, 
réquation  /*,  (XI  —  o  admet  au  moins  une  racine  et  l'on  peut 
écrire 

A  (X)  =  (X  -  Xo)  A  (X). 

X—  X^,  est  donc  un  diviseur,  du  second  degré  en  x,  du  poly- 
nôme f{x)  ;  et  le  théorème  de  d'Alembert  se  trouve  vérifié 
dans  ce  cas  particulier. 
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Admettons  maintenant  que  /.(V)  ne  soit  pas  identiquement 
nul.  L^équation  R  (x/)  =  o  est  du  degré  p  (ap  —  i)  ;  ce  nombre 
étant  impair,  elle  admet  donc  une  racine.  Les  polynômes 
/,  et  /*,  ont,  alors,  un  diviseur  commun  et  f{x)  est  décompo- 
sable  en  un  produit  de  deux  facteurs  U^,  V|.  Si  Tundeees 
facteurs  est  de  degré  impair,  il  admet  un  diviseur  réel  du 
premier  degré  et  f{x)  a,  par  suite,  une  racine  réelle. 

Supposons,  au  contraire,  que  U  et  V  soient  Tun  et  Fautre 
de  degrés  pairs  :  soit  ag  le  degré  de  U,,  2g'  celui  de  V,  ;  je 
dis  que  Tun  des  nombres,  q  ou  q'y  est  impair.  On  a  en  effet, 

9.p  =  agr  +  2^', 
ou 

p  étant  impair,  l'un  des  nombres  g,  ou  q\  est  nécessairement 
impair.  Supposons,  d'après  cela,  que  le  facteur  U,  soit  du 
degré  2^,  q  étant  impair  et  inférieur  à  p.  En  raisonnant  sur 
U,,  comme  nous  l'avons  fait  sur  f{x)y  on  fera  voir  que  U^, 
par  conséquent  f{x\  admet  un  diviseur  réel  du  premier  ou 
du  second  degré  ;  ou,  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  qu'il  a  du  moins 
un  diviseur  U.,  qui. est  réel,  et  d'un  degré  2r,  r  étant  un 
nombre  impair  et  inférieur  à  g. 

Ce  dernier  cas,  celui  où  le  diviseur  n'est  ni  du  premier,  ni 
du  second  degré,  ne  peut  d'ailleurs  se  présenter  indéfiniment, 
les  degrés  des  polynômes  U*,  U„  ...  allant  en  décroissant.  Il 
y  a  donc,  en  résumé,  un  diviseur  de  la  forme  (x  —  a  —  gî),  au 
poljmôme  U  -4-  V/,  lorsque  celui-ci  est  d'un  degré  impair. 

Deuxième  eas  (*).  Le  degré  p.,  de  Véqrmtion  f{x)zzQ  eM 
un  nombre  pair. 
Considérons  maintenant  une  équation,  à  coefficients  réels, 

ou  imaginaires,  et  dont  le  degré  ^  soit  égal  à  2^/7,  p  étant  un 
nombre  impair. 


1 .  Cette  deraière  partie  est  extraite,  textuellement,  des  Comptes  rendus 
[Loc.  cit.) 
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Pour  abréger,  je  dirai  que  le  nombre  m  est  de  parité  i,  et  je 
vais  démontrer  que,  si  le  théorème  est  établi  pour  toutes  les 
équations  dont  le  degré  est  de  parité  inférieure  à  iy  il  est  en- 
core vrai  pour  une  équation  de  parité  i  ;  il  sera,  par  suite, 
établi  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'il  est  vrai  pour  la  pa- 
rité zéro. 

Soit  f{x)  le  premier  nombre  de  l'équation  ;  posons, 

Le  résultant  de  9  et  de  tj  est  de  degré  ^^^'^  *^iz2'~*p(2'p  - 1  ) 

par  rapport  à  ^  ;  il  est  donc  de  la  parité  («  —  1)  et,  par  suite, 
s'annule  pour  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  y.  En 
remarquant  que  ?  est  de  parité  {i —  1),  on  prouvera,  comme 
plus  haut,  que  f{x)  admet  un  diviseur  du  premier  ou  du 
second  degré  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  ou  un 
diviseur  U,  de  parité  e,  mais  de  degré  inférieur  à  celui  de  fix)  ; 
on  prouvera  également  que  U,  admet  un  diviseur  du  premier 
ou  du  second  degré,  ou  un  diviseur  U,  de  parité  i  et  d'un 
degré  inférieure  celui  de  U,.  En  continuant  ces  opérations, 
il  est  clair,  puisque  le  dernier  cas  ne  peut  se  présenter  indéfini- 
ment, que  l'on  déterminera  un  diviseur  de  f  (x)  du  premier  ou 
du  second  degré,  et,  comme  l'on  sait  qu'une  équation  du  second 
degré  à  coefficients  imaginaires  est  décomposable  en  facteurs 
du  premier  degré,  la  proposition  énoncée  est  entièrement  dé- 
montrée- 

3&9.  Théorème.  Une  équation  entière  du  degré  m  admet 
toujours  m  racines  de  la  forme  (a  4-  &i)  ;  mais  elle  ne  peut  en 
(ulmettre  davantage  sans  être  identiquement  nulle. 

Le  théorème  de  d'Alembert  prouve  que  l'équation  f{x):=o 
admet  au  moins  une  racine  a^  +  b^i.  On  a  donc  {$  i45) 

/•  (x)  =:  (a:  —  a,  —  b^i)  /;  (x). 

fi  (x)  désignant  un  polynôme  dont  le  premier  terme  est 
Aco?"*'*.  Considérons  maintenant  l'équation 

fi  {x)  —  c)  ; 


396  VINGT-SEPTIÈME  LEÇON 

elle  aussi,  d'après  le  théorème  de  d*Aleinbert^  admet  une  ra- 
cine (a,  H-  ft,i)  et  Ton  peut  poser 

fi  (^)  =  (a;  —  fl',  -  b^i)f^  {x)  ; 

et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  ridentîtô 

/•^_j  [x)  =  A«a;  -4-  r  4-  di. 

Celte  identité  peut  s'écrire: 

A,-i  (^)  =  Ao  (a:  —  fl,„  -  ^>„,î) 
en  posant,  # 


Cette  égalité  donne  pour  a^^  et  6J  des  valeurs  finies  e!  bien 
déterminées,  savoir 


cHo  -\-  dbo             ,         (fOo  —  cbo 
—  a    zz — h    —  

^0  -^  ^0  ^0  +  ^0 

en  supposant 

Aq  =:^  ffo  +  ibo* 
On  déduit,  do  ces  identités  successives, 
(A)    f(x)  =:  Ao (0?  —  a,  —  i>,i) (a?  —  a,  —  6,?:) ...  (j;  —  a^-ô^i). 

On  voit  ainsi  quef(x)  iz  »,  a  m  racines 

D'ailleurs,  elle  ne  peut  en  admettre  davantage.  En  effet, soil 
a  4-  gi  une  racine  différente  de  celles-ci  ;  le  premier  membre 
de  ridentité  (A)  étant  nul  et  tous  les  facteurs 

a:  —  a,  —  b^iy    x  -  a^  —  b^i,  ,,.  x  —  a^^  —  bj^ 

étant  différents  do  zéro,  quand  on  remplace  x  para-l-?Ml 
faut  supposer  Ao  =  o.  Ainsi,  le  premier  coefficient  d'une équa- 
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tioû  du  degré  m  qui  admet  plus  de  m  racines  est  nul  :  appli- 
quons cette  remarque  successivement  aux  équations 


Aoa;"*-f-...-f-A,„  =  o 


Nous  voyons  que  tous  les  coefficients  A  sont  nuls  ;  l'équation 
proposée  est  donc  identiquement  nulle. 

8&8.  Oé^finition  des  racines  ég^ales.  L'identité  (A)  que 
nous  venons  d'établir  n'a  pas  toujours  lieu  avec  des  facteurs 
binômes  différents  ;  certains  d'entre  eux  peuvent  être  iden- 
tiques et  s'il  arrive  que  la  décomposition  de  f{x)  en  facteurs 
binômes  linéaires  fasse  a'pparaîtrejo  fois,  mais  non  (p+Ofois, 
le  facteur  {x  —  a  —  bi)^  nous  dirons  que  la  racine  [a  -f-  hi)  est 
de  multiplicité  p,  dans  l'équation  donnée.  C'est  en  adoptant 
ce  langage  que  l'on  peut  dire  qu'une  équation  du  degré  m 
admet  toujours  m  racines,  et  cet  énoncé  sous-entend  que  cer- 
taines de  ces  racines  peuvent  être  égales. 

Si  nous  désignons  par  P,  le  produit  des  facteurs  binômes 
qui  correspondent  aux  racines  simples  ;  par  P,  celui  des  fac- 
\euTs  qui  correspondent  aux  racines  doubles,  chacune  d'elles 
n'étant  prise  qu'une  fois,  etc.;  on  a,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  voir, 

(1)    /•(a;)-AoP.(P.)nP,y...(P,)\ 

<I50.  Théorème.  La  fonction  f(x)  n'esldécomposable  que 
fl'um  seule  façon  en  facteurs  linéaires, 
Posons  en  effet 

(a)    /^(a;)=:BoQ,(Q.r-.. 
Les  identités  (i)  et  (a)  donnent 

(3)    AoPi(P,r...=:BoQ,(0,r... 
Dans  le  premier  membre  on  a  le  terme  Ao^"*  ;  on  doit  donc 
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retrouver  ce  terme  dans  le  secondmembre,etcecî  prouve  :  l'qae 
Ton  a  le  même  nombre  de  facteurs  à  droite  et  à  gaucbe; 
2°  que  Ao  =:  Bo. 

Considérons  maintenant  un  facteur  de  P, ,  par  exemple 
x  —  a  —  bi.  Le  premier  membre  s'annule  pour xrza-hbi; 
le  second  membre  admet  donc  le  facteur  x  —  a  —  bi.  On  voit 
que  ce  fecleur  appartient  à  Qi ,  parce  que  s'il  appartenait  à  % 
il  serait  facteur  double  de  f{x)^  ce  que  nous  ne  supposons  pas. 
En  poursuivant  ce  raisonnement  on  trouve  successivement 
P^=:Q„P,sQ„  etc..  Les  deux  décompositions  sont  donc 
identiques. 

Nous  signalerons  encore  quelques  conséquences  impor- 
tantes du  théorème  de  d'Alembert. 

3BO.  Théorème.  Si  f{x)  zz  o  désigne  une  équation,  à  coef- 
ficients réels,  elle  admet  le  même  nombre  de  fois  la  racine 
(a  -f-  bi)j  et  la  racine  conjtcguée  (a  —  bi). 

En  remplaçant  x  par  a-hbi,  dans  f(x)f  on  a 

f{a-hbi)zz¥—Qi. 

et  aussi,  comme  nous  Pavons  montré  précédemment  (g  i3i} 

f(a^bi)-V^Qi, 

Si  Ton  suppose  f(a-hbi)  —  o,  on  a  P  r-  o  et  Q  m  o;  et,  par 
suite 

f{a  —  bi)zzo. 
On  a  donc 

f(x)  =:  (ic  —  a  —  bi)  {x  —  a-h  bi)  ©  {x) 

ç  (x)  étant  une  fonction  entière.  On  peut  remarquer  que  les 
coefficients  de  9  (x)  sont  réels.  En  effet,  l'identité  précédente 
peut  s'écrire 

f{x):^[{x---â)*-i^b']o(x); 
le  polynôme  ©  {x)  est  donc  le  quotient  de  f{x),  polynôme  qui, 
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par  bypolhèse^  n'a  que  des  coefficients  réels,  par  le  trinôme 
du  second  degré  {x  —  a)*  +  b*  ;  cette  remarque  prouve  que 
o(x)  est  bien  un  polynôme  à  coefficients  réels.  En  raisonnant 
.  sur  ?(a;),  comme  nous  Pavons  fiait  sur/*(a?),  et  ainsi  de  suite, 
on  aboutit  à  la  propriété  énoncée. 

3B1.  Xhéoréme.  Une  fonction  entièi^e  f{x)y  à  coefficients 
réels,  est  loujours  décomposable,  identiquement,  en  facteurs 
réels  du  premier  y  ou  du  second  degré. 

Cette  propriété  est  la  conséquence  évidente  de  ce  qui  pré- 
cède- 

Soil  f[x)  n  0  réquation  proposée  et  soit  P  Je  produit  des 
facteurs  binômes  linéaires  qui  correspondent  aux  racines 
réelles.  On  a  donc 

f(x):^V.o(x) 

i  équation  9  (j?)  =:  o  a  tous  ces  coefficients  réels  et  n'a  que  des 
racines  imaginaires.  Nous  avons  montré,  au  paragraphe  pré- 
cédent, que  9  {x)  était  décomposable  en  facteurs  réels  du  se- 
cond degré  ;  finalement  on  peut  donc  dire  que  f{x)  est  décom- 
posable en  facteurs  réels  du  premier,  ou  du  second  degré. 

361S.  Théorème.  Si  deux  équations  f{x)-=io,  <p(a:)  =0 
admettent  les  mêmes  racines,  et  chacune  de  celles-ci  avec  le 
tnéme  degré  de  multiplicité,  on  a 

f{x)  =:  \o  [x)  ; 

X  désignant  un  coefficient  indépendant  de  x,  qui  n'est  ni  nul, 
ni  infini. 
Od  a  en  effet,  comme  nous  l'avons  fait  voir  tout  à  Theure, 

/•(aî)  =  AoP,(P,)V..(PA)* 
et,  d'après  l'hypothèse 

ç(ir)  =  BoP,(P.r...(PAf. 

On  tire  de  là 

Bof(x):^\o^{x)y 
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OU  bien 


en  posant 


A 


o 


'-B./ 


X  désignant  une  quantité  qui  n'est  ni  nulle,  ni  infinie. 

3B3.  Théorème.  La  fonction  f{x)  s'annule^  en  changeant 
de  signCy  si  xzztl  est  une  racine  réelle  de  multiplicité  impaire: 
au  contraire  f(x)  s'annule,  sans  changer  de  signe,  quand  2  dé- 
signe une  racine  réelle,  de  multiplicité  paire , 

Pour  préciser  cet  énoncé  il  faut  imaginer  que  x  est  une  i^- 
riable  indépendante  et  que  Ton  calcule,  à  chaque  instant,  la 
valeur  de  la  fonction  f[x),  quand  x  varie  de  —  x  à  -f-  », 
toujours  dans  le  même  sens.  Si  Ton  donne  à  x  les  trois  va- 
leurs 


il  en  résulte,  pour  f{x)y  les  valeurs  correspondantes  : 

t  désignant  une  quantité  positive  et  que  Ton  peut  supposer 
aussi  petite  que  Ton  voudra. 
Soit  k  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  a  :  on  a 

f{x):s:{x^xf^(x). 

Comme  nous  supposons  9  (a)  pi  0,  on  peut  choisir  s,  assez 
petit  pour  que  9  {x)  conserve  le  même  signe,  quand  x  varie 
dans  l'intervalle  a  —  s,  a  4-  e. 

On  a  d'ailleurs 

/•(a-3)r(aH-s)ii:(-e)'*.£'.9(a-3)?(a+£). 
D'après  cela,  si  k  est  impair^  on  a 

/•(a  — £)/•(«-*.£)  <o; 
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on  a^  au  contraire^ 
si  k  est  pair. 


EXERCICES 

•.  Démontrer  que  si  toutes  les  racines  d'une  équation  f  (x)  =z  o,  d'un 
degré  impair  m,  sont  des  nombres  en  progression  géométrique  ;  ta  racine 

m'^'*,  changée  de  signe,  du  terine  tout  connu  de  l'équation^  est  une  racine 
de  Féquation. 

Soient  a,  aq,  ...  aq"*^^  les  m  racines  ;  on  a  d'après  le  théorème  de  d'A- 
Wmbert, 

f(x):=z(x  •'à){x—  aq)  ...  {x  —  aq^"^)  ; 

Le  tenue  tout  connu  est  /"(o).  On  a  d'ailleurs 

m[ni—\] 

r(o)  =  (-  1  j"'a'"î'+--^  •+'"-''  ^  (-  i)'Vî    '     • 

et,  par  suite, 

m-l 

//(     ;    -  7~ 

V/(o)--«</        . 

On  remarque  enfin  que est  un  nombre  entier,  qui  fait  partie  d43  la 

suite  J,  2,  ...  (y/j— i). 
ï.  Démontrer  que  si  toutes  les  racines  de  l'équation 

A 

font  en  progression  arithmétique^  et  si  m  est  un  nombre  impair^  —  est    une 

da  racines  de  Véquation. 
Les  racines  sont 

a,  a-hr, ...  a  -f-(m  -  i)/'; 

i^t  elles  ont  pour  somme  la  quantité 

m  (m—  i) 
— i Lr, 

26 


ma 

'1 


402  VINGT-SEPTIÈME  LEÇON 

D  ailleurs  Tidentité  de  d'Alembert 

f{x)  s:  (o?  —  a)  {x  —  a  —  r)  ...  (j?  -  a  —  mr-hr) 

prouve  que  le  coefficient  de  a;*"""*,  changé  de  signe,  est  t'gal  â    la  $omm« 
des  racines.  On  a  donc 

A  .   W  — -  1 

—  =za  J r; 

m  2 

A. 

si  m  est  impair  ou   voit  doue  que  ~  est  uue  des  racines. 

m 

8.  Les  racines  d'une  équation  de  degré  impair  élani  en  progression  har- 
monique,  trouver  une  racine  de  V équation. 

On  sait  que  des  nombres  a,  b,  c,...  ky  l  sont  eu  progression  liarmoDique 
lorsque  les  inverses  sont  en  progression  arithmétique.  La  solatioa  de  cet 
exercice  se  rattache  ainsi  immédiatement  à  celle  de  ia  question  pr<*cédeuto. 
Il  suffit  de  considérer  Téquation  aux  inverses. 

4.  Démontrer  que  l'équation  à  coefficients  réels 

A*  B*  1/ 


X  —  a      X  —  b  X  —  / 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Soit  p-f-^t  une  racine  imaginaire,  j9  «9<  est  aussi  racine  de  l'équatiou; 
ou  a  donc 

A* 


—  a — p  —  qt 
D  uii,  par  combinaison, 


A* 

-f-  ...  —  li  :=:  o. 


r  A'  B' 

q  u'éUml  pas  uul,  ou  devrait  donc  avoir  A  =  o,  8  =  0,  t*lc. 


—  Il 
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THÉORÈMES  GÉNÉRAUX  SUR  LES  ÉQUATIONS. 
LES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 


b.  Nous  allons  exposer,  dans  celte  leçon,  quelques  pro- 
priétés relatives  aux  équations  d'un  degré  quelconque  et  nous 
prévenons  ici,  pour  éviter  des  redites  inutiles,  que  les  équa- 
tions que  nous  examinerons  seront  supposées  satisfaire  aux 
conditions  suivantes  : 

1*  Elles  auront  la  forme  entière  et  le  second  membre  sera 
égal  à  zéro  ; 

2*  Elles  seront  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  dé- 
croissantes de  X  ; 

3»  Les  coefficients  seront  réels  ; 

4^  Le  premier  coefficient  Ao  sera  supposé  positif,  et  le  dernier 
coefficient  A^,  différent  de  zéro. 

3B&.  Théorème  I.  Soit  f(x):=zo  une  équation;  si  le  pro- 
duit [[%)  f[i)  est  négatif  y  il  y  a  au  moins  une  racine  comprise 
cnfre  zett' 

En  effet  f{x)  est  une  fonction  continue  (§  234);  elle  ne  peut, 
par  conséquent,  passer  d'une  valeur  positive  à  une  valeur  né- 
gative sans  s'annuler,  une  fois  au  moins,  pour  une  valeur  de 

^,  comprise  entre  a  et  6  (g  23o). 

« 

MB.  Théorème  II.  Une  équation  d'un  degré  impair  a  au 
fnoins  une  racine  réelle  ;  cette  racine  ayant  un  signe  contraire 
à  celui  du  dernier  terme. 

Soit  AgO?^  le  premier  terme  de  l'équation  proposée  f{x)  zz  o, 

et  A„  le  dernier  terme.  Substituons  successivement,  dans /"(a?), 
i*un  nombre  positif  très  grand  ;  2*»  zéro;  3®  un  nombre  néga- 
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lif  très  grand,  en  valeur  absolue.  La  première  substitution 

donne  un  résultat  positif  (§  235)  ;  comme  m  est  impair  Aoaf  a 
le  signe  — ,  lorsqu'on  donne  à  x  une  valeur  négative  ;  la  troi- 
sième substitution  fait  donc  acquérir  à  la  fonction  f{x)  une 
valeur  négative. 

D'après  cette  remarque,  et  en  s'appuyant  sur  le  théorème 
précédent,  on  voit  que  si  A^  est  négatif  il  y  a  une  racine  entre 

0  et  +  »  ;  au  contraire,  si  Ton  suppose  A^  >  o,  on  voit  que  l'é- 
quation proposée  admet  une  racine,  entre  o  et  <x.  En  résu- 
mé, dans  tous  les  cas,  on  peut  donc  dire  que  /"(o;)  —  o  a  une 
racine  d'un  signe  contraire  à  son  dernier  terme. 

367.  Théorème  III.  Une  équation  dont  le  degré  est  pair, 
et  dont  le  dernier  terme  est  négatif  a,  au  moins,  deux  racines 
réelleSy  rune  positive^  Vautre  négative. 

En  effet,  en  substituant  -j-  *  ,  »>  et  —  »  ,  on  peut  former  le 
tableau  suivant 


—  oc 


X     I  -f-  a>       <» 

Le  théorème  (I)  prouve  qu*il  y  a  :  i*»  au  moins  une  racine 
entre  4-  »  et  o  ;  2<»  au  moins  une  autre  racine  entre  o  et  —  *. 
Li  proposition  se  trouve  ainsi  établie. 

368.  Théorème  IV.  Soit  l' équation  f{x)  zzo;si  l'on  a 

il  y  a  un  nombre  impair  de  racines  dans  Vi7ite7*valle%el'^\ii 
Von  suppose^  au  co7itraire, 

ilya  zéro,  ou  un  nombre  pair  de  racines,  entre  xet^. 

Désignons  par  x,,  j?,, .  .  x^  les  racines  de  l'équation, com- 
prises entre  a  et  p.  On  a 

f[x):^{x—x,)(x-'X,)...(X'-x)<^(x), 
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^(^)=^on*aj^ni  que  des  racines  imaginaires,  ou  des  racines 
réelles,  mais  non  comprises  dans  Tinlervalle  a,  g. 
L'identité  précédente  donne,  successivement, 

/•(a)  zz  (a  —a:,)  (a  -x.) ...  (a  —  a?^)  ?  (a) 
et 

A'?)=(g-a:.)(i3-a:j...(&-x^)?(3); 
par  suite 

On  remarquera  d'abord  que  le  rapport  -^-7—  est  positif;  car 

si  ç  (a)  et  «  (3)  étaient  de  signes  contraires,  Téqualion  <p(a;)  =zo, 
admettrait  au  moins  une  racine  entre  a  et  P  (§  365),  ce  que  nous 
ne  supposons  pas.  D'autre  part  chacune  des  fractions 

a  une  valeur  négative  puisque  chacun  des  nombres  a?,,  a?,, ... 
X    est  compris   entre  a  et  ^.  Si  /(a)  et  f[^)  ont  des  signes 

contraires,  le  nombre  des  fractions  (A)  est  impair:  il  y  a  donc 
un  nombre  impair  de  racines  dans  l'intervalle  considéré.  Au 
contraire  si/" (a)  et  /"(P)  ont  le  même  signe,  on  doit  admettre, 
ou  qu'il  n'existe  aucune  fraction  (A),  ou  qu'elles  sont  en  nom- 
bre pair. 

3GO.  Remarque.  On  peut  observer  que  la  démonstra- 
tion précédente  ne  suppose  pas  que  j?,,  par  exemple,  soit  dif- 
férent  de  or,.  Les  racines  comprises  dans  Fintervalle  a,  ^  doi- 
vent donc  être  comptées,  quand  on  applique  le  théorème  pré- 
cédent, dii  théorème  des  substitutions,  avec  leur  degré  de  mul- 
tiplicité. Soit  par  exemple 

f(x)  :=  (a;  ~  1  )*  [x  ~  a)'  (a:"  -f-  i) 
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on  a 

/^(3)ir4o,    et    Ao)  =  -8. 

Entre  o  et  3  il  y  a,  à  prendre  les  choses  à  la  lettre,  deux  ra- 
cines réelles,  i  et  a  ;  mais  on  doit  dire,  pour  se  conformer  à 
la  démonstration  précédente,  qu*il  y  a,  dans  cet  intervalle,  cinq 
racines  réelles;  savoir,  deux  racines  égales  à  i,  et  trois  racines 
égales  à  2. 

BKO.  Définliioiis.  Lorsqu'une  équation  du  degré  m 

a  tous  ses  coefficients  Ao,  A|, ...  A^  différents  de  zéro,  on  dit 
que  l'équation  est  complète  ;  au  contraire  si  ApOî^^^  est  suivi 

du  terme  Ap^j^.  lO;"'"^""*"*,  on  dit  qu'entre  ces  deux  termes  il 

existe  une  lacune.  Cette  lacune  e^i  paire  ou  tmpatre  suivant 
que  le  nombre  A,  des  termes  absents,  est  lui-même  pair  ou 
impair. 

Lorsque  les  coefficients  de  deux  termes  consécutifs  ont  le 
même  signe,  ces  termes  forment  une  permanence  ;  on  dit  au 
contraire  qu'ils  offrent  une  variation,  quand  leurs  coefficients 
ont  des  signes  contraires. 

Nous  adopterons  les  notations  suivantes  ; 

/•  (rc)  =:  A  ^x""'  +  A^a?*""*  +  . . .  +  A^  =:  o  (équation  donnée), 

P,  nombre  des  racines  positives, 

N,  id.  négatives, 

2I,  id.  '  imaginaires, 

V,  nombre  de  variations  du  polynôme  /  (x), 

V,  id.  id,  f{—x). 

8VI.  Théorème.  Lorsque  f{x)  est  un  polynôme  complet^ 
on  aW  -hV  zz  m  ;  siy  au  contraire  f  {x)  présente  des  lacunes^ 
V  4-  V  est  égaly  ou  inférieur  à  m. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  f  (x)  est  complet  ;  ce  poly- 
nôme renferme  alors  (m  -h  i)  termes.  Les  deux  premiers 
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termes  offrent,  soit  une  permanence^  soit  une  variation  ;  et 
chacun  des  termes  suivants,  lesquels  sont  en  nombre  égal 
à  (m  —  1  ),  fournit  une  permanence,  ou  une  variation  :  ce  qui 
prouve  que  dans  un  polynôme  complet  le  nombre  des  varia* 
lions  et  des  permanences  est  égal  au  degré  m  du  polynôme. 
D'ailleurs  chaque  permanence  de  f(x)  devient  une  variation 
de  f  ( —  or)  ;  on  a  donc  V  4-  V'  :z  m. 

Prenons  maintenant  un  polynôme  offrant  des  lacunes  et 
considérons  Tune  d'entre  elles,  en  particulier  ;  par  exemple 
celle  des  deux  termes 

termes  qui  sont  consécutifs,  dans  le  polynôme  ordonné. 

Nous  allons  étudier  l'effet  produit  par  cette  lacune  sur  l'a-" 
baissement  du  nombre  V  -h  V. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  la  lacune  soit  paire  ; 
posons  h  zz  iky  et 

Si  la  lacune  n'existait  pas,  la  parenthèse  de  Tégalité  précé- 
dente serait  formée  par  un  polynôme  de  degré  (^-H 1),  poly- 
nôme qui  fournirait  au  nombre  V  -+•  V,  A  -f- 1  ou  aA  -f •  1  uni- 
lés.  D'ailleurs  (A  4-  1)  étant  impair,  les  deux  termes  consé- 
cutifs que  nous  considérons  ont  des  exposants  de  parités  diffé- 
rentes ;  ces  termes  offrent  donc  une  variation  dans  /"(a:),  ou 
dans  f  (—  x\  mais  une  seule  :  par  suite,  ils  fournissent  une 
seule  unité  au  nombre  V+V  ;  la  présence  de  la  lacune  di- 
minue donc  V  -i-  V  de  2*  unités. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  d^une  lacune  impaire. 
Soit/^  =  ik-^-  i\k  pouvant  être  nul.  En  raisonnant  comme 
nous  venons  de  le  foire,  on  voit  : 

!•  Que  si  Ap  et  Ap^^i  ont  le  même  signe,  V  -h  V  est  di- 
minué de  aiip  +  2  unités  ; 

2»  Que  si  Ap  et  A^^^,  ont  des  signes  contraires,  V  +  V 

est  diminué  de  ^h  unités. 
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Ainsi  dans  tous  les  cas  on  a  V  +  V  ^  m  ;  et  Ton  peut  dire 
que  la   présence  d'une  lacune  abaisse  toujours  le  nombre 

V  -j-  v  ;  excepté  lorsque  cette  lacune  est  formée  par  deux 
termes,  ayant  :  i""  des  signes  contraires  ;  2*"  des  exposants  dif- 
férant de  deux  unités  seulement. 

S'ait.  Théorème.  Le  nombre  des  racines  positives  dune 
éqication,  et  le  nombre  des  variations  de  son  premier  tnetnbre 
sont,  ou  égauXy  ou  de  même  parité. 

Supposons  d'abord  que  Ton  ait  Â^  >  o,  les  substitutions 

o  et  -f  ^  donnent  Tun  et  Tautre  le  signe  +  ;  par  suite  le 
nombre  P  des  racines  positives  est  zéro,  ou  un  nombre  pair, 
^k.  D'autre  part,  dans  un  polynôme  dont  les  termes  extrêmes 
ont  le  même  signe,  le  nombre  V  des  variations  est  zéro,  ou 
un  nombre  pair,  a/c'.  Ainsi  V  —  P  est  zéro,  ou  égal  à  2  (A/— Ar). 
Dans  le  c^s  où  Ton  suppose  A^  <  o,  on  voit,  de  même,  que 

V  et  P  sont  deux  nombres  impairs  ;  leur  différence  est  donc 
encore  égale  à  zéro,  ou  à  un  nombre  pair. 

893.  Théorème.  Entre  les  coefficients  A«  A,  ,..  k^de  Vé- 

quation K^x^ -^  ..,  -\-  K^zzo,etles  racines a\  x, . . .  x^y  réelles 
ou  imaginaires  de  cette  équation,  on  a  les  relations  : 

r, 

1         t  V 


r  (—  1)"*  — n*^.^!  •••^m- 


Dans  ces  égalités  Sa:,ir, . . .  a?p  désigne  la  somme  des  pro- 
duits différents  que  Ton  peut  obtenir  avec  les  m  nombres 
x^x^  •••  ^p>  combinés  p  à  p. 
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Ces  relations  sont  la  conséquence  évidente  de  l'identité, 
établie  précédemment  {$  35;) 

En  effet,  si  Ton  effectue  le  calcul  indiqué  dans  le  second 
membre,  on  voit  que  tous  les  termes  en  a?*""'*  s'obtiennent  en 
prenant  la  lettre  x  dans  {m  —  p)  binômes,  et  les  lettres 
munies  d'indices,  dans  les  p  autres  binômes.  Par  exemple, 
un  des  termes  dont  nous  parlons  ici,  est 

K[-X,){r-'XJ...{~X^)X"''^ 
OU 

Ao{-iYx,x,,„x^x'^^' 

Le  coefficient  de  x'^^  dans  le  second  membre  est  donc 

(-  lyAoSa^^x^  ..  x^af^"^ 

et  rid entité  (i)  donne 

894.  Remarque.  Si  Ton  cherche  à  combiner  les  relations 
précédentes  de  façon  à  obtenir  une  égalité  ne  renfermant  plus 
que  X,,  on  trouve  précisément 

f{x,)zzo. 

On  peut  remarquer  à  priori,  qu'il  n'en  peut  êlre  autrement, 
car  tout  calcul  semblable  à  celui  que  nous  venons  d'imaginer 
peut  se  répéter,  identiquement,  avec  les  letlres  rc„  x^^  ...  a;„,. 

On  ne  peut  donc  pas  trouver  une  combinaison  F  {x^  zz  o  sans 
que  Ton  ait  aussi  nécessairement  F(irJno,  ,.•  F(a?Jzzo, 

Ainsi  a?o  iPt>  •  •  •  ^m»  ^^"^  racines  de  l'équation  F  (ic)  —  o  :  celle-ci 
est  donc  identique  à  f{x)zzQ\  à  moins  qu'elle  ne  soit  d'un 
degré  supérieur. 
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On  peut  d'ailleurs  vérifier  qu'en  éliminant  a?,,  a:,, ...  x^;  on 

retombe  bien  sur.  l'égalité  (/"a?,)  zz  o. 
En  effets  les  relations  (H;  étant  écrites  sous  la  forme  : 


-I        .     _*-2 


Multiplions-les    respectivement   par  —  rrf    ,  -Ha?, 

(—  i)^'^x^  et  (—  i)*"  ;  les  égalités  ainsi  obtenues  étant  ajou- 
tées, on  trouve  bien,  après  avoir  tenu  compte  des  simplifica- 
tions que  comporte  le  résultat,  f(x^)  zz  o. 
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SUB»  Définitions .  Les  relations  que  nous  avons  trouvées 
entre  les  racines  et  les  coefficients  d'une  équation  conduisent 
assez  naturellement  à  l'étude  des  formes  symétriques. 

Une  forme  algébriqiœ  des  lettres  aeib  est  dite  symétrique, 
par  rapport  à  ces  lettres,  lorsqu'elle  reste  identique  à  elle- 
même  par  la  permutation  de  a  en  b,  et  de  b  en  a. 

Ainsi 

a'  -f-  fe*  —  aby 

a^  +  b'^  —  a^b  —  Va, 

sont  des  formes  symétriques  de  a  et  de  6. 

Généralement,  une  forme  des  lettres  a,  6, ...  ly  est  ^jmè- 
trique  par  rapport  à  ces  lettres  lorsqu'elle  ne  change  pas  quand 
on  permute,  l'une  dans  l'autre,  et  successivement,  ces  lettres 
combinées  deux  à  deux. 

La  forme 

a' +  6*  +  c' —  3a6c 
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est  symétrique  par  rapport  aux  lettres  a,  6,  c.  Au  contraire 

a*6  -4-  Vc  +  c'a, 

n'est  pas  une  forme  symétrique. 
Nous  nommerons  forme  symétrique  simple  l'expression 

dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  entier  et  positif  ;  et  nous 
poserons 

Nous  appellerons  aussi  forme  symétrique  simple  l'expres- 
sion 

Il  1  ^ 

nous  la  désignerons  par  S^^. 

Les  formes  symétriques  qui  ne  sont  pas  simples  sont  dites 
formes  symétriques  composées.  Par  exemple, 

a'b  -h  b*c  -h  c*a  4-  a*c  -+-  b*a  4-  c*b 

est  une  forme  symétrique,  composée. 

Eq  supposant  que  a,  6,  ...  /  soient  les  m  racines,  réelles 
ou  imaginaires,  de  l'équation 

U  =:  \oX*^  -h  Aia?"""'  -f- . . .  +  A„,  n  o 

nous  allons  chercher  la  valeur  des  formes  symétriques  des 
racines  a,  fc,  ...  /,  en  fonction  des  coefficients  Ao,  Aj,  ...  A^^. 

Z7B.  Formules  de  Mewton.  Soit  U  =  o  l'équation  pro- 
posée. L'identité 

U  =:  (a?  —  a) (a?  —  6)  ...  (a?  —  QAo  ; 

donne 

U'=:S(a?  -6)...(a?  — QAo. 
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On  en  déduit, 


l^' V      * 


ou, 


('         x  —  a 


(.)    r'  =  s 


X  —  a 


On  a  d'ailleurs 

=:  A,a;'""*  +  (A.  4- «: ar"'"- -h  (^.' -h  A,«  +  A ,)  a;*""- -f- 


•  » 


x  —  a 


Il  résulte  de  cette  identité,  appliquée  successivement  aui 
U  U 


fonctions 


X  ^  h'  '"  X  —  / 


(2)    :ù  — — -lAoWîx'"-'  +(S,-+.mA.)x""'-h:S,+ A.S,  +  '«A,):. 
x  —  a 

D'autre  part  on  sait  que  Ton  a 

(3)     r'=:AoWi^"*"'*H-(w— i)A,a?"*'"'-4-(?n  - t2)AjT'^--l-...-f-A,.,. 

Des  identités  (i  ),  (a)  et  (3)  ;  on  déduit  les  formules  suivantes 

AoS, -hA,  =  0 

Ac.Sa  +  A,S, +  2A.-i:o 

(iq)  ^  AoS,-hA,S,  +  A,S,  4-3A5z:o 

AoS„,_,-f-A,S„_,-4-...  +  (m-i)A^,:=o. 

Ces  formules  permettent  de  calculer  successivement  les  in- 
connues S4,  S„  S3, ...  S^_^.  On  trouve  ainsi 

•^O-^i     ''^i 

AJS^  zz  Af  -  2A,Ao 


A0S3  3:  — Al  +  3AoA, A,  —  3AsA 


0 

î    I     - a2a2 


AJS4  -  At  ~  -1AÎA.A,  -+-  ÎA, A3.\;  +  2A0AÎ  -  4A4A0. 
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Il  nous  reste  à  montrer  comment  on  calcule  les  fonctions 
^«^m+i»  ©te...,  et  aussi  les  fonctions  S_p  S^j,  e'c... 
On  a,  par  la  définition  même  des  nombres  a^  b, ...  /, 

^^^      Ao6"  +  A./r-»+  ..  +  A„,-o 


De  ces  égalités,  on  lire, 

(N')    ApS,  -h  A.S^.,  -f  ...  +  A,_,S,  +  mA,„  ^  », 

relation  qui  permet  de  trouver  S^  quand  on  a,  préalable- 
ment, calculé  S4,  S,...  S^__,,  au  moyen  des  formules  (N). 
Multiplions  maintenant  les  égalités  (1)  respectivement  par 

a^,b'"\  ...  /*,  et  ajoutons  ces  résultats  ;  nous  obtenons  Téga- 
lilé 

Si  dans  celle  relation  qui  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre 
entier,  positif,  k,  on  donne  à  k  successivement  les  valeurs 
i>  3,  3,  etc.,  on  forme  un  tableau  qui,  avec  les  égalités 
(N)  et  (N'),  permet  de  calculer,  par  voie  récurrente,  toutes 
les  inconnues  S^,  quelle  que  soit  la  valeur  du  nombre  entier  et 

positif,  z. 
Les  fonctions  symétriques  simples  S_.  se  calculent  aussi, 

par  voie  récun*ente,  au  moyen  de  formules  que  nous  allons 
donner  et  qui  sont,  d'ailleurs,  la  conséquence  immédiate  des 
relations  (N),  (N')  et  (N")>  que  nous  venons  d'établir. 
Soit /"  (x) —  0  l'équation  proposée  ;  considérons  l'équation 

OU,  f  {x)  =  o,  en  posant 

ç  (x)  =:  A„x"'  ■  I  A^iX'""'  +  . . .  +  A, j;  -I-  A„. 
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9  {x)  se  nommo  Véquation  aux  inverses,  parce  qu'elle  admet 

pour  racines  les  m  nombres -,7»  *-t«  Etablissons  d*abordcÊ 

'^  a  0       l 

point.  De  Tidentité 

ç(a.)=x'Y(i). 
on  déduit 

'{5)= ?«'■'• 

et,  comme  Ton  suppose  /"  (a)  =  0,  on  a  donc  bien 


'  (^) = "• 


Cette  remarque  étant  faite,  les  formules  (N),  (N')  (N*)  appli- 
quées à  réquation  9  (a;)  =  o  donnent  les  relations 


^^"^  A„S_„  +  A„_,  S_„^,  +  . ..  +  t«A,  =  « 

Les  formules  (N),  (N'),  (N*'),  (N*"),  dites  formules  de  Newton, 
résolvent  complètement  le  problème  que  nous  nous  étions 
posé,  et  qui  avait  pour  but  le  calcul  des  fonctions  symétriques 
simples. 

SVV»  Fonctions  symétriques  composées,  i"*  Imagi- 
nons une  forme  symétrique  des  lettres  a,by,..l\  ces  lettres 
étant  affectées  des  exposants  peXqeX  posons 

Pour  calculer  S  ^,  qu'on  nomme  fonction  symétrique  dou- 
ble,  considérons  les  deux  identités 
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Si  nous  les  multiplions,  membre  à  membre,  les  termes  des 
seconds  membres  seront  multipliés  deux  à  deux,  et  ces  mul- 
tiplications seront  de  deux  espèces,  suivant  qu^elles  ont  lieu 
pour  des  termes  A,  B^  disposés  comme  l'indiquent  les 
tableaux  (i)  et  (2) 

A 


(i) 


A 
B 


(^) 


B 


Les  multiplications  du  premier  genre  donnent  la  fonction 
symétrique  simple  S^^  ;  les  autres  S^  ^ .  On  a  donc 

formule  qui  permet  de  calculer  la  fonction  symétrique  com- 
posée S^  puisque  nous  connaissons  les  fonctions  symé- 
triques simples  S^,  S^  et  S^^^, 

2"*  Considérons^  maintenant,  une  forme  symétrique  dans 
laquelle  les  lettres  sont  affectées  d'exposants  p,  q,  r,  et 
posons 


On  a 


Pf9*r  ^  V  ^  . 


Si  nous  multiplions^  membres  à  membres^  ces  trois  iden- 
litéS;  les  termes  des  seconds  membres  seront  multipliés 
trois  à  trois  et  ces  multiplications  peuvent  être  distinguées 
en  trois  espèces,  suivant  que  les  termes  A,  B^  C,  que  Ton 
considère,  sont  disposés  comme  l'indiquent  les  tableaux  (i), 
Wet(3); 


(0 


A 

A 

A 

A 

B 

(2) 

B 

y 

B 

y 

B 

C 

C 

G 

C 

(•■») 


u 


c 
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Les  multiplications  qui  correspondent  à  la  figure  (i)  donnent 
la  fonction  symélrique  simple  Sp^_p.  ;  celles  qui  correspondenl 

à  la  figure  (2)  fournissent  les  fonctions  symétriques  doubles 

S  Q  Q  . 

enfin  les  multiplications  de  la  troisième  espèce  donnent  la 
fonction  symétrique  cherchée  S    ^  ^.  On  a  donc 

Celte  formule  permet  de  calculer  S^  ^  ,.;et,ens'appuyaDl 
sur  Tidenlilé 


s        —-ce c 


on  trouve  finalement 


m 

La  démonstration  que  nous  venons  de  donner  pour  établir 
les  formules  qui  permettent  de  calculer  les  fonctions  symé- 
triques doubles  et  triples  est  susceptible  d'une  généralisation 
évidente  et  sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas  autrement.  Il 
résulte,  de  ce  calcul,  ce  fait  important  :  Toutes  les  formes  sy- 
métriques composées  peuvent  s'exprimer  au  moyen  d'une  fonc- 
tion entière  des  formes  simples. 

398.  Théorème.  Toute  fo7iction  rationnelle  et  symétrique 
des  racines  d^une  équation  s^expinme  rationnellement  en  fonc- 
tion des  coefficients. 

Les  formules  de  Newton  prouvent  que  les  fonctions  symé- 
triques simples  des  racines  s'expriment  rationnellement  en 
fonction  des  coefficients.  D'autre  part  nous  venons  de  remar- 
quer que  les  fonctions  symétriques  composées  s'expriment 
rationnellement  au  moyen  des  fonctions  symétriques.  De  là 
résulte  la  propriété  énoncée. 
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EXERCICES 
1 .  Léyuaiion 


x"  4-  AiX""  '  +  A,a;  "•-"  4- . . .  ^  A„.  =  o 
dans  laquelle  on  suppose 

a  nécessairement  des  racines  imaginaireSy   si  elle  nest  pas  une  puissance 
«^^  exacte. 

Od  remarquera  qu'en  désiguaut  les  racines  par  jC|,  jtj  ...  j-^,  on  a  par 
hypothèse 

ou 

(a?,  -hx^ ...  +a:J*  — m(a:f +  )a;2...  +^fJ 

ou  encore 


(x,--x,y-h  (x,  —  x,)*  •+•...  +  (^i  —  ^J* 


t.  Exprimer  que  dans  V  équation  générale  du  troisième  degré  y  une  racine 
p«t  la  somme  des  deux  autres  y  et  résoudre  V  équation  dans  ce  cas  parti- 
''ulier. 

L'équation  étant  représentée  par 

x^  -\-px*  -h  gicr  -+•  riz:  o, 


ou  trouve 


Les  racines  ^out 


/>'  — 4p^-4-8mo, 


X,  -  -- 


X^^-{—p  +  s/^ïF^  iiyq) 
"4- 

27 


• 
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3.  Exprimer  qu'une  racine  de  l'équation  du  troisième  degré  est  m^ttf^nMt 
arithmétique^  ou  moyenne  géométrique^  entre  les  deux  autres, 

4.  Exprimer  que  Péquation 

admet  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires. 

Ou  voit  facilement  qae  — ?  est  la  troisième  raciue  d>^réqu&Uou:  la  cou- 

A 

ilitioQ  demandée  est 

AD  zz  BC. 

5.  Hésoud^'e  le  système 

Vx  +  6*y  -h  ô;?  =  i 
c^x  -^c^y  '\-  czzzs.. 

Ou  considère  réquatiou 

\}^X-hh'y-^\jZ^  i  —  o 
et  l'on  a 

_i  _      a  +  6  +  c        _  ab  +  ac  +  ^g 

abc*  abc      *    **  ~~  abc 

* 

6.  Résoudre  les  équations 

^    .    y    .    ^  '  -. 

+  : T-T- ==  i 


X  —  a      A  —  b      A  —  c 


r 


ji.  —  a      [JL  —  ô      \j»  —  c 

H H ^  1. 


V— a     .V  —  b      V  —  6* 

(Grunert's  ;  arcliiv.  vol.  xxiu.) 

On  considère  >.,  |ji,  v  comme  les  trois  racines  de  Téquatiou  eu  X 


X  — a      X —  b      X  —  c 

On  pose  ensuite  \  —  a  =  l  et  Ton  a  une  équation  du  troisième  ôej^è 
en  l  qui  donne,  par  les  relations  connues 

__  (a  —  a)  {a      [j.)  (a  —  v) 
*~       (a  —  ^;  (a  —  c) 
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Les  valeurs  de  y  et  de  j:  de  déduisent  de  cette] formule. 

1.  En  désignant  par  fl,  6,  c,  les  racines  de  Fequation  ^ 

démontrer  que  Von  a 

(a:  +  6*  —  ah)  [V  +  c*  —  bc)  {c'-ha'-  ac)  +  8g*  +  3p*  -  o. 

8.  Exprimer  que  les  trois  racines  de  Véquaiion 

X*  +  P^*  -f-  yd?  -H  r  =  o , 

*o/i/  /ff5  cotés  d'un  triangle  t^ectangle  et  résoudre  l'êqtuttion,  dans  ce  cas 
particulier^ 

Eu  désignant  par  a,  6,  c  les  racines  et  en  supposant 

oa  déduit,  de  la  relation 

a-f-6zr — p  —  Cy 
la  suivante 

pc*  -f-  r  __     p' 

On  trouve  finalement 

__  ;>'  -f-  2r  —  2^g 

P'I 

ia  condition  cherchée  est  donc 

P*(P'  —  2^)  —  2  (2pq  —  2r  — p^f, 
•.  Exprimer  que  deux  des  racines  de  t équation 

x* -h /?a;* -l- go; -4- r  —  o, 

0»/  un  produit  égal  à  -^it  ou  à  —  i. 
On  trouve 

r*  —  JW-hg'—  1  —  o, 

^t,  dans  le  second  cas, 

r*4-pr~f-  9^  +  *  —  ^• 

iO.  En  appliquant  les  relations  entre  les  coefficients  et  les  racines^  irounef 
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la  condition  que  doivent  vérifier  les  coefficients  de  C équation 

pour  que  celle^i  admette  une  racine  double. 

Eu  désigaaut  par  x'  la  racine  double,  ou  trouve  d'abord  les  deux  n:U- 
lions 

poD'*  4-  iqx'  -f-  3r  rz:  o. 
On  en  conclut  la  condition  demandée 

OU 

4pV  — />V  —  i8p?/'  +  4(7*  -h  ^7'"*  —  o. 

11.  On  propose  de  déterminer  une  équition  du  troisième  degré 

ià  -{-/?x'  -h  gj?  -4-  r  —  o, 

connaissant  la  somme,  la  somme  d?s  carrés,  et  la  somme  des  cubes ^  des  ra- 
vines  de  cette  équation . 
Ayant  posé 

S,  n  a  +b  +c 
S,  =  a*  +  6*  +  c« 

ou  a,  d  abord, 

sî-s, 


pzz  — b^,     qzz 


'i 


D'autre  part,  Tidentiié 
a*  4- 6*  H-  c'  —  3abc  s  (a  -|-  6  4-  c)  (a* 4-6*  -f-c*  — aô  ~ac— 6c) 

douuc 

s? — ;»s,s,  ■+-  «s, 

r  = . 

IS.  Trouver  une  relation  entre  les  nombres  Si,  89,  Sj  de  C exercice  précé- 
dent, et  la  quantité 

S4=ia*  +  i*  +  c*. 
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on  remarc|ne  que 

Si-^-pSs  +  gS.  +  rS,  =0, 

et  les  formules  précédentes  donneat 

6S4  -h  6SÎS,  =:  Sf  -+-  8S.S,+3S!. 
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L'ÉLIMINATION 


9tO.  DéfloMon.  Éliminer  x  entre  deuo:  équations  eniièm 
et  homogènes 

(*)    f{^^y)^%        (a)    ç(a:,y)r:o. 

c'est  trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  que  doivent 
vérifier  les  coefficients  des  polynômes  fet^,  pour  que  les  équa- 
tions (i)  et  (a)  admettent,  tune  et  Vautre,  la  solution  xz:x\ 
yzzy';  x'  et  y'  n'étant  pas  nuls  à  la  fois. 

Les  principes  connus  sur  la  divisibilité  d*un  polynôme  entier 
et  homogène  par  un  &cteur  linéaire  ax  -f  ^y»  prouvent  que  la 
condition  énoncée  ci-dessus  est  équivalente  à  celle-ci  :  trower 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  que  doivent  vérifier  les 
coefficients  des  polynômes  fet  9,  pour  qu'ils  admettent  un  di- 
viseur commun  de  la  forme  ax  +  ^y. 

Cette  condition  nécessaire  et  suffisante  se  nomme  le  ré- 
sultant ou  r éliminant  des  deux  polynômes  proposés. 

880.  Théorème.  Si  les  polynômes  entiers  et  homogènes 

le  premier  du  degré  p,  Vautre  du  degré  q,  admettent  un  divi- 
seur linéaire  commun,  on  peut  trouver  deux  autres  polynômes 
entiers  et  homogènes  U^_j,  V^_j,  respectivemetit  de  degrés  (p— 1) 

et  {q  —  î)  satisfaisant  à  Fidentité 
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Soit  20:+^  le  diviseur  commun  aux  deux  polynômes  propo- 
ses  ;  si  nous  désignons  par  U„  .  et  V^_*  les  quotients  -^ 

et  ^ -— ,  quotients  qui  sont  respectivement  d'un  degré 

indiqué  par  les  indices  des  lettres  U  et  V,  nous  avons 

et,  par  combinaison, 

V^.i .  fp(x,y)  =  11^.1 .  ^q{x,y). 

3S1.  Xliéorème.  Réciproquement,  les  notations  précé- 
deiWes  étant  maintenues,  si  on  a 

V  ,  et  II  ,  n*étant  pas  identiquement  nufs^  les  deux  poly- 
nômes fp  et  Çy  admettent  un  diviaetir  commun  de  la  forme 
2X+^y. 

En  effet  le  premier  membre  de  Tidentité  (i)est  décompo- 
^bleen  (p-hq—i)  facteurs  de  la  forme  ax+^y  (g  357). 
Parmi  ces  focteurs,  (9—1)  constituent  par  leur  produit  le  po- 
lynôme V^_j  et  nous  pouvons  imaginer  que  les  deux  mem- 
bres de  (1)  ont  été  divisés  successivement  par  ces  (q  —  1) 
fecteurs.  La  simplification  une  fois  effectuée,  comme  9^  est 
du  degré  q,  il  restera  dans  le  second  membre,  au  moins  un 
Ëicteur  de  7^,  {mx  +  ny).  Ce  facteur  appartient  donc  aussi  à 
/^,  et  cette  remarque  établit  le  théorème  en  question. 

889.  Remarque.  On  peut  généraliser  les  deux  proprié- 
lés  précédentes  et  montrer,  par  un  raisonnement  tout  sem- 
blable à  celui  que  nous  venons  de  développer,  que  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  polynômes  fp  et  9^ 
aflineltent  *  diviseurs  de  la  forme  otx  -f-  3.V,  est  que  l'identité 

Vy^/p  Cv ,  y)  s:  l  \^f,^^  {x ,  y) 
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soit  vérifiée;  V^_j^,  U^_^  désignant  des  polynômes  entiers, 
homogènes,  respectivement  de  degrés  q  —  &  et/?  — k, 

383.  Méthode  d*Caler.  La  méthode  d'Ëuler,  que  nous 
allons  d'abord  exposer,  peut  être  considérée  comme  la  consé- 
quence immédiate  des  théorèmes  précédents. 

Posons 

f(x ,  2^)  =:  Ao^r^  +  k.aP^^y  +  ...  +  A^, 
et 

Nous  avons  démontré  l'existence  de  deux  polynômes  U^^i, 

V 

- 1>_.  =  5.^-'  +  e.a^-V  +  •••  +  S^,!/»^' 
V/_,  =  :toX''-'  +  :,,r"--.v  +  ...  -I-  a,_,/-', 

lesquels  vérifient  ridentité 

Écrivons  que  tous  les  coefficients  de  ce  polynôme  sont  nuls  : 
nous  obtenons  (p  h-  q)  équations  linéaires  et  homogènes,  que 
Ton  peut  écrire,  en  supposant  p  supérieur,  ou  égal,  à  q, 

j        A  0^0  -f-Bo6o  iro 

'         A,ao-hA„a,  -hB,6„+Bo6,  : 


A,ao-hA,a4^Aoa,  +B,6o4-B,6,4-Bo6, 


A,a.-f-  ....  +A.V1 +«'/«-'+ +B.6,=o 
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De  ces  équations  linéaires  et  homogènes  qui  admettent 
une  solution  non  nulle;  résulte  un  déterminant  que  nous  dé- 
signons par  Ag,  et  que  nous  nommerons  déterminant  cTEuler. 
Ce  déterminant  donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

1*  11  est  d*ordre  (p  +  qX  et  ses  éléments  sont  les  lettres  A 
et  B,  coefficients  des  équations  proposées. 

2«  Les  q  premières  colonnes  renferment  les  seules  lettres 
A,  coefficients  de  Téquation  qui  est  du  degré  p  ;  et  les  p  co- 
lonnes suivantes  les  seules  lettres  B,  coefficients  de  Téqua- 
tion  qui  est  du  degré  q. 

3»  Le  terme  diagonal  est  (Ao)^  (B^f . 

Démontrons  maintenant  que  :  réciproquement,  si  Von  a 
A^  =  o,  les  équations  f(x,y)zzo,<^  (a? ,  y)  iz  o  ;  ont  au  moins 
une  solution  commune. 

En  effet  si  Ton  a  A^  =  u  on  sait  {$  109)  que  les  équations 
(H)  admettent  une  solution  différente  de  zéro;  il  existe  donc 
des  facteurs  U^^,,  V^  ^  tels  que  Ton  ait 

et  nous  avons  prouvé  (S  38i)  que  cette  identité  établit  le  fait 
que  les  équations  /*(a;,y)  =  o,  ç  (j?,y)zr«  ont,  au  moins, 
une  racine  commune. 


l.  Théorème.  Le  résultant  est  homogène  et  du  degré  p 
par  rapport  atix  coefficients  B,  de  V équation  <^x^y)zzo; 
homogène  et  du  degré  g,  par  rapport  atcœ  coefficients  A,  de 
^équation  f{x^y)zzo. 

Ce  théorème  résulte  des  remarques  qui  ont  été  faites  au 
paragraphe  précédent,  relativement  à  la  forme  de  A^.  Imagi- 
nons, en  effet,  un  terme  quelconque  U  de  A^  ;  toutes  les  co- 
lonnes doivent  être  représentées  dans  les  facteurs  qui  consti- 
tuent U.  Il  y  a  donc,  dans  ce  terme,  q  lettres  A  etp  lettres  B. 

38&.  MéthcMle  de  M»  ISylvester.  Les  notations  précé- 
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dentés  étant  conservées,  on  a 
yx''-*r(x,y)  =  A«x^^y+ 


.  .  +  v'"V 


,— »   „-;. 


P 


»-i-? 


Boa:''+^"'-l-B,a;'^'"--4-. . .  4-B^a:^  V^ 


A^^^^ 


f  A^ 


r^fH 


y^^x^{x,y):zi 


Bo^tr^'^V  .  .  .  -hB/^ 


Posons  maintenant 


y 


les  équations  précédentes,  après  ce  changement  de  notation, 
deviennent  des  équations  (X)f  linéaires  et  homogènes  par 
rapport  aux  lettres 

Si  nous  supposons  que  les  polynômes /"(j:. y)  et  ç  (a?. y), 
soient  exactement  divisibles,  l'un  et  l'autre,  parle  facteur 
{ax  -h  by),  le  système  (X)  est  vérifié  par  des  valeurs  des  in- 
connues X,  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles.  Il  résulte  de  celle 
remarque,  que  Ton  a 

Ao    A,    .    .    .    .    A^     


As  =: 


T 


A,.    A A 

B„    B,    .    .    .    .    H^^ 

*      •       ^'o        ^^1        •       .  .      •        I*        *      •       •      • 

Bo    B,    .    .    .  B 


n  o. 
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Tel  est  le  déterminant  donné  par  la  méthode  de  M.  Syl- 
Tester  ;  on  remarquera  qu'il  est,  au  signe  près,  identique  à 
celui  auquel  a  conduit  la  méthode  d'Euler.  L'un  et  l'autre  re- 
présentent le  résultant. 

38tt.  IMéthode  de  Besout.  Dans  Texposition  de  cette 
méthode  nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  les  équa- 
tions considérées  ont,  ou  n'ont  pas,  le  même  degré. 

i»*"  Cas.  Soient  U  rz  o  et  V  =  o,  deux  équations  du  degré  m. 
On  a,  par  un  groupement  convenable  des  termes, 

U  :=:  x'v,  +  Q„ 

h  désignant  un  nombre  entier,  pouvant  prendre  successive- 
ment les  valeurs  i,  2, ...  (m—  i).  On  en  déduit 

U=:a?*P.  +  0,  V  =:a;'R,  -h  S, 

et 


Soit  x',  y'  la  solution  commune  aux  deux  équations  U  =  o, 
Vz:o;a;'ety'  n'étant  pas  nuls  simultanément.  En  combi- 
rant  deux  à  deux  les  identités  précédentes  on  a 

P,S,-R,Q,  =  o 
(1)    P.S.  -  R,S,  =:  o 


KK  -  K%.  =  ". 


équations  qui  admettent  la  solution  x  zzx'yyzz  y'. 
On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  les  fonctions 

P    P        P 
lip  113, ...  i»,,^  ' 
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sont,  par  rapport  à  a:,  respectivement  de  degrés 

m—  iy  m —  2, ...  o ; 
D'autre  part, 

S,,  s„ ...  s^, 

sont  des  polynômes  en  a?,  respectivement  de  degrés 

o.  i,  ...  m —  1. 

Ainsi  les  équations  (i)  sont,  tout  au  plus,  du  degré  (m^  i), 
en  X,  Ordonnons-les,  par  rapport  à  o?  et  posons,  comme  nous 
Tavons  fait  tout  à  Tbeure,  dans  Texposition  de  la  méthode  de 
M.  Sylvester, 

m-i— ^      »  -^m-i  — a?     y, ...Xo— y      , 

nous  trouvons  ainsi  m  équations  linéaires  et  homogènes,  équa- 
tions qui  admettent  une  solution  non  nulle  et  nous  obtenons, 
finalement,  sous  la  forme  d'un  déterminant  d'ordre  m,  égalé 
à  zéro,  une  relation  entre  les  coefficients  des  deux  équations 
proposées.  Nous  démontrerons  tout  à  l'heure  que  celle  con- 
dilion  représente  le  résultant.. 

a""®  Cas.  Supposons  maintenant  que  les  degrés  m  et  p,  des 
équations  U  —  o  Vzzo,  soient  différents  ;  et  8oitf»=/>-ff 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  fournit  seulement 
p  équations  : 

A|Xfn-i  +  AjXfn.i-|-  ...  -f-Af"Xo  ==« 

(H) 

ApXfR-i  -h  ApXfw«2  4"  •  •  •  "^  Ap  Xo  ^  0. 

On  peut  compléter  le  tableau  de  ces  équations  de  la  usi- 
nière suivante,  soit 
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on  en  déduit 


yx'^-V  s  P.a*+»- V  +  . . .  -f-  i3„a;'''--/+' 


on  a  donc 


iiox'y'-'  -4-  • .  +  3pzr 


v-i 


01') 


Ho^p     ~4~  •••  ■+"     jip^o  — *^' 


Les  équations  (H)  et  (H')  étant  vérifiées  par  des  valeurs  des 
inconnues  X,  qui  ne  sont  pas  toutes  nulles,  on  a 


Ao- 


Ai 

'XI       •  •  •       • ■ •        «  &  1 

1      •     * 

1  a' 

A-                 A"* 
*^p p 

3. 

P.  •••  3p 

Ho     •  •  •     Hp 

Ho  •••  Pp 

—  o 


389,  Théorème.  Le  déterminant  auquel  conduit  la  mé- 
thode de  Bezout  est  égal  au  résultant, 

La  condition  A^  =  o  que  nous  venons  de  trouver  est  une 
condition  nécessairjment  vérifiée  quand  les  équations  que 
no\is  avons  considérées  admettent  une  solution  commune;  il 
reste  à  reconnaître  que  A  r  zi  o  est  aussi  une  condition  suffi- 
sante. 

Nous  avons  montré  (§  384)  que  le  résultant  des  équations 
U:ro,  V  —  o  devait  être  du  degré  m  par  rapport  aux  coeffi- 
cients de  V  et  du  degré  p  par  rapport  à  ceux  de  U.  Les  élé- 


m  VINGT-NEUVIÈME  LECX)N 

m 

meiits  A  et  Ag  sont  d'ailleurs  des  fonctions  du  premier  degré 
relativement  aux  coefficients  de  U  et  de  V. 

Observons  aussi  que  toutes  les  lignes  et  toutes  les  coloimes 
doivent  être  représentées  dans  un  terme  quelconque  de  Ag^ 
Ainsi  Ab  ^st  une  fonction  des  coefficients,  et  cette  fonction  est 

telle  que  chacun  de  ses  termes  est  du  degré  m,  par  rapport 
aux  coefficients  de  V  ;  et  du  degré  p,  par  rapport  à  ceux  de  l'. 
Le  déterminant  Au  n'est  donc  pas  d'un  degré  supérieur  au  ré- 
sultant ;  et  comme  il  est  au  moins  égal  au  résultant,  puisque 
A3  :=:  o  est  une  condition  nécessaire,  on  voit,  finalement,  que 

\  représente  bien  le  résultant  lui-même. 

388.  Perfectioonement  de  Caochy .  Le  perfeclioiine- 
ment  que  Gauchy  a  apporté  à  la  méthode  précédente  est  d'une 
importance  secondaire,  et  porte  seulement  sur  une  légère 
modification  relative  à  la  manière  de  calculer  les  équations 
qui  nous  ont  servi  à  établir  le  déterminant  Ag. 

Imaginons  d'abord  deux  équations  de  même  degré,  et  ai- 
sons  passer  successivement  dans  le  second  membre  1,  s,...  m 
termes:  si  nous  divisons,  membre  à  membre,  les  équations 
ainsi  trouvées,  nous  obtenons  les  m  équations  de  Bezout  et, 
par  suite  le  déterminant  Ar. 

Dans  le  cas  où  les  deux  équations  ne  sont  pas  de  même  de- 
gré, le  procédé  de  Gauchy  donne  encore  j9  équations  de  Bezout 
auxquelles  on  adjoindra  les  équations  H',  considérées  tout  à 
riieure. 

380«  Élimination  par  les  fonetions  symétriques. 
Tiiéoréme.  Considérons  les  deux  équations 

f{x)  =  A^+^iOc^^-h'"  +  Ap  =  o, 
9  (x)  =  b^'^  -h  B,x''-*  +  ...  -h  B^  =  o, 

et  soient  X,,  \, ...  a  ;  les  racines  de  la  premièi^e;  ;x„  ;jl„  ...•^^; 
celles  de  la  seconde  ;  les  deux  exfjressions  S,  et  T, 
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90Hl  identiques,  au  signe  près^  et  représentent  le  résultant. 
On  a,  en  effel, 

f{x)  ^  (x  —  \)  {x  —  A,) ...  (a;  —  \p), 
et,  par  conséquent, 

S zz (i;.,  —  A,) (;^  —  >0  •••  [\»^x—\) 

(l^-i  —  >m)  ([^.,  —  \)  .  • .  (l^.,  —  >vi) 


On  trouve  de  même 

T  —  (X,  —  ;a,)  (a,  —  [A,)  . . .  (A,  —  ;j.,,) 

("^^*  —  :^-i)  C^,  —  ;^*,)  •  •  •  (s  -  -  ;^/) 


r%— i^'i)AS— i^)  •••  0^  —  :V- 


Eq  comparant  ces  expressions  de  S  et  de  T  on  voit  qu'elles 
se  composent,  Tune  et  l'autre,  de  pq  facteurs  identiques,  au 
signe  près;  ainsi  S  et  T  sont  ideux  expressions  identiques,  au 
signe  près.  . 

Je  dis  maintenant  que  S  ou  T  représentent  le  résultant.  En 
effet  si  f{x)  zr  o,  et  9  {x)  —  o,  admettent  une  racine  commune  ; 
si  A^  zr  [JL^,  dans  la  colonne  de  rang  h  et  dans  la  ligne  de  rang 

h'  de  S,  on  trouvera  un  facteur  nul.  On  voit  de  même  que 
dans  la  colonne  de  rang  h^  et  dans  la  ligne  de  rang  A  on  a, 
dans  T,  un  facteur  nul.  Ainsi  S  et  T  s'annulent,  quand  les 
équations  proposées  ont  une  racine  commune. 

Réciproquement  si  l'on  a  S  i::  0  ou  T  =r  o  ;  un  des  pq  facteurs 
qui  constituent  S  gu  T  est  nul;  et  les  deux  équations  ont  une 

racine  commune.  On  a  donc  le  résultant  en  écrivant,  indiffé- 
remment, S  —  o,  ou  T  rr  o. 

390.  Remarque.  Le  résultant  pouvant  s'écrire 
S  =  (AoJA?  +  ...H-Ap(Aoixf4-...H-Ap)...(Aoii.5-+-...-f-Ap) 
on  voit  que  S  est  une  fonction  symétrique  des  racines  i^,,  [jl,, 
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"V'q'yP^^  conséquent  on  pourra  exprimer  S  par  une  fonction 

rationnelle  des  coefficients  B  (%  378). On  remarquera  d'ailleurs 
que  S  est  une  fonction  rationnelle,  et  du  degré  Çy  par  rapport 
aux  coefficients  A. 
L'égalité 

T  =  (BoXÎ+...^-B^)(BoAÏ-h.-.  }-Bp...(Bo>^+...+Bp 

prouve  encore  que  T  est  une  fonction  rationnelle  du  degré 
p,  par  rapport  aux  coefficients  B  ;  S  et  T  étant  identiques, 
au  signe  près,  et  représentant  le  résultant,  quand  on  les  égale 
à  zéro,  on  retrouve  ainsi  la  proposition  déjà  établie  (§  384). 

391 .  Théorème  de  Bczout.  Si  Von  imagine  deux  équa- 
tions quelconques  entre  x  ety 

rune  du  degré  p,  Vautre  du  degré  q,  le  résultant  est,  en  géné- 
ral^ du  degré  pq  :  dans  tous  les  cas,  il  ne  peut  être  d'un  degré 
supérieur  à  pq. 

Ordonnons  les  équations  données,  par  rapport  à  x,  elles 
s'écrivent  alors  : 

(1)  A^-hA,x/^^-^.„  +  kp=zo, 

(2)  BoiT'/ -H  B,a^-«  +  ..  +  B^  =  o. 

Les  coefficients  A  et  B  sont  des  polynômes  entiers  en  y  et 
le  degré  de  chacun  d'eux,  par  rapport  à  la  lettre  y,  est  égal, 
ou  inférieur,  àTindice  correspondant. 

Soit  ar'y'  une  solution  commune  aux  équations  (i)el('i),  si 
nous  remplaçons  y  par  y',  dans  (i),  et  dans  (2),  on  oblienl 
deux  équations  en  x,  qui  admettent  une  solution  commune  : 
x:=zx'.  Le  résultant  de  ces  deux  équations  est  donc  nul; 
ainsi  y^  est  une  racine  du  résultant. 

Réciproquement.  Considérons  le  résultant  R(y)  =  0  et  soil 
y  une  racine  quelconque  de  cette  équation  ;  remplaçons  y  par 
y' y  dans  (1),  et  dans  (2);  nous  obtenons  deux  équations^  dont 
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le  résultant  est  nul,  et  qui,  par  suite,  admettent  au  moins  une 
solution  commune,  x  =  x'\ 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  les  solutions  des  deux 
équations  proposées  s'obtiennent  par  la  résolution  deTéqua- 
tioQ  R  (i/)  1=  Oy  équation  qu'on  peut  nommer  la  résolvante  du 
iystème.  Nous  nous  proposons  maintenant  d'établir  que  cette 
résolvante  est  d'un  degré  égal,  ou  inférieur,  au  produit  des 
degrés  des  deux  équations  données. 

X 
Posons  a?  ^—;  les  équations 

? 
(i')     AoX^+A.?XP-^-4-...-f-ApP''=:o, 
(2')     BoX^  +  B,pX^-'-h...+B/-o, 

ont  respectivement  pour  racines 

pA,)  p\»  •••  P'^i 
et 

Le  résultant  U,  des  équations (i)  et  (2),  étant  donné  par  la 
formule 

(}x.  — X,)  ...(ix,  — )sp) 

on  voit  que  chacun  des  facteurs  sera  multiplié  par  p  et 
comme  il  y  a  pç  facteurs,  le  résultant  V,  des  équations  (i  ')  et 
(2'),  sera 

(3)    V 1=  U  .  p^^. 

D'autre  part,  si  nous  comparons  les  équations  (1)  et  (2)  avec 
(i)  et  (2'),  on  reconnaît  que  la  seule  différence  que  Ton 
puisse  noter  est  la  suivante  :  chacun  des  coefficients  A  ou  B 
est  remplacé  dans  (i')  et  dans  (2')  parle  même  coefficient 

28 
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multiplié  par  une  puissance  de  p  dont  Texposant  est  jusle- 
ment  égal  à  Tindice  de  la  lettre  considérée.  La  formule  ,3; 
prouve  que  tous  les  termes  de  V  renferment  le  facteur  f^  ;  on 
conclut  de  là  que  chacun  de  ces  termes  est  constitué  par  des 
facteurs  A  et  B>  les  indices  de  ces  lettres  ayant  une  somme 
égale  à  pq.  Chacun  des  termes  de  U  est  donc  d'un  degré  en 
y  égal  ou  inférieur  à  pq. 

999.  Xhéoréine-  Le  nombre  des  solutions  communes  à 
deux  équations  de  degrés  p  et  q  est  généralement  égal  à  pq  ; 
dans  aucun  cas,  il  n'est  supérieur  à  pq. 

Imaginons  le  résultant  K  {y)  zz  u  :  cette  équation  est  géné- 
ralement du  degré  pq\  elle  admet  donc  pq  racines, 

A  chacune  d'elles,  à  y,  par  exemple,  correspond  une  racirif 
a;,,  x^  désignant  la  racine  commune  aux  deux  équations 

Un  a  ainsi^  eu  général,  p(/  solutions  pour  les  deux  équations 
proposées. 

On  peut  pourtant  objecter  que  le  nombre  des  solutions  serait 
supérieur  à  ;>g,  si^  à  la  racine  y^,  correspondaient  deux  solu- 
tions x^y  x\y  communes  aux  équations  M  ;  ces  nombres  x^  x[ 
étant  d'ailleurs  différents  de  ceux  qui  correspondent  aux 
racines  Va,  ...y^^. 

Cette  circonstance  particulière  ne  saurait  se  présenter,  par- 
ce que  en  éliminant  y  entre  les  équations 

f(x ,  y)  =  o    9  (a; ,  y)  z=  o, 

on  obtiendrait  un  résultant  g  (a;)  =:  o  qui  admettrait  plus  de 
pq  racines,  et  nous  avons  démontré  que  le  résultant  ne  pou- 
vait, dans  aucun  cas,  être  d'un  degré  supérieur  à^^g. 
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t.  MéOiode  de  MewtoD.  Considérons  deux  équa- 
tions du  degré  m,  admettant  une  solution  commune  x\ 

U=:Aoa:"*-+-...+A^.-u, 

Les  deux  équations 

(i)    U.-BoU-AoV-o, 

(îi)    V.zr =«, 

sont.  Tune  et  l'autre,  du  degré  {m  —  i)  et  sont  vérifiées  évi- 
demment par  x:=.x'.  En  opérant  sur  U,  et  V,  comme  nous 
l'avons  fait  sur  U  et  V  on  obtiendra  deux  équations  U,  =  o 
Y,  —  o,  du  degré  (w—  2),  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on 
arrive  à  deux  équations  du  premier  degré  en  x 

Mtr-hN=:o. 

Ces  équations  admettant  la  solution  a;  =  x'  on  a  donc 

PN  -  MO  =  o. 

Cette  méthode  indiquée  par  Newton  donne  lieu  généralement 
à  des  calculs  assez  simples  ;  malheureusement  elle  ne  donne 
pas  totgours  le  résultant  lui-même,  mais,  dans  certains  cas, 
le  résultant  multiplié  par  des  facteurs  étrangers. 

Lorsque  les  équations  ne  sont  pas  du  même  degré,  on 
fonne  d*abord  la  combinaison  (2);  puis  on  remplace  (1)  par 
la  combinaison 

BoU  — AoVjtr^no, 

eu  supposant  que  le  degré  de  U  surpasse  celui  de  V  de  h 
unités. 


436  VINGT-NEUVlÉME  LEÇON 


EXERCICES 

i .  Éliminer  les  paramètres  X  et  ^  entre  les  é(/uations 

(i)  x(i+X)=Ri;. 
(«)  y(t+i*)  =  RX 
(3)       i'-hv.'=t. 


10  La  uiéthode  naturelle  pour  effectuer  cette  découiposiliou  cuusUle  à 
résoudre  les  deux  premières  équations  par  rapport  à  X  et  à  |i. 
Ou  a 

X  (H'  -xy)  =  y{x  +  U) 
lj.(R'  —  xy)  =  x(R-hy). 

par  suite 

(A)      (II*  —  xyf  :=  y'  (a?  -h  R)'  -h  x'  (R  4-  y)\ 

2»  Ou  peut  encore  diriger  Le   calcul  d'élimlualioa    de  la  luauiére  sui- 
vaute.  Les  équations  (i)  et  (a)  dounent 

X'  •/  1  —  f-      ,.    .   -         R'  —  *ï^* 

^  ,  cl  OU  A  zz  — - 


if  _      a'      __  i  —  1^    .,  ,     _  R'  — y' 

Ou  a  donc  pour  le  résullut  de  rélimiuatiou,  ainsi  dirigée 


(B)      1 


-W-hJfj'^W-hy')- 


30  Prenons  enfin  la  marche  suivante  :  on  a,  par  une   conibinaisoQ  évi- 
dente 

x-hy_      i-4-A-h;j. 


et 

xy  __  A{i. 

R'  ~it  -f- a) (»■'-»'•; 


EXERCICES 


437 


par  snili^. 

Cette  dernière  forme  n'est  pas  décomposable  ;  sou  discriminant  étant 
différent  de  zéro.  C'est  donc  le  résultant  demandé.  Les  formes  A  et  B  sont 
rpspectiyoment  du  quatrième  et  du  huitième  degré.  On  voit  par  cet 
«"xemple,  combien  l'élimination,  en  dehors  du  cas  que  nous  avons  traité 
dans  cette  leçon,  et  qui  est  seul  complètement  résolu,  est  une  chose  dé- 
licate et  avec  quelle  facilité  s'introduisent  les  facteurs  étraugers.  dans  ces 
m.Hhodes  d'élimination  par  combinaison  des  relations  données. 

%.  Éliminer  OL  entre  les  deux  relations 


on  trouve 


A  sina  +B  cosanC, 
A'sina  -l-B'cosazr  C. 


B 


A      C 

A'    a 


B      C 
B'     C 


On  rencontre  quelquefois  le  cas  particulier  suivant 

A  sina-f-B  cosazrC, 
A  cos  a  —  B  sin  tlzzC 


le  résultant  est  alors 


A'-f-B*-C*-hC". 


S.  Bcndre  rationnelle  Véquation 


+  \^^  -f"  V  ^  —  <*  • 


On  pose 


pt  on  élimine  y  et  5  entre  les  éqnaf  ioni^ 

y  +  ZH-i  =r:o, 
y'—orrro, 


2'  —  .T  —  o  ; 


on  •.  finalement. 


a?'  —  lox*  -j-a?  —  \  rr  o. 
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4 .  Démonit^er  quff  len  trois  équafiotis 

a       h 
(^>  +  c)  a:  H  (a  -h  c)  y  4-  (a  -f-  ft)  ^  " , 

sont  compatibles. 
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LES    RACINES    ÉGALES. 


Nous  nous  proposons  de  ramener  la  résolution  d*une  équa- 
tion, qui  admet  des  racines  multiples,  à  celles  d^équations 
de  degrés  moindres,  et  ne  renfermant  que  des  racines  sim- 
ples. Ce  problème,  qui  constitue  un  premier  exemple  de  Ta- 
l>aissement  des  équations,  se  résout  en  prenant  pour  base  la 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur.  Nous  exposerons 
d'abord  cette  théorie. 

THÉORIE  nu   PLUS  GRAND  COMMUN   DIVISEUR. 

3941.  Définilion  du  plus  grand  commun  diviseur 
algébrique.  Lorsque  deux  polynômes  entiers  et  homogènes 
U  et  V  n'admettent  aucun  diviseur  commun  de  la  forme 
ffa?4"  ^9  on  dit  que  ces  polynômes  sont  premiers  entre  eux. 

Si,  au  contraire,  D  désignant  un  polynôme  entier  et  homo- 
gène, on  a 

V  =  V,.D, 

r,  et  V,  étant  des  polynômes  entiers,  homogènes,  et  premiers 
entre  eux;  on  dit  que  D  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
U  et  de  V. 

Deux  polynômes  U,  V,  qui  ne  sont  pas  premiers  entre  eux, 
admettent  évidemment  un  p.  g.  c.  rf.,  lequel  est  d'un  degré 
égal,  ou  inférieur,  au  plus  petit  des  degrés  de  U  et  de  V.  On 
voit  aussi  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  polynôme  pouvant  repré- 
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senter  la  fonction  que  nous  venons  de  définir.  Il  peut  y  avoir 
plusieurs  diviseurs  communs  a  U  et  V;  mais  il  n'y  a  (ju'rai 
seul  p .g >  c.d.y  lequel  est,  parmi  les  diviseurs  communs, 
celui  qui  a  le  degré  le  plus  élevé. 
Ceci  posé,  nous  allons  résoudre  le  problème  suivant  : 
Deux  polynômes  U  et  V,  étant  donnés;  reconnaître  qu'iU 
sont  y  ou  non,  premiers  entre  eux;  et  dans  le  cas  où  ils  ne  sont 
pas  premiers  entre  eux,  déterminer  leur  p .  g  •  c .  d. 

On  remarquera,  dans  les  développements  qui  vont  suivre, 
le  rapprochement  que  Ton  peut  faire  entre  la  théorie  du 
p,g  .c  .d.  algébrique  et  celle  à\ip  .g,c  d,,  lelle  qu'elle  a 
été  exposée  en  arithmétique. 

895 .  Eiemne.  Si  U  n'^est  pas  exactement  divisible  par  \\ 
/e  p  .  g .  c .  d.  entre  U  et  V  est  le  même  que  celui  qui  exista  entre 
le  polynôme  V  et  le  reste  R  obtenu  en  effectuant  la  division  de 
U  par  V. 

Si  U  était  exactement  divisible  par  V,  V  serait  évidemment 
le  p.  g.  c,  d.  cherché.  Supposons  donc  que  cette  division  ne 
se  fasse  pas  exactement  et  conduise  à  Tidentité 

(i)    Us:VQ-hR, 

on  voit  d'abord  que  si  U  et  V  sont  premiers  entre  eux,  V  el 
R  sont,  eux  aussi,  premiers  entre  eux.  En  effet  si  Y  et  R  ad- 
mettaient le  diviseur  commun  x  —  a;©  on  aurait 

Vonzo    et    Ro  — o, 

par  conséquent  U^  =:  o  ;  mais  alors  U  serait  divisible  par 
X  —  oçoy  et  les  polynômes  U  et  V  ne  seraient  pas  premiers 
entre  eux. 

Supposons  maintenant  que  U  et  V  admettent  nn  p.  g,  c.d. 
D  ;  nous  allons  montrer  que  D  est  aussi  le  /> .  ^r .  c .  d.  de  V  el 
deR. 

On  a,  par  hypothèse, 

(2)  U=:U,D 

(3)  Vs:V,D 
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U,  el  V^  étant  deux  polynômes  entiers,  premiers  entre  eux. 
L'identité  (i)  peut  donc  s'écrire  ' 

(4)     R:=(U,-V,0)D; 

U,  —  V^Q  est  un  polynôme  entier  qui  n'est  pas  identiquement 
nul;  car  si  Ton  avait  U,  —  V,Q:so  on  aurait  R=:o  et  par 
suite  les  polynômes  U  et  Y  seraient  exactement  divisibles  Tun 
parTautre.  Ainsi  R  est  divisible  par  D  el  les  indentilés  (3)  et  (4) 
établiront  que  D,  est  le  p.  g.  c.  d.  des  polynômes  V  etR,  quand 
nous  aurons  montré  que 

V,,    et    (U,-V,0), 

sont  premiers  entre  eux. 

Considérons  en  effet  un  diviseur  quelconque  (x  —  a;o)  de  V ,  ; 
si  {x  —  Xo)  était  un  diviseur  de  U, — V,Q,  a?s:a:.  rendrait 
nulle  cette  fonction,  et  par  suite  U„  puisque  V^  s'annule  pour 
xzzx^;  or  U,  et  V^  sont  premiers  entre  eux;  il  en  est  donc 
de  même  de  V,  et  de  (U,  —  V,Q). 

80G.  Reeherehe  du  p*  g^.  c.  d«  aliK^biique.  Désignons 
toujours  par  U  et  V  les  deux  polynômes  proposés  ;  divisons 
U  par  V,  soit  R,  le  reste  obtenu;  divisons  V  par  R,  soit  R,  le 
reste  de  cette  division;  et  ainsi  de  suite. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  i*  /e  dernier  reste  obtenu  R 

est  numérique-,  le  p.  g,  c.  d.  entre  U  et  V  étant  le  même  que 
ceux  des  polynômes 

V  et  R„     R,  et  R„  ...  Rp_^  et  R^ 

et  ces  derniers  n'ayant  pas  de  diviseur  commun  de  la  forme 
ax-^-b,  on  peut  conclure  de  ce  calcul  que  U  et  V  sont  pre- 
miers entre  eux.  2**  le  dernier  reste  R  est  nul  :  dans  ce  cas  le 

p.  g.  c.  d.  entre  R^^j  et  R^^j  est  égal  a  Rp_j  ;  R^^i  représente 
donc  le  p.  g.  c.  d.  cherché.  On  conclut  de  cette  théorie  la  règle 
suivante  : 

Règle.  Étant  donnés  deux  polynômes  U  et  V,  on  divise  suc- 
cessivement: 1*  U  par  V  ;  2*^  V  par  le  reste  R^  de  cette  première 
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division  ;  3«  R,  par  le  reste  R,  de  cette  deuxième  division  ;  H 

» 

ainsi  de  suite  :  ces  calctils  conduisent  nécessairement  €t  une  di- 
vision dont  le  reste  est  numérique,  ou  égal  à  zéro  :  dans  le  pre- 
mier cas  U  et  V  sont  premiers  entre  eux;  dans  la  seconde 
hypothèse,  ils  admettent  t^n  p  .  g .  c .  d.  qui  est  égal  au  divise^tr 
employé  dans  la  dernière  division, 

S09»  Théorème.  Lorsque  deux  polynômes  V  etV  sont 
py^emiers  entre  eux,  on  peut  toujours  trouva^  deux  polynômes 
entiers^  ja  c<  v  tels  que  Von  ait 

jaU+vVsi. 

En  eJBTet  les  opérations  que  nous  venons  de  définir  dans 
renoncé  de  la  règle  précédente  donnent  les  identités  : 

V=:R.Q.  +  R, 
R,:=R,0,  +  R, 

•     •      •■•••< 

R  étant  un  nombre.  La  première  identité  prouve  que  R|  est 

de  la  forme  algébrique  aU  -h  gV,  a  et  p  désignant  des  poly- 
nômes entiers  ;  portons  cette  valeur  de  R^  dans  la  deuxième 
identité,  on  voit  que  R.  est  aussi  de  cette  forme  ;  et  ainsi  de 
suite.  Toutes  les  quantités  R,,  R,,  ...R^  ont  donc  la  forme 

algébrique  (wU  +  nV)  et  l'on  peut  poser 

En  divisant  par  R^,  qui  n'est  pas  nul  et  en  posant 

on  a 

\x  et  V  étant  deux  polynômes  entiers. 
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i.  Un  polynôme  qui  divise  un  produit  de 
deux  polynômes f  et  qui  est  premier  avec  Vun  d'eux^  divise 
rattlre. 

Soit  P  un  polynôme  divisant  le  produit  U.V,  de  deux  poly- 
nômes U  et  V;  je  suppose  que  P  soit  premier  avec  V,  je  dis 
que  P  divise  U. 

En  effet/ P  et  V  étant  premiers  entre  eux^  nous  venons  de 
reconnaître  qulil  existait  deiix  polynômes  ;i.,  v  vérifiant  Ti- 
dentUé 

;xP  +  vV=:i, 

et,  par  suite,  l'identité 

IjlPU-HvVUsU. 

Par  hypothèse,  le  polynôme  P  divise  VU;  soit  Q  le  quo- 
tient, on  a 

UVisP.Q, 

et,  par  conséquent, 

P(l*U+vQ)  =  U. 

Cette  identité  prouve  que  U  est  exactement  divisible  par  P. 

800.  Théorème  (^).  Étant  donnés  deiuv polynômes  U  et\; 
si  Ton  peut  trouver  deux  autres  polynômes  P  e/  Q,  P  étant  d'*uu 
degré  inférieur  àWyetQ  d'un  degré  inférie^ir  à  lî,  tels  que  la 
relation 

(i)     PU-QV=:o,    , 

^oit  vérifiée  y  \}  etN  ne  sont  pas  premiers  entre  eux. 
La  relation  (i)  donne 

(.)     L^=:^.    OU     U=r:V^. 


1.  Ce  théorème  h  dt*jà  été  établi  plus  liant  (§38i};  mais  la  démon^tti'alioii 
que  nous  donnons  ici  offre  un  intérêt  pailiculier,  parce  qu'elle  est  affran- 
chie de  ridée  de  décomposition  d'un  polynôme  entier  en  acteurs.  C'est 
cette  démonstration  que  nous  avons  visée  en  exposant,  d'après  M.  Waleeki. 
le  théorème  de  d'Alembert. 
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on  peut  d'ailleurs  supposer  que  Q  et  P  sont  premiers  entre 
eux,  car  s'ils  admettaient  un  diviseur  commun  D  on  pourrait 
diviser  les  deux  membres  de  (i)  par  D,  Tidentité  n'en  subsis- 
terait pas  moins. 

D'après  l'identité  (a)  P  divise  le  produit  VQ  ;  il  est  premier 
avec  Q,  il  divise  donc  V.  Posons,  d'après  cela 

(^)   v  =  p.e 

et  observons  que  P  étant,  par  hypothèse,  d'un  degré  inférieur 

à  V,  6  est  nécessairement  une  fonction  entière  de  x,  du  pre- 
mier degréy  au  moins. 
Les  identités  («)  et  (3)  donnent  alors 

(4)    .U=:O.0. 

Les  relations  (3)  et  (4)  prouvent  que  les  polynômes  r  et  V 
admettent  un  diviseur  commun  0,  6  étant  un  polynôme  en- 
tier en  .r  ;  U  et  V  ne  sont  donc  pas  premiers  entre  eux. 


ABAISSEMENT  d'uNE   ÉQUATION    QUI    ADMET    DES   RACINES  ÉOALF.<:. 


MM.  Théorème.  Si  a  est  une  racine  de  muUipUntè  p  de 
r  équation  f{x)-=  o,  elle  est  racine  de  multiplicité  {/)—  i)  de 
r  équation  f{x):=zo. 

On  a,  d'après  l'hypothèse, 

9  {x)  étant  un  polynôme  entier  qui,  pour  a?  zr  a,  prend  une 
valeur  différente  de  zéro. 
L'identité  (i)  donne  la  suivante 

(9.)    r(x)  s:  (a:  -  a)''"'  [p?  (x)  -^{x—  a)^'  (x)]. 

Si  p  1=1,  en  d'autres  termes,  si  a  est  une  racine  simple, 
on  a 

f*  (x)  :=:p'^(x); 
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pix  esl  donc  différent  de  zéro,  puisqu'on  a  supposé  9(a);zf  o. 
Ainsi  une  racine  simple  d*une  équation  n'' appartient  jamais  à 
t équation  dérivée. 

Mais  supposons,  au  contraire,  p>  ^\  Tidentilé  (2)  prouve 
que  a  est  une  racine  de  mulliplicilé  {p — i),  de  Téquaiion 
r  {x)  zr  o  ou  une  racine  d'une  multiplicité  supérieure.  Pour 
que  celle  seconde  hypothèse  fût  admissible  il  faudrait  que  le 
polynôme 

P-.{x)-\-{x-.:l)o'{x), 

devinl  nul,  pour  x  —  a.  Or,  pour  a:  z:  a,  ce  polynôme  prend 
la  valeur  p^  (a),  qui  est  différente  de  zéro.  En  résumé  a  est 
une  racine  de  multiplicité  (p  —  1),  dans  l'équation  dérivée. 

40fl.  Théorème.  Si  %  est  une  racine  de  multiplicité  {a,  de 
réquation  f  (x)  zz  o,  ou  elle  n'est  pas  raciste  de  Véquation  f{x) 

—  o,  Gu  celle-ci  t  admet  avec  une  multiplicité  égale  «  (|x  -h  1). 
Si  a  esl  racine  de  l'équation  f{x)  zz  0,  elle  ne  peut  être 
qu'une  racine  multiple,  puisque  si  elle  était  racine  simple  elle 
ne  pourrait  vérifier  l'équation  f  {x)  —  o.  Soit  z  son  degré  de 
multiplicité  dans  f[x)  zzo\  5—1  sera,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  voir,  le  degré  de  multiplicité  de  a  dans  /*'  {x)  zz  o. 
On  a  donc  z  —  i  zz\l,  o\xzzz\K'{-  i, 

MMtm  Théorème.  Si  a  est  une  racine  de  multiplicité  p, 
de  Véquation  f{x)  zz  o,  elle  est  racine  des  équations 

(i)  r{x)z^o,  r{x)zzo,.,./<^-'\x)-o, 

aoec  les  degrés  respectifs, 

/>— 1,    jf>  — 2,     ...     1; 

mais  elle  n'est  pas  racine  de  réquation  f^^^  (x)  zz  o. 

En  effet  a  est  racine  de  multiplicité  (p— 1)  de  l'équation 
f'{x):=,o  (§398).  Cette  propriété  appliquée  successivement 
aux  équations  (1)  établit  le  théorème  que  nous  venons  d'é- 
noncer. 

403.  Théorème.  Si  Von  a,  simultanément, 

/•(«)  =  o,     r(a)=«,     ...     /<"-')(«) -0; 
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et 

r^^  (a)  ^  <», 

a  eut  racine  de  multiplicité  p  de  V équation  f{x)  —  o. 
Si,  dans  Tidentité 

h  A''     /  X  h^^ 

I  P    ,  p  , 

on  pose, 

-  —  a,     et    x+h^zx; 

on  a,  en  tenant  compte  de  Phypothèse, 

/•(^.)=  (£J^'  [f^)  (a)  +  (X  ~  a)  9^^  (a)]. 

Cette  identité  prouve  bien  qne  a  est  une  racine,  de  multipli- 
ritép,  de  Téquation  f{x)  =o. 

404.  Théorème.  «Si  T équation  /*  (a?)  =  o  n'a  po^  (^e  raci- 
nes multiples^  les  polynômes  f  {x)  et  f{x)  sont  premiers  entre 
eux;  siy  au  contraire  f{x)  zz  o  admet  des  racines  multiples 

a,    by    Cj     ...     l 

avec  des  degrés  de  multiplicité  représentés  respectiveffwU  jwr 

f[x)  et  r{x)  ont  un  p.  g.  c.  d.  qui  est  donné  par  la  formule 

D  =  (x--a;*-^  (x  -  bf'^  (x  — c)--* ...  (x  -  //-*• 

On  a,  par  hypothèse, 

(  1  )    f(x):^¥,{X'-  af  [x -  bf  (x  —  c) '  ...  (a;  —  0\ 

P,  désignant  le  produit  des  facteurs  binômes  qui  correspon- 
dent aux  racines  simples.  Prenons  les  dérivées  des  deux 
membres  de  celte  identité  et  mettons  en  évidence  le  facteur 
commun  à  tous  les  tenues^  nous  obtenons  Tidentité 

(2)    r (if)  =  (x -  af"^  {X  —  bf-^  .,.{x  —  r/'^  .  V 
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en  posant 

+  6?,{x  —  a),..(x—l) 
+    . 

Ce  polynôme  V  ne  s*annule  pour  aucune  des  valeurs  de  x 
qui  sont  racines  de  Téquation  proposée.  Cette  observation 
feile,  les  identités  (i)  et  (ti)  prouvent  que  D  est  bien  le  p.  g. 
c.  d.  des  polynômes  f{x)  et  f  {x). 

Remarque.  Si  Ton  pose,  diaprés  une  notalion  déjà  indi- 
quée (g  358), 

fix):^?,{P,r(P,)\..{?J\ 
le  p.  tj.  V,  d.  enira  f{x)  est  f  [x)  est  donné  par  la  formule 

l)  =  P,(P,r...(P,/-'. 

Celte  formule  est  générale  et  convient  à  tous  les  cas,  si 
l'on  convient,  comme  nous  le  faisons  ici,  que  dans  le  cas  où 
réquation  n'a  pas  de  racines  de  multiplicité  ^  on  y  remplace 
V,  par  1. 

4MN&.  Reeherehe  des  raeines  é^ttles.  Nous  pouvons 
maintenant  résoudre  le  problème  que  nous  nous  sommes 
posé  plus  haut  et  nous  allons  montrer  comment  on  ramène 
la  résolution  d'une  équation,  à  racines  multiples,  à  celle  d'é- 
quations n'ayant  que  des  racines  simples. 

Soit  posé 

/'(x)=p,(p.)«(p,:'...(Pa)*- 

Si  l'on  désigne  par  D,  le  p.  y.  c.  d.  entre  f{x)  et  f  {x)  on  a, 
comme  nous  venons  de  l'établir, 

D,  =  P.(P,'...(P^/-'. 
Soit  D,  le  p.  g.  c.  d.  entre  D,  et  le  polynôme  dérivé  DpOna 

D,  =  P,(P»)'...(IV''-' 
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et  ainsi  de  suite.  On  peut  donc  former  le  tableau  suivant 

/•(a:)  =  P.(PJ(P,)»...(P/ 


h 

A-l 


D,  =  P.(P,)-...(P,) 


Da-i  =  P,. 

Dans  ces  identités  les  premiers  membres  sont  des  poly- 
nômes entiers  ;  ces  polynômes  sont  connus  et  ont  été  calculés, 
comme  nous  Tavons  expliqué.  On  peut  aussi  remarquer  que 
dans  la  suite 

chaque  terme  est  divisible^  exactement,  par  le  suivant  et  Ton 
peut  poser  : 


(§-:)>  p.. .... 


P* 


A-l  —  *  A' 


Les  divisions,  indiquées  dans  les  premiers  membres,  étant 
effectuées,  on  déduit  de  ces  identités,  les  suivantes 

Les  divisions  indiquées  dans  les  seconds  membres  sont 
encore  supposées  effectuées,  et  la  résolution  de  Téquation 
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1 

proposée  se  trouve  finalement  ramenée  à  celle  des  équations  | 

j 

P,  —  o,     P,  —  o,  ...P^  — o; 

qui  n'admettent  que  des  racines  simples. 
4IOO .    Exprimer   qu'une    équation    a    une  rac^ine 

double.  Un  problème  qui  se  pose  fréquemment,  notamment 
dans  la  géométrie  analytique^  est  celui  qui  a  pour  but  de  re-  ^ 

chercher  la  condition  que  doivent  vérifier  les  coefficients  d'une  j 

équation  donnée,  pour  que  celle-ci  admette  une  racine  double.  | 

L^équation  étant,  sous  la  forme  homogène, 

(i)     o(x,y)z=Li^, 

on  a 

?  K^.y)  =  («1^  +  ^^y)  {a^x  +  b^y) . . .  (a^x  -h  ^,,,//). 

Supposons  que  l'équation  ^(x^\)zzo  admette  deux  racines 
égales  à  a  ;  on  a,  dans  ce  cas, 

(t*)     o{Xyy)^[x—xy)*Q, 

0  désignant  une  fonction  homogène  des  lettres  a;  et  y. 
L'identité  (2)  donne  d'ailleurs 

(?;  (a; ,  y)  =  2  {x  —  %y)  Q  +  (d?  —  ay)*0  ^ 
et 

0y{x,y)zEi  —  'à7.  (jr;  —  %y)  Q  +  (x-  —  ay)*  Q^. 

Les  équations  9^  iz:  o,  Çyrz  o  sont  donc  vérifiées  par  les  va- 
leurs X  —  a,  y  rz  1 .  Cette  propriété  importante  peut  s'énoncer 
ainsi  : 

Soit  f  (x)  zz  o  une  équation  qui,  rendue  homogène,  s'écrit 
r  (a; ,  y)  =  o  ;  si  x'  est  une  racine  double  de  f  {x)  iz  o,  a  est  une 
racine  simple  des  équations. 

La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie.  En  effet  soit  x  une 
racine  simple  des  équations 

?*(j?iO  =  «    et    Oy(x,i)  —  o. 

29 
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on  a,  diaprés  l'identité  d'Euler  (g  3o5) 

m^  {x ,  y)  :=  Xtf'^  (a? ,  y)  +  y?y  U ,  y)- 
Faisons  a;r=  a, y  =z  i,  on  a 

et,  par  suite,  /"(«)  =  «.  Ainsi  a  est  une  racine  de  réqualiou 
proposée.  Je  dis  qu'elle  est  racine  simple  de  Féquation  déri- 
vée, /*'(a?)  no. 

En  effet,  (pi  (a? .  y)  est  identique  à  f  (x),  quand  on  y  feil 
^  r:  I  ;  or  Ton  suppose  <p^(a,i)  :=  o  ;  on  peut  donc  dire  que  2 
est  une  racine  double  de  l'équation  f(x)  —  o  (g  3<j«j). 

Applieallon.  Exprimer  que  V équation 

admet  une  racine  double. 
On  a,  dans  cet  exemple, 

par  conséquent 


et 


',',{x,y):^nix"'''+pf'-'' 


oy  (aï ,  i/)  -:  (m  —  1  )pxf'  '  +  inqy'^   ' 


Si  nous  appliquons  le  théorème  que  nous  venons  d'établir, 
nous  obtenons  les  deux  équations 

(1)  ^/w?**"*  +  p  =:  o 

(2)  (rn  —  i)/>a?  -h  mq  z=.  o 

qui  ont  une   solution  commune.    L'équation  (-2)  n'admet 

d'autre  racine  que  le  nombre  —  ; ^  ;  par  suite,  la  con- 

^  \in  —  \)p 

dition  cherchée  est 
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OU 

Dans  le  cas  particulier  où  Ton  suppose  //*  —  IJ,  Téqualioii 
étant 

la  condition  (A)  devient 


>A')         (|)  +(?)■=... 


^lOV.  Remarque.  Ou  peut  tacilement  généraliser  le  priii- 
^•ipe  que  nous  venons  d'établir  {%  4o6),  et  montrer  que  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  équation 
f  (x)  —  0  admette  la  racine  a  à  la  multiplicité  p  sont 

r  (^jy)  désignant  la  fonction,  entière  et  homogène,  yV  (  -  j . 

On  voit  d*abord  que  ces  conditions  sont  nécessaires  eu  pre- 
nant successivement  les  dérivées  des  deux  membres  de  Ti- 
dentité 

Pour  reconnaître  qu'elles  sont  suffisantes,  on  peut  s'appuyer 
sur  l'identité 

qui  est  une  généralisation  du  théorème  d'Euler,  relatif  aux 
fonctions  homogènes. 

Cette  identité  peut  s'établir  de  bien  des  façons  différentes; 
ou  peut  notamment  la  déduire  du  Ihéorème  d'Euler,  de  la  ma- 
iiiùre  suivante. 
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Les  fonctions  <p'(a;,y),  <?' (a?,y)  étant  homogènes,  et  du 
degré  (m—  i),  on  a  d'après  le  théorème  d*Euler 

et 

On  tire  de  Va,  par  combinaison, 

(m-^  i)  (a;^;  -4-  y^'y)  =:  x*o^.  -h  2xy^lj^  -h  y%^ 
et,  par  suite 

m  (m  —  i)    ,     \       x^    »    ,  xy  »         y*    » 

Ceci  représente  l'identité  (H),  dans  le  cas  de  p  —  %,  On  ob- 
liendira  l'identité  (H),  elle-même,  en  supposant  que  la  pro- 
priété est  vraie  pour  les  dérivées  d'ordre  (/?  —  i),  et  en  mon- 
trant qu'elle  subsiste  pour  les  dérivées  d'ordre  p. 


EXERCICES. 

f .  En  désignant  par  ?  (a;,y)  une  forme  homogène,  (Vx  et  (Vy,  démontrer 
VidentHé  suivante  : 

V       /     /  /\      f  X*    ff       xy   H    ,    y*  m\ 


/a?'      //»         a?*y     m         y^x     •#         ^    -  \ 


•  •  •  • 


Ou  peut  déduire  cette  relatiou  des  identités 

W?  =:  X9^  +  yoy 
m  [m —  i)  a?*    u      xy    u        y*    „ 


1  .i  •  1.2-1      ■-'  1.2'*  I 
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et  de  Fégalité  connue 


m 


•i'"-  I  -wH — ;+  ... 

1.2 


iht  peut  aussi  l'établir,  directement,  au  moyen  de  la  formule  de  Taylor 

h  h* 

.  /f   /   ,  hk  u 


fn  y  faisant  hz=.x    kz=:i/, 
S.  Démontrer  que  si  l''é(f  nation 


jn    ,     A    _»J— 1 


admet  tieux  racines  égaies  à  ol,  on  a 

(i)     A,a"*-*  +  2A,a"*---h...-f-wA^=:o. 
On    considère    Téquation   aux  inverses,    laquelle  admet  deux   racines 


]    1 


égales  à-;  -est  donc  une  racine  de  l'équation 


a  a 


wA^a?"*"*  +  ...  A,  zzo; 
on  a  donc  bien  la  relation  (i). 

S.  Démontrer  que  si  a  est  une  racine  double  de  V équation  f  (x)  =0,  on 
«,  quelque  soit  >, 

'e  premier  terme  de  f  {x)  étant  j^\ 

L'équation  f  {x  +  X)  =  o  a  une  racine  double,  quel  que  soit  X  ;  on  déve- 
loppi»  f{x  +  X)  par  la  formule  deTayior  et  on  écrit  que  a  est  une  racine 
de  l'équation  dérivée. 
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TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS 


40S.  DéllniÉion  de  la  (ransffomiatlon.  Soit  f{x)  =:  n 
une  équation  donnée,  du  degré  m;  supposons  qu'une  quantité 
inconnue  y  soit  déterminée  par  la  relation 

(A)     \i{y,XtyX^,  ....r^J -o; 

X,,  a-,... ,  iTj^ désignant*  racines  particulières  de  réquation 

proposée.  Ces  quantités  y,  ainsi  définies,  peuvent  être  con- 
sidérées comme  les  racines  d'une  équation 

F  {y)  zr  o. 

Nous  dirons  que  F  [y)  zz  «  est  Téquation  transformée  de 
réquation  /  (x)  m  o  ;  (A)  est  la  formule  de  la  transformation. 

400.  De^^r^  de  réquation  transformée.  Si  la  formule 
de  transformation  renferme  k  racines  et  si  nous  la  supposons 
rationnelle,  entière,  et  du  degré  ^  en  y  ;  le  degré  |jl  de  l'équa- 
tion transformée  est,  généralement,  donné  par  la  formule 

;a  zr  /?  .  m  {m —  i) ...  {tn  —  k  -{-  »). 

Imaginons,  en  effet,  un  des  arrangements  kk  k  des  m  ra- 
cines de  réquation  f{x)zzo:k  cet  arrangement  correspon- 
dent g  valeurs  dey.  Le  nombre  total  des  valeurs  de  y  est  donc 
égal  à  q  fois  le  nombre  des  arrangements  des  m  racines  grou 
pées  khk;  il  est  donc  bien  donné  par  la  formule  précédente. 
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Ncius  examinerons  surtout^  dans  ce  qui  va  suivre,  le  cas  où 
^*  =  1 ,  et  celui  où  ib  =r  si  ;  mais  nous  ferons  observer  que  le 
problème  'général  peut  se  résoudre  et  que  cette  solution  dé- 
pend seulement  du  calcul  connu  des  fonctions  symétriques 
des  racines  de  l'équation  f{x)  m  o. 

Imaginons,  en  effet,  toutes  les  combinaisons, k\ik^  des  ra- 

*JU  a  ,    dU  •  ,     •  •  •     *JL/  I.    y 


L'équation  en  y 

a  pour  racines  les  nombres  cherchés,  sans  exception  et  sans 
répétition  ;  en  d'autres  termes,  (i)  est  Téquation  transfor- 
mée. Le  premier  membre  de  (i)  est  d'ailleurs  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  x^^x^^  ,,,x^^;  en  effectuant  le 

prodait  indiqué,  et  en  appliquant  les  formules  connues  pour 
le  calcul  des  fonctions  symétriques,  on  aura  donc  l'équation 
transformée.  On  remarquera,  ceci  est  une  conséquence  d'une 
propriété  précédemment  démontrée  (§378),  que  les  coeffi- 
cients de  la  transformée  sont  des  fonctions  rationnelles  de 
«•eux  delà  proposée. 

41 0.  Définitions  ^fénéraies.  Nous  adopterons  les  déno- 
minations suivantes:  la  transformation  èst: 

i^ d'ordre  Ar,  lorsque  la  formule  (A)  renferme  &  racines  ; 

iL^  rationnelle  y  lorsque  la  formule  (A)  est  Uy  — V,  Il  et  V 
étant  des  fonctions  entières  des  racines  ; 

y*  enUère^  lorsque  l'on  a  y  ir  ç(rr)  ;  ®(a?)  désignant  une 
fonction  entière  de  a?; 

f*»  homographique,  lorsque  la  relation  entre  x  et  y  est 

Axy  +ftr+Cy-i-D  =  o, 

A,  B,  C,  D  désignant  des  constantes.  Dans  tous  les  cas,  il  est 
entendu  que  la  formule  de  transformation  n'est  pas  décom- 
posable,  identiquement,  en  facteurs  rationnels. 
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411.  Théorème  I.  Dans  une  transformation  rationndk 
du  premier  ordre,  P équation  transformée  est  identique  aurml- 
tant  des  dev,x  équations. 

Soit 

(i)   A^)  =  o, 

l'équation  proposée  et 

la  formule  de  transformation.  Désignons  par  a;,,  x^.  .  x^  les 
m  racines  de  (i);  Téqualion  cherchée  est 

Nous  avons  vu  (g  389),  que  le  premier  membre  de  celle 
équation  est  identique  au  résultant  des  équations  (1)  et  (%, 
On  pourra  donc,  dans  ce  cas,  effectuer  la  transformation  par 
Tune  ou  l'autre  des  métfiodes  qui  ont  été  indiquées  (lecofl 
29),  pour  former  le  résultant  de  deux  équations. 

411 9. Théorème  11.  Une  transfonnation  entière ^  définit 
par  les  deux  équations 

f[x)  sz  o, 

f  [x)  étant  du  degré  m,  et  9  {x)  d'un  degré  p,  supérieur  ou  égal 
à  m-y  peut  toujours  être  ramenée  à  la  transformation 

f{x)  =  0 
y=zf]f{x) 

à  (x)y  désignant  une  fonction  entière,  dont  le  degré  est  infé- 
rieur à  m. 
Soit  posé 

On  a  donc 
par  suite 
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OU 

a;'"+*  zz  (A*  +  B)a/"-'  -f  (AB  +  C)  x"^^  +  ...  -h  AH . 

On  peut  ainsi  calculer,  de  proche  en  proche,  a?"*,  0?*^^  x*"^', 
...;les  expressions  de  ces  quantités  étant  des  fonctions  en- 
tières, du  degré  (m —  i),  en  x.  Il  résulte  de  cette  remarque 
que  y  y  qui  est  une  fonction  entière  de  x,  pourra  toujours 
s'exprimer  par  une  formule  ne  renfermant  aucune  puissance 
de  Xy  supérieure  à  (^ —  i). 

'<tl3.  Théor^ne  111.  Une  transformation  rationnelle  y  du 
premier  ordre^  définie  par  les  équations 

f(x)  -  o 
y.U-V-o, 

peut  toujours  être  ramenée  à  une  transformation  entière, 
toutes  les  fois  que  les  polynômes  V  et  f  {jx\  sont  premiei^s 
entre  eux. 

Les  polynômes  U  et  /"(a;),  étant  premiers  entre  eux,  on  sait 
[%  397),  qu'il  existe  deux  polynômes  entiers  jjl,  v,  tels  que  l'i- 
denlité 

jji/(a;)-f-vU=  i, 
soit  vérifiée.  On  a  donc 

V      vV 

ou  enfin 


(«)   y  = 


V  » 


t  —  \4  (x) 

Considérons  maintenant  la  transformation  entière  définie 
par  les  formules 

/•(a;)izo, 
.  (2)    Y  =  vV. 

En  appelant  d?,,  x,,  ...a?^,  les  m  racines  de  /'(a:)  =  o,  on 
a,  pour  y  et  Y,  dos  valeurs  correspondantes  y„  2/,. .  •  2/„,  ; 
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Yp  Y„  ...  Y,^  ;  d'ailleurs  les  égalités  (t)  et  (a),  donnenl 

I/équation  en  Y  est  donc  identique  à  Téquation  en  y  et  c'est 
ainsi  que  Ton  peut  ramener  la  transformation  fractionnaire, 
à  la  transformation  entière,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  di- 
viseur commun  à  /(a?)  et  à  U  ;  c'est  d'ailleurs  le  cas  général. 

411  il.  Théorème  IV.  Toute  transformation  entière^  telle 
(ftte  colle  qui  co7i*espond  au.x  équations    - 

(S)      y  zz  2X"''  +  l^x"^-  -h  ...  H-  A' 

peut  toujours  être  remplacée  par  une  transformation  fraction- 
naire  définie  par  les  devx  équations 

(ii)  V 

II  e^  V,  désignant  des  fonctions  entières  dont  les  degrés  ont  uh^ 
somme  égale  à  m;  Vun  de  ces  degrés  étant  d* ailleurs  arbitraire. 
On  a  en  effet 

xy  zz  a.r'"  4-  ga;*"""'  H-  ...  -h  A.r, 
ou 

et,  par  conséqueni, 

V. 


.V  = 


U/ 


1 


V,  étant  du  degré  m  —  i ,  et  \\  du  degré  i . 
On  a,  de  même, 

x^y  =  (fi  -f-  aA)  .t'"  -f-  . . .  -4-  llxr 
on 

(4;    x^yzzCp^ xA)  rAy""'  -f-  ...  -f-  H)  4-  ...  -h  «Ha*. 
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Le  second  membre  de  cette  égalité  est,  généralement,  un 
lolynôme  du  degré  (m  —  i)  en  x.  Mais  on  a 

•'  — —  •/  •  •  •  — 

Substituons  cette  valeur  de  ;r***~',  dans  (î)  et  nous  avons 

\\  désignant  une  fonction  entière  du  degré  (m-—  »),  et  U,  un 
trinôme  de  second  degré.  Le  raisonnement  précédent  peut 
être  poursuivi  indéfiniment;  le  théorème  en  question  est 
donc  établi. 

411&.  Théorème.  Lorsque  l'équation  qu^on  transforme 
^^^i  du  troisième  degré,  une  transformation  entièrCy  du  pre- 
mier of'dre,  petU  toujours  (^tre  remplacée  par  vne  transforma- 
Won  homographique. 
Soit 

f[x)  —  x'  —  ax*  —  hx  —  c  —  <», 
Véquation  proposée,  et 

(i)     y  =  ;?i.r* -h  ?u' +  y^ 

la  formule  de  transformation. 
On  a  d'abord 

(2)    xy  n  m  {ax^  -h  bx-j-  r)  -f-  nx'  -h  px. 

Si  Ton  a  ma  +  w  =:  »,  la  formule  précédente  est  celle  d'une 
Vransformation  homographique  ;  si  Ton  suppose  au  contraire 
wa-f- w;2f  o,  on  peut  éliminer  x*  entre  (1)  et  {9.),  et  la  relation 
finale,  entre  x  et  y,  est  homographique. 

416.  Remarque.  L'avantage  de  la  transformation  homo- 
graphique ressort  de  Ja  remarque  suivante.  La  relation 

\xp  -f-  Bx  +  Cy  -+-  D  r:  n 
donne 

'^  \y-h\r 
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réquaiion  transformée  s'obtient  donc  immédiatement  en  écri- 
vant la  relation 

411V.  Transffonnatioiis  rationnelles  du  occnnd  er- 
dre.  Ces  transformations  sont  définies  par  les  trois  équations 

(i)     f{x,)z=:o, 
(-0     fW  =  o, 

La  transformée  est  du  degré ,  et  peut  s'obtenir  par 

la  méthode  générale  indiquée  plus  haut  (§  409)-  Dans  la  pra- 
tique, et  pour  éviter  le  calcul,  ordinairement  pénible,  des 
fonctions  symétriques,  on  cherche  la  transformée  en  élimi- 
nant Xi  etx,,  entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3).  On  obtieni 
ainsi  une  équation  R  (y)  =  o  qui,  après  une  simplification  que 
nous  allons  signaler,  représente,  en  général,  Féquation  cher- 
chée. 

La  nécessité  de  la  simplification  dont  nous  voulons  parler 
tient  à  la  présence,  dans  l'équation  R  {y)  =  o,  des  facteurs 


dont  le  produit  6,  donne  une  fonction  symétrique  des  racines 
de  réquation  donnée  f{x)  zz.  0.  Il  résulte  de  là  que  R  (y)  est 
décomposable  en  deux  facteurs  rationnels  et  que  réquation 

cherchée  est  (— ^)  —  »>  ou  une  équation  d'un  degré  infé- 

rieur  S  (y)  z=  o  ;  S  (y)  désignant  un  certain  diviseur  de  I  — j- 1 

On  évite  Tintroduction  du  fecteur  6,  en  remplaçant  Tune  des 
équations  (i)  ou  (2),  par  la  combinaison 

/f(x,)^r{x,)\  _  ^^ 

\       X^'-X^       )        "' 


TIUNSFOUMATION  DES  ÉQUATIONS  ÎGl 

e  premier  membre  de  celte  équation  représentant  une  diol- 
non  effectuée. 

Nous  devons  faire  remarquer  ici  que  la  méthode  que  nous 
venons  d'indiquer,  pour  obtenir  la  transformée  par  Télimi- 
nation  des  lettres  a?,  et  .c„  ne  donne  pas  toujours  cette  trans- 
formée. Gomme  nous  l'avons  obnervé  tout  à  Theure,  le 
premier  membre  de  Téquation  cherchée  peut,  dans  certains 
cas,  ètfe  un  diviseur  du  premier  membre  de  Téquation  ob- 
tenue. Ceci  tient  à  ce  que  Ton  ne  sait  pas,  en  général,  éliminer 
deux  paramètres,  entre  trois  équations,  avec  la  certitude  de 
ne  pas  introduire  (/e^  facteurs  étrangers. 

Lorsqu'on  emploie  la  méthode  par  élimination,  on  doit 
toujours  s'assurer  que  le  résultat  obtenu  n'est  pas  d'un  degré 
supérieur  à  celui  que  l'on  peut  calculer,  à  priori,  d'après  la 
formule  de  transformation.  Ce  degré  est  w  (m—  i),  dans  le 

cas  général  ;  il  n'est  plus  que  — ^ lorsque  la   transfor- 

inalion  est  entière  et  symétrique  ;  c'est-à-dire  lorsquelle  est 
définie  par  la  formule 

\a  fonction  entière  ?,  étant  symétrique  par  rapport  aux  lettres 
jr,  et  .c,. 

Applleations. 

ÉQUATION   AUX   CARRÉS   DES   DIFFÉRENCES. 

418.  Equation  aux  sommes  deux  A  deux.  Cette  trans- 
formation est  définie  par  la  formule 

(1)    y=x'-hx% 

'«'eta;*étantdeuxracinesquelconquesderéqualion/*(j;)  zz  o. 
Considérons  seulement  le  cas  où  f{x)  r  0  est  une  équation 
du  troisième  degré  ;  et  soit 

f(x)  =  x^  -hpx'  -h  qx  -f-  r. 
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Désignons  par  x  la  troisième  racine  de  réquation  /"  (xj  =  n: 
on  a 

X  -^x'  -f-  df  =z  — p 

el,  par  conséquent, 

y  —  —p  —  x. 

La  transformation  proposée  se  trouve  ainsi  ramenée  au  pre- 
mier ordre  ;  Téquation  transformée  est 

^19.  Remarque.  La  transformation  des  équations  per- 
met, dans  certains  cas^  de  calculer  commodément  certaines 
fonctions  symétriques  des  racines  d'une  équation  donnée. 
Ainsi,  de  Téquation  que  nous  venons  d'obtenir,  et  de  proprié- 
lés  connues,  on  déduit  immédiatement  qu'en  désignant  par 
(iy  hy  r,  les  racines  de  Téquation 


(m  a 


el  aussi 


x^  -hpx*  -f-  qx  -h  ^'  —  «» 


{/(  -f-  0)  {a  +  c)  [b  -h  c)  :iz  r  —  pq  ; 


1      ^P'^fl 


a-hb      b-hc      c-j-a      r — pq 

i?tO.  ÉquatioD  aux  carréas  des  dillérencses.  Soieul 
x'  et  x\  deux  racines  quelconques  de  Téquation  f  {Xj  —  o;  si 
nous  posons  y  :=l[x'  ^  x^)*,  Téqualion  en  y,  F  (y)  —  o,  que 
Ton  obtient  par  celte  transformation  est  dite  équation  aux 
carrés  des  différences.  L'importance  de  celte  équation  résulte 
du  théorème  suivant  : 

Théorème.  Pour  qu'une  équation  f{x)  =  o  ail  toutes  m 
racines  réelles,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Véquntion  au 
carrés  des  différences  soit  complète^  et  n'offre  que  des  mm- 
fions. 

On  voit  d'abord  facilement  que  si  l'équation  /*(it;):::oa 
toutes  ses  racines  i-éelles  ;  F  (//)  :=  o  est  une  équation  coniplèlt'i 
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qui  n'offre  que  des  variations.  En  effet  soient  a,  by  deux 
racines  de  Téquation  /'(a;)iro,  la  quantité  positive  (a  —  h)\ 
est  alors  une  racine  de  Téquation  F  (j/)  =  o.  Si  nous  désignons 
par  a,  6,7,...  les  racines  de  celte  équation,  et  par  |x  son  de- 
gré, on  a 

F(y)  =  (y-a)(2/-ê)(y-Y)-..; 
ou 


Les  nombres  x,  6,  y?  •••  étant  tous  positifs,  on  voit  que  les 
expressions  Sa,  £a$,  ...  sont  des  sommes  de  quantités  posi- 
tives :  ceci  montre  bien  que  Téquation 

y^  —  i^Jfyf"-'  +  SaSyl*--^ ...  zi  o, 

est  complète,  et  n'offre  que  des  variations. 

Je  dis  maintenant  que  réciproquement  :  si  F  (y)  —  o  est 
une  équation  complète,  et  si  elle  n'offre  que  des  variations, 
équation  f(x)  —  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 

En  effet  l'équation  f{x)  zz  o  ayant  ses  coefficients  réels  ne 
\)eut  avoir  une  racine  de  la  forme  a  4-  6t,  sans  admettre  aussi 
la  racine  conjuguée  a  ~ê/.  Parmi  les  différences  des  racines, 
combinées  deux  à  deux,  se  trouve  en  particulier  la  suivante 

(Ufférence  qui  est  égale  2^^  ;  par  suite,  —  4^'  est  une  racine 
de  réquation  F  (y)  —  o.  Or  Téquation  F  (  —  y)  =  o  n'offre  que 
des  permanences  si  nous  supposons  que  F  (^)  1=  u  est  une 
équation  complète  n'offrant  que  des  variations  ;  il  est  donc 
impossible  que  F  (y)  r=  o  admette  une  racine  négative,  telle 
que  — î^*. 

491 .  Exprimer  qu*une  équation  a  une  racine  double. 

Nous  avons  déjà  répondu  à  cette  question  (§  io5);  mais  nous 
voulons  montrer  qu'elle  peut  aussi  être  résolue  par  le  moyen 
lie  réquation  aux  carrés  des  différences.  On  remarque  en 
effet  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  té- 
qnatiun   f(x)zzn  ail  une  racine  double,   est  que  V équation 
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aux  carrés  des  difféi*ences  F  (y)  ir  «,  ail  son  terme  tout  connu 
égal  à  zéro. 

Nous  allons  indiquer  ici  un  moyen  de  calculer  ce  tenne. 

Soient  a;,,  a;,, ...  o?^  ;  les  m  racines  de  Téquation  f  [x)-=zo  : 

X,,  X,, ...  X„^_, ,  celles  de  Téqualion  r (^)  =  «• 
Un  a, 

f(x)  =  (X  —  X^)  (X  -  X^  ...  (iT  -  xj, 

et 

r  [x)  =  ma;'""*  +  ...  =  m  (a:  —  X,)  (a;—  X.) ...  {x  —  X^_,). 

On  a,  d'autre  part, 

p  {x)^^{X'- xj ...  (a?  —  xj, 
et,  par  suite, 

/   (^1  )  ^^  (^1        X^t  ...  [Xi  —  x^^^), 
/    (X^)  —  {x^       X^)  ...  (x,  —  ^-«)> 


• 


Multiplions  ces  égalités,  nous  avons  : 

r(x,)r  (^,)  -r  (^,j = ±  i^,  -  x,y  {x,  -  x," . .  k.  -x^_,)'. 

Mais  on  a  aussi 

r  {X,)  r{x,)...r  [xj  -  nr  {x,  -  x.) .;«,  -  x.) ...  (x,  -x^,) 

(J7,  —  X,)(a?,      Xj    ...  (a?,  —  X^_j) 


ou  encore 

r(x,)r{x,)...r{xj--  ±m"'(X,--a;.)(X,--a:,)...(X.-  xJ 

(X.-x.)(X.-x.)...(X,--xJ 


On  a  donc,  finalement, 

±(ar.-a:.)^a;.-a.V^..K-a;,,.,)'-mY(X.)AX.)..AX_^). 
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Dans  celle  égalité  le  premier  membre  représente  le  lerme 
tout  connu  de  l'équation  aux  carrés  des  différences;  le  se- 
cond membre  est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  Té- 
quation  dérivée  ;  fonction  qui  peut  s'exprimer,  rationnelle- 
ment, au  moyen  des  coefficients  de  Téquation  proposée. 

Le  terme  tout  connu  de  Téquation  aux  carrés  des  différences 
présente  un  intérêt  particulier  dans  le  cas  où  1  équation 
f{jc)  =  o  est  du  troisième  degré  ;  nous  allons  en  donner  le 
motif. 


>.  Théorème.    Pour  qu'une   équation  du   tromèine 
degré  ait  ses  trois  racines  réellesy  il  est  nécessaire  et  suffisant^ 
que  le  terme  tout  connu  de  Véquation  aux  cannés  des  diffé- 
rences ait  un  signe  contraire  à  celui  du  premier  terme. 
Soit  (i)  /'[x)-=z  u,  réqualion  proposée  et  soit 

l'équation  aux  carrés  des  différences;  nous  allons  montrer 
que  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour  que  réqualion 
f{x):=.o  ait  ses  trois  racines  réelles,  est  exprimée  par  Tiné- 

galité  V  <  0. 

Il  est  d*abord  évident  que  Ton  a  y  <  «  lorsque  les  racines 
de  réqualion  donnée  sont  réelles;  car  en  appelant  y^  y^  y^  les 
racines  de Téquation  (a),  on  a  y,  y,  y,  zz  —  y  >  d'ailleurs  y,,  y, 
et  y^  sont  des  nombres  positifs,  on  a  donc  bien  y  <  ^' 

Supposons  maintenant  que  Téquation  (i)  ait  deux  racines 
imaginaires  ;  soient 

x'y    a  -{-  bi,    a  — -  bi, 

les  trois  racines  de  cette  équation  ; 

(x'  — a-6*)S    {x' -- a -{- bi)\    {M)\ 

sont  les  racines  de  (a).  On  a  donc 


Y=:~(26/r{(.i;'--a/4-<'*)', 


3fi 


466  TRENTE  ET  UNIEME  LEÇON 

OU 


vz=-h46^{(^'-ay+6f 


Ainsi;  dans  le  cas  des  racines  imaginaires  on  a  v  >  o.  De  ces 
remarques,  on  déduit  le  théorème  énoncé. 

4193.  Équation   aux  dUiérenees.   Prenons  réquation 
réduite  du  troisième  degré 

et  proposons-nous  de  transformer  cette  équation  par  la  for- 
mule 

y  iz  j:'  —  x" . 

Le  calcul  peut  être  dirigé  de  la  manière  suivante. 
Des  relations 

fia')  —  x"-\-py  +  (/  —  «, 

on  déduit 

On  a  d'ailleurs 

et,  par  suite,  en  combinant  (i)  et  (2), 

et  aussi 

A      .5  \^x'^  4-  o;  *)zzy  —  2p. 

De  ces  deux  égalités^  on  déduit  la  suivante 

on  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  a*,  la  troisième  racine, 

X  -h  x'  +  .r*^  —  0 
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el,  par  conséquent,  d'après  (5), 

(A)'    f/  +  :}x'-{-ipzzo, 
d'autre  part,  l'égalité  (3)  et  la  relation  x  x'x':^  —  y,  donnent 

(B)    '^-p^i/\ 

Entre  (A)  et  (B)  éliminons  x,  on  a 

ou  enfin 

(C)    y^  4-  ^pt/  +  \)pY -+-  îy/  -h  '^.7(f  =  0. 

4^J.  Remarque.  L'équation  aux  différences  est  du  de- 
Î5rém  (m  —  i);  mais,  pour  une  raison  évidente,  elle  présente 
la  particularité  de  n'avoir  aucune  puissance  impaire  de;2^.  En 
posant  y-  z=  j,  Téquation  en  z  est  précisément  l'équation  aux 
carrés  des  différences.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus 
haut  (g  4a  1  et  4^2),  il  résulte  de  (C),  que  V équation 

x^-\-px  -hq  —  «», 
l'a  une  racine  double  quand  on  a 

4//-l-i7^*  =  o, 
2'  qu'elle  a  aes  trois  racines  réelles  quand  on  suppose 

4y/+'i77*<«», 
«i  seulement  dans  cette  hypothèse. 

495.  Équation  uujl  produli4»  deux  à  deux.  Dans  le 
cas  du  troisième  degré,  Téqualion  proposée  étant 

X"  -hpx'  +  qx  -+-/•  —  ", 
la  fonimle  de  transformation, 

y  =  x'x% 

donne 

xyzz-^  r. 
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Par  suile,  Téquation  transformée  est 

Ea  général,  le  degré  de  la  transformée  est  — ^-; — ^. 

498.  Équation  aux  quotients  deux  à  deux .  Considé- 
rons réquatiou  du  troisième  degré,  privée  du  second  terme, 

et  proposons-nous  de  transformer  cette  équation,  en  prenant 
pour  formule  de  transformation,  la  relation 

y  —  -Tr 

X 

On  remarquera,  d'une  façon  générale,  que  dans  cette  trans- 
formation, l'équation  obtenue  Y{y)zzo  ne  peut  pas  a?oirIa 

x' 
racine -7,,  sans  admettre  aussi,  pour  racine,  la  quantité  in- 

X 

x" 
verse  — .  Nous  nous  occuperons,  dans  la  prochaine  leçon,  de 

ces  équations  remarquables,  équations  que  nous  nommerons 
réciproques  et  qui  jouissent  de  la  propriété  d'admettre  simul- 

tanément  les  racines  a  et-.  Pour  le  moment,  nous  voulons 

a 

seulement  faire  remarquer  qu'en  posant 

_  x^     xf' 

réquation  en  z  ne  peut  être  que  du  troisième  degré,  si  l'équa- 
tion f[x)  zz  0,  qu'on  transforme,  est  elle-même  du  troisième 

degré.  Généralement,  le  nombre  des  valeurs  de  z  est  — ^^ — -' 

si  f{x)  zr,  o  est  du  degré  m.  On  doit  aussi  observer,  qu'après 
avoir  calculé  la  transformée  enz^  on  obtiendra  la  transformée 

en  y  en  remplaçant,  dans  la  première,  2  par  y  +  -• 
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Appliquons  cette  remarque  à  Téquation  (i)>  el  cherchons 
d*abord  la  transformée  en  z. 
On  a 


y  zz ■ • 

En  désignant  par  x  la  troisième  racine,  Pt  en  tenant  compte 
des  relations 

xzz  —  x'  —  x"  ; 
a;'a/'  =  — ?. 


on  obtient 


X 


z  zz ^ 


OU  encore 


^^P^  —  Q 


De  cette  formule  de  transformation  on  déduit 
Véquation  en  2;  est  donc    • 

La  transformée  en  y  s'obtient,  comme  nous  l'avons  rema  rqué 
tout  à  l'heure,  en  remplaçant  z  par  y  -h  -;  cette  transformée  est 
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EXBRCIOBS 


i    Démontrer  qtw  */  Von  considère  l'équation  générale  du  tcoiîième  degré, 

.r  -h  px*  -h  qx  -4-  r  zi  o, 

i  équation  aux  cannés  des  différmce»  est 

y'  —  9.  (p*  —  :\q)  y' -f- ( p'  —  3^/ y  4-  iq'  -4-  vr' 

et  vérifier  que  les  deux  inégalité» 

P*  —  ^  >  ", 

iq*  +  î-r*  +  p  (4i>*/'  —  <  B^r  — />^*)  >  », 

rentrent  lune  dans  t'aub^e. 
S.  Transformer  l'équation 

x'^-hpx*  -^  qx  ~h  r  ::z  it 

par  la  formule 

yz=.a*  —  hc\ 

r/,  //,  r,  désignant  les  trois  racines  de  Véquation  proposée, 
Dé.duir€f  du  résultat  obtenu^  la  résolution  de  Véquation  du  troisiètne  degré. 

dans  le  ms  particulier  où  Vunc  des  racines  est  moyenne  géométrique  entrf 

les  deux  autt*es. 
On  trouvera  d'abord  que  la  transronnatioD  osl  homographiqnp  ot  qu'elle 

correspond  ii  la  forroulo 

yzz^ipx-hq), 
Lo  résultat  est 

y* —  fi  P''  —  H)  —  Q  iP'  -  ^)  y  -hq'  —  p'rzzo. 
9.  Transformer  Véquation  générale  du  troisième  degri^  par  A/  formula 

y  rza*  -h  bc. 
Lf»!*  notMions  précédentes  étant  conservée»,  on  trouve 
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4.  On  fit  in  n  fi  rfitfuatian 

et^  en  désignant  par  a,  A,  e  sps  trois  racines^  on  propose  de  la  transfor» 
rnêr  par  la  formule 

y*  —  ahy'\-cz=.o. 
On  remarque  d'abord  qne  Téquation  cherchée  est 

En  déTeloppant  ce  produit,  et  en  tenant  compte  des  relation?  connues 
entrr  Ips  coefficient»  et  les  racines,  on  trouve 

y*  — py'  —  ^ (?  +  ^) u' -^ p i'^'9  +  «  )y''  —p^y  —  q^o. 

%.  Transformer  Véqvalion 
par  la  ftvnnule 

yiza*b-h  h*c  -4-  c'a  ; 

a,  h,  r,  désignant  les  trois  racines  de  Véquation  proposée  (Todhuuler). 

On  peat  r/^sondre  cette  question  en  remarquant  que  y  admet  seulement 
deux  valeurs:  en  appelant  celles-ci  y*  et  y^  on  observe  que  y'-\-y'^  et  ?/'  y" 
sont  des  fonctions  sym^'triques  des  lettres  a,  h,  r. 

1>»  ri'snltnl  est 

y*  +  27>V  +p*— pr  —  iq'  -  "• 

••  Transformer  Inéquation 

(0     x''-hpx-\-qzi:i\ 
pnr  la  formule 

y*  —  a*y  +  a  =  o 

«  étant  une  racine  quelconque  de  l'équation  (i). 
L'ôqnation  cherch^^e  ps^t 

{y*  —  a'y  +  a) {y'  ~  fry  -+-  b) {y'  -  ry  +  c)  zz  o. 

On  trouve  finalement 

y'  +  9.py'-^pY  —  q{q-^ :»)y' -hy> [^  —  q)y'  -  q^ «. 
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H.  Transformer^  au  mogen  d'un  déterminant,  t équation  /"(a-jiro;  lafur- 

mxde  de  iransfonnation  étant  y  =  xP,  et  p  désignant  un  nombre  entier. 
On  remarquera  que  Ton  a 

oiy  de  même 

x^ -ziy     x*^  zzxy  y     ...     x'^     zzsr    y\ 
et  ainsi  d«>  suite.  On  applique  ces  formules  aux  équations 

f{x)  ■=.  o,     xf{j')  =:  «,     ...     x^'  y  ;.r)  zz  o  ; 

kA  après  avoir  posé  j<»=  Xo.t»  =r  X,,  ...  .i-'*"    ~\«|'^''  *  finalement  de* 
équations  linéaires  et  homogènes. 
8.  Transformer  V équation 

(i  )     .r'  -{~px'  ^  ^x  -h  r  —  o, 
;mr  la  fonnule 

«,  A,  c,  désignant  les  troia  racines  de  (i) 
On  trouve 

+  (^'  +  i^)  (»'*  -h  r/>  H-  ^)  —  r  =  o. 

•  .  Transformer  Véquatton 

X*  -f- pj;*  -j-  ^j?  -h  r  zz  0, 
par  la  formule 

y  —  X-^-. 
X 

Le  résultat  est 

ry'  -h  y*  (^  ■+-P')+y  (p—^r-hpg  +  rç^)  -h  (p— r)'+(^-i)*^»- 

On  peut  déduire  de  cette  équation  diverses  conséquences;  parmi  elie^, 
nous  signalerons  IMdentité  suivante  : 

(a*+  i  )  (**-f- 1  )  (c*  +  i  )  s  (a-^b-hc  —  abc)'  -h  (aô  -f  oc + 6e;  - 1 1 

iO.  Qu'arrive-t'il  pour  Véquation  aux  quotients  deiur  n  deur.  quand  k 
proposée  a  une  racine  double  ? 
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Si  f{x)  =  o  a  deux  racinos  6galo9  x\  a^;  los  quolicntt*  '—  ot  —  devien- 

ueni  égaux  à  l'unité  ;  la  transforma  3  aux  quotients  deux  à  deux  a  donc 
deux  racines  égales  k  Tunité. 

Si  dans  les  équations  en  z  et  en  y  (§  /|j6),  on  fait  y  =:  1  ou  ^  =  i  on  trouve 

4p'-|-'î7^':=:o. 

CeBt  bien  la  condition  trouvéu  plus  haut  (^  4=^1^  pour  exprimer  que 
réqoation  a^-f-pjr  +  7  —  *^*  '^"®  racine  double . 

Généralement,  si  l'équation  /"  (jr)  1=  o,  a  |i  racines  rgales,  In  transformée 
aux  quotients  a  |i  ({i  —  1  )  racines  éf<alcs  à  Tunité . 
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ABAISSEMENT      DES     ÉQUATIONS 


4199.  Définition.  Lorsque  le  premier  membre  d'une  équa- 
tion f[x)  zz  0,  peut  être  décomposé  identiquement  en  facteurs 
rationnels,  de  telle  sorte  que  Ton  ail 

la  résolution  de  cette  équation  est  ramenée  à  celle  des  équa- 
tions d'un  degré  plus  simple, 

(2)     9  {X)  zz  o,    'b  {x)  =0,  ...  X  {x)  =:  o. 

Nous  exprimerons  ce  fait  en  disant  qu'on  a  abaissé  Téqua- 
tion  donnée. 

Cet  abaissement  des  équations  se  produit  dans  plusieurs 
circonstances  et  notamment,  comme  nous  allons  le  recon- 
naître, quand  il  exista  entre  les  racines  de  Téqualion  propo 
sée,  une,  ou  plusieurs  relations  connues. 

Les  équations  (2)  ont  des  degrés  respectifs  a,  .3,  ...a  qui 
vérifient  la  relation 

7/1  désignant  le  degré  de  l'équation  donnée.  Ces  nombres, 
a,^, ...  A  définissent  rabaissement  dont  cette  équation  est 
susceptible. 

4MH.  Théorème.  Lorsque  deux  racines  particulières  x\ 
x"  de  r équation  f{x)  iz  o  dv  degré  m,  vérifient  la  relation 
;j.  {x\  x"  ):=:(>;  V équation  peut  être  ahainfiée  ;  sa  résolution  étant 
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ramenée  ù  cello^i  de  deicx  équatiom  du  premier  degrés  d'une 
part;  et  à  celle  dune  équation  du  degré  (m  —  2),  d'autre  part. 
Nous  supposons  que  les  trois  relations 

-i.     f(x')-i^,    (2)    /•(x'"ji=o,     Ci)    ;j.(a;',a;")=:o; 

sont  vérifiées;  on  peut  dire  d'après  cela  que  les  deux  équa- 
tions 

ont  une  solution  commune,  x:=.x'\  par  suite  le  résultant  de 
ces  équations  est  nul. 
Soit  R  {af),  ce  résultant  :  les  deux  équations 

fix)  =  o,     R  ix)  =  c», 

ont  unesolution  commune,  x  =  x" .  II  existe  donc  un  poly- 
nôme D  {x)  divisant  exactement  f{x)  et  R(ir).  Ce  diviseur  com- 
mun étant  calculé  par  la  méthode  connue  (§396),  en  désignant 

fix^ 
par  0  {x)  le  quotient  y—r-^ ,  on  a 

Nous  avons  ainsi  établi  que  Téquation  proposée  est  suscep- 
tible d^abaissement;  mais  il  nous  reste  à  définir  cet  abaisse- 
ment. 

Nous  supposons  que  la  relation  (3)  n*est  vérifiée  que  par 
deux  racines  particulières.  Il  résulte  de  cette  hypothèse  que 
si  Ton  suppose  que  x"  est  un  nombre  donné  il  n'y  a  qu'un 
aeul  nombre  x'  vérifiant  les  égalités  (i),  (2)  et  (3).  Le  rai- 
sonnement précédent  et  les  calculs  que  nous  avons  indi- 
qués conduisent  donc  à  un  polynôme  D  {x)  du  premier 
degré. 

D'ailleurs  les  équations 

R(.r)-  (),     Q(j)zzo, 

admettent  une  racine  commune  x  ~x"  ;  les  polynômes  H  {x), 
Q  {x)y  admettent  donc  un  diviseur  commun  E  U;,  et  Ton  peut 
poser 

'Q{x)^E{x)Q,(x), 
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On  voil,  en  raisonnant  comme  nous  Pavons  fait  loul  à 
rheupe,  que  E  (.r)  est  nécesairement  du  premier  degré  en  jr 
et  Ton  a  finalement 

D  (x)  et  E  (.r)  sont  du  premier  degré,  par  suite  Qi  (J^)  du  de^ 
(m  —  :>.). 

499.  Remarque  I.  Si  la  relation  {x  (x'x")  i=  o  est  symé- 
trique par  rapport  aux  lettres  x'  eix\  Téquation  qui  fournil 
x '  doit  donner  aussi  x\  Dans  ce  cas  particulier,  rabaisse- 
ment obtenu  par  la  méthode  précédente  est  défini  par  deux 
équations  rationnelles  dont  les  degrés  sont  2  et  (m  —  2}. 

430.  Remarque  II.  Lorsque  la  relation  9  {x\  or")  =  0  est 
vérifiée  pour  p  groupes  de  racines  combinées  convenable- 
ment deux  à  deux,  le  raisonnement  que  nous  venons  de  6ire 
conduit  aux  conclusions  suivantes  : 

1*»  Si  li.  {x%  x")  n'est  pas  une  fonction  symétrique  des  lettres 
x',  x\  l'abaissement  est  défini  par  deux  équations  du  degré 
p  et  une  troisième  équation  du  degré  m  —  2  jt?. 

2°  Si  iJL  (./•',  .7")  est  une  fonction  symétrique  des  lettres  a:' x, 
l'abaissement  est  défini  par  deux  équations  seulement;  l'une 
du  degré  2  /?,  l'autre  du  degré  m  —  2;;. 

De  cette  dernière  remarque  on  conclut  qu'il  n'y  a  pas  abais- 
sement effectif,  dans  le  cas  où  la  relation  jx(.r',iif}  :ro  est 
symétrique,  et  a  lieu  pour  p  groupes  de  racines,  associées 
deux  à  deux;  Téquation  proposée  étant  du  degré  2;). 

431.  Théorème.  Si  trois  racines  particulières  x^x' .x" 
cVune  équation  du  degré  m,  f  [x)  =  0,  vérifient  la  relation 
\h  (.c',  y,  x'")z=.i)fOn  peut  abaisser  Véquntion;  les  abaisse- 
ments  étante  généralement^  définis  par  les  tableaux  suivants: 

(1,  1,  i,m  —  3),  ou(i.  2,  w  —  3).  ou  enfin  (3,  w  — 3). 

On  a,  par  hypothèse, 

(i)/-(x')=o,     (2)/*(y'):ro,     (3)/'(.Oi=o,     (f);x(.r',x%a;'')-ro. 
Éliminons  x'  et  x"  entre  les  équations  (i),  (2)  et  (4).  On 
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oblieni,  entre  les  coefîicieQls  donnés  et  la  racine  x"  une  rela- 
tion que  nous  désignerons  par  R(a;'")  -=.  o. 
Considérons  maintenant  les  deux  équations 

f{x)  —  o,       Il  (x)  n  o  ; 

elles  admettent  une  racine  commune  x  zi  jf  :  par  suite,  les 
deux  polynômes  f  {x)  et  R  {x)  admettent  un  diviseur  commun 
D  (.r)  et  Ton  a 

f[x)^D{x)Q{x). 

D  (.r)  est,  généralement,  un  polynôme  du  premier  degré,  si 
la  forme  v-ix-'y  x\x"')  n'admet  aucune  symétrie,  comme  nous 
\e  supposerons  d'abord.  Dans  cette  hypothèse  on  peut  trou- 
ver deux  autres  facteurs  rationnels  du  premier  degré  au 
polynôme  f{x)y  en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  polynômes 

nx),    et    iiix). 
On  remarquera  d*ailleurs  que  Ton  a  les  relations 

/•(.r')zio,       Q(a;')  =  o; 
et  aussi  les  suivantes 

D'après  cela  il  existe  aux  polynômis  f{x)  et  Q  {x)  un  divi- 
seur commun  qui  est,  généralement,  du  second  degré.  Ce  divi- 
seur est  d'ailleurs  décomposable  en  facteurs  rationnels  du 
premier  degré,  puisque  les  racines  a:',  a;"  peuvent  être  obte- 
nues, comme  la  racine  a;"',  par  des  équations  rationnelles  du 
premier  degré.  Dans  ce  cas,  l'abaissement  est  défini  par  les 
nombres  i,  i,  i  et  (w  —  3). 

Lorsque  la  forme  \l  (x',  x'^  ,  x'^^)  est  symétrique  par  rapport 
aux  lettres  x'  et  x"y  Téquation  du  second  degré,  dont  nous 
parlons  ici,  ne  sera  plus,  en  général,  décomposable  en  facteurs 
rationnels,  et  l'abaissement  est  défini  parles  nombres  i,  ^  et 
[m-    a). 
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Enfin  si  la  forme  ;j.  (x*',  a",  ut-')  est  symétrique  par  rapport 
aux  trois  lettres  x',  x\  x'" \  le  calculindiqué  conduit, généra- 
lement, à  une  équation  de  troisième  degré  dont  les  raciae^ 
sont,  précisément,  les  nombres  x'^  x"  et  x'".  Dans  cette  hypo- 
thèse, rabaissement  est  défini  par  les  nombres  3  et  (m  —  3). 


EyUATIONS    RECIPROQUES 

ABit,  Définition  des  éq^iations  réciproques.  On  peul 

encore  abaisser  une  équation  lorsque,  comme  dans  les  cas 
que  nous  allons  examiner,  les  coefficients  de  cette  équation 
présentent  certaines  particularités.  Nous  avons  déjà  donné 
leçon  i3)  des  exemples  de  cette  sorte  d'abaissement  lors- 
que nous  avons  ramené  la  résolution  d'une  équation  du  qua 
Irième  degré,  à  celles  d'équation  du  second  degré.  Nous  avons 
cité,  à  ce  propos,  les  équations  réciproques  du  quatrième 
degré  comme  étant  des  équations  quadratiques.  Nous  reve- 
nons ici  sur  ce  sujet  pour  examiner  maintenant  les  équations 
réciproques  d'un  degré  quelconque  :  nous  définirons  d'abonl 
ces  équations  remarquables.  Soit  f{x\  -n  o,  l'équation  pro- 
posée ;  nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  que  +  i  et 
—  1  ne  sont  pas  des  racines  de  cette  équation  ;  s'il  en  était 
autrement,  si  l'on  avait  /"(i)  —  o,  ou  /*(—  i ):-<>,  on  commen- 
cerait par  débarrasser  f[x)  des  facteurs  (x  —  i)  ou  (a* -h  »)• 
qui  seraient  diviseurs  de  ce  polynôme. 

Cette  réserve  étant  faite,  nous  nommerons  équation  réci- 
proque celle  qui  a  le^s  mêmes  rurineti  que  l'équation  aux  in- 
verses. 

Les  deux  équatiojis 


nx=o,  ri^j=o, 


ayant  les  mêmes  racines,  m  étant  le  degré  de  f{x),  on  doit 
donc  avoir 


(1)     /■(^•.  =  U'-/-^-^) 
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Nous  ferons  d'ailleurs  remarquer  que  Ton  a  >  —  i .  En  effet 
ridentilé  précédente  donne  pour  x:=zi,  Tégalilé 

et  comme  Ton  suppose  /"(i)  ;zf  o,  on  a  bien  X  z=  i. 

^A33.  Théorème*  Le  degré  d'une  équation  réciproque  est 
toujours  un  nombre  pair. 

L'identité  (  i  )  donne 

ou 

.     \     f  '  in 

1  ZZA^  — i;    . 

Mais  on  a  prouvé  que  a  était  égal  à  Tunilé  ;  cette  égalité 
montre  donc  que  m  est  un  nombre  pair. 

4184.  Théorème.  Dans  une  équation  réciproque  les  coeffi- 
cients^ également  éloignés  des  extrêmes^  sont  égaux  et  ont  le 
tnéme  signe. 

En  effet  si  nous  posons 

/•(a-)  =  Kv"'  -h  A,^:"*^'  4-  ...  -h  A ,;,_,r  -+-  A„,  ; 
on  a 

a-'7(^^)  =  A„,/;"'  +  A,„_,f  +  ...  -h  A,r  +  A.. 
Nous  venons,  d'ailleurs,  d'établir  l'idenlité 

nous  avons  donc 

A"=A,;    A,  —  A^_p  etc.. 

i^  réciproque  est  évidemment  vraie  ;  de  Tidentité 
f(x)  =  A^ '^  +  A  ../--'^-^  -h  . . .  -f-  \d  ''-\'...+Ax-hK 
on  déduit 


/•(x-)=:x-Y(i), 
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^Sfl».  Vhéowém^^  Da9is  une  équdUion  réciproquey  lesra 
fines  sont,  deux  à  deuxj  inverses  Vune  de  Vautre, 
Si  l\x)  —  o  désigne  une  équation  réciproque,  on  a 


(1)    f{x)z^x^fi^^. 


Soit  aune  des  racines  de  l'équation  f{x)  i=o,  ridentilé  {\\ 
donne 


f[y)^ 


=.ri'\ 


mais  on  suppose 


on  a  donc 


/*(«)  =  «S 


ou  encore 


Ainsi  -  est  une  racine  de  Téquatiou  proposée, 
a 

430.  Théorème.  Une  équation  réciproque  y  du  degré,  2q  est 
susceptible  d'abaissement  ;  sa  résolution  pouvant  être  ramenée 
à  la  résolution  simultanée  d'une  èqtmtion  du  degré  q^et  deq 
équations  du  second  degré. 

L'équation  proposée  est 

\oX''^  -h  A.x-"''-'  -h  . . .  -+-  A^^.r^  +  . . .  -h  A,a-  -h  Ao  —  0, 
ou 


■'•(■^'*i;)+*'k'-*-7=') 


-h-...+A„-o 


1 


En  posant 


•^-l-;^=y,  et.c"-+-;^  =  V„ 


ABAISSEMENT  DES  ÉQUATIONS  481 

on  a 

Nous  avons  vu  (g  1 16)  que  V  pouvait  s'exprimer  au  moyen 

d^une  fonction  entière  en  y^  du  degré/?.  L'équation  précédente 
sera,  d'après  cela,  du  degré  ^  en  y  ;  soient  y,,  y„  ...  y^  ses  q 

racines.  La  résolution  de  Téquation  proposée  se  trouve  ainsi 
ramenée  à  celle  de  l'équalion  (i),  cl  des  q  équations  du  second 
degré 

jc*  —  y^x  -h  1  —  o 

X  —  y^x  -h  1  m  (» 


X'  —y^x  +  i  rrw. 


.  Équailons réciproque»  {Sens  général).  Les  équa- 
tions qui  viennent  de  nous  occuper  peuvent  èlre  considérées 
comme  un  cas  particulier  de  Téquation  suivante  : 

-hA;^'"*A,J-  +  fe''Aor:a. 

Cette  équation  présente  la  particularité  de  rester  identique 

k 
a  elle-même  quand  on  change  r  en-.  En  supposant  A;  =:  i, 

*'■ 

on  a  une  équation  réciproque,  dans  le  sens  ordinaire  du  mot. 

L'équation  (i)  est  susceptible  du  même  genre  d'abaisse- 
ment que  réquation  réciproque  ordinaire. 

Écrivoûs-la  sous  la  forme  suivante  : 


A„  L:' 

(- 

puis  posons 

et 

x" 

Entre  les  trois  fonctions  W  ,  W    ,,  \V    ..  existe  une  relation 


3i 
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de  récurrence,  el  Ton  vérifie  hnm jJialement  ridontité 

Celle  rein  lion  permel  de  calculer,  de  proche  en  procho,  les 
fondions  W„  W,.  ...  ;  sa» liant  que  Wo^ra  et  quu  W,  zry; 
elle  nionlru  aussi  que  W^  est  une  fonction  entière  de  y,  da 

degré  p. 

De  ces  remarques  diverses,  il  résulte  que  les  équations  ré- 
cip-'oques,  dans  le  sens  général  que  nous  attribuons  ici  à  ce 
niot|  se  iRiilent  comme  les  équations  réciproques  ordinaires 
et  sont  susceptibles  du  même  genre  d'abaissement. 

438.  Remarque  I.  Les  équations  réciproques  (sens  gé- 
nérai} peuvent  être  définies  par  ridentité 

(1)    /•(a:)=:A,rV(|). 

On  détermine  X  en  remplnçant  x  par  \j\  ce  nombre  ^ky 
n'éiant  pas,  on  le  suppose  du  moins,  rai  ine  de  réquation 
f{x)  r:  o  ;  celle-ci  ayant  été,  au  besoin,  débarrassée  des  fac- 
teurs (a?*  —  k).  On  trouve  ainsi 

/•(v/Â)=XAV(v/Â) 
ou 

x=l. 

L'identité  (i)  devient  alors 


^(-)-  %  ^(1) 


Il  résulte  de  celte  idenlité,  que  si  x*  est  racine  de  TéquatiOD 

k 
f[x)  =  0,-7  est  aussi  racine  de  celte  équation. 

X 
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On  peut,  d'rprès  celle  remarque,  ramener  les  équation» 

rcciproques  (sens  général),  aux  équalions  réciproques  (sens 

ce 
ordinaire).  Il  suffit  de  remplacer  x  par — . 

y/k 

439.  Hemarqne  WÊ.  On  peut  encore  abaisser  Téquation 
f{x)'z=.o  lorsque  ses  racines  se  séparent,  deux  à  deux;  les 
racines  de  chacun  de  ces  groupes  vérifiant  une  relation  ho- 
niographique  en  involution. 

Soient â;'  eta/i*]es  racines  d'un  groupe;  supposons  que; 
A  et  B  élant  des  constantes  données,  on  ait 

x'x"  +  A  {x'-hod")  +  B  =  0, 
ou 

(a;'-hA)(a:'"  +  A)  =  A*-B. 

Nous  supposerons  A*  —  B,  différent  de  zéro  ;  car  si  Ton 
avait  A'  — Bi=o,  —A  serait  racine  de  Téquation  proposée 
el  Ton  débarrasserait  celle-ci  des  facteurs  (a; -h  A),  autant  dé 
fois  que  la  division  par  (a? -h  A),  serait  possible. 

Supposons  donc  A*  —  B  ;zf  o,  et  soit  A*  —  B  =  Af.  En  posant 

X  +  A 

— ~  r:  X,  réquation,  transformée  par  cette  formule,  sera 

réciproque. 

440.  li^tiiarqne  III.  Nous  avons  supposé  dans  le  para- 
graplie  précédent  que  la  relation  homographique  renfermait 
nécessairement  le  terme  en  x'x!'\  il  nous  reste  à  examiner  le 
cas  particulier  où  Téquation  homographique  est  privée  de  ce 
terme  et  affecte  la  forme 

A 

On  remarquera  que  cette  relation  peut  s'écrire 


-+è)-(i-;l)=». 
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et  en  transformant  Téquation  proposée  f{ix)'=io,  parla  for- 
mule 

réqualion  transfoptnée  aura  ses  racines,  deux  à  deux,  égales 
et  de  signes  contraires.  En  posant  X'  —  y  on  aura  donc  fina- 
lement, une  équation  en  y  du  degré  q  ;  si  f{x)  est  un  poly- 
nôme du  degré  iq. 

4141.  Équation»  biaôme».  Les  équations  binômes,  telles 
que 

peuvent  se  résoudre,  complètement,  par  le  moyen  des  tables 
trigononiélriques.  Nous  ne  voulons  ici  que  signa lerj'abais- 
sement  dont  elles  sont  susceptibles  quand  on  cherche  à  les 
résoudre  par  des  signes  algébriques. 
Si  Ton  suppose  que  m  soit  pair,  et  égal  à  2^,  Tideutilé 

ramène  la  résolution  de  Téquation  proposée,  à  celle  de  deux 
équations  du  degré  q. 
Si  m  est  impair,  et  égal  à  2</-f- 1,  on  remarquera  que  Ton  a 

aj'*"^*  -  1  :-:(a--  i)(;>p-^  +  ,r^'-'  4-  ...  -hx+  1). 

■  r 

On  doit  alors  résoudre  Téquatiôn 

x^^  +  OJ*^"*'  4- ...  a:  -f-  1  =  0 

qui  est  réciproque  :  elle  peut,  comme  nous  Tavons  vu,  être 
résolue  au  moyen  d'une  équation  du  degré  ^,  et  de  q  équa- 
tions du  second  degré. 

4l4s^.  Racines  cubiques  de  Tunité.  On  appelle  ainsi  un 
nombre  réel  ou  imaginaire  dont  le  cube  est  égal  à  Tunité.  En 
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désignant  ce  nombre  par  x^  il  est  déterminé  par  Téquation 

(l)      J*' —  l  —O. 

Cette  équation  binôme  a  trois  racines  qui  jouissent  d'une 
propriété  remarquable  qui  nous  servira  plus  tard,  quand  nous 
traiterons  de  la  résolution  des  équations  du  troisième  degré, 
et  que  nous  voulons  signaler  ici.  La  propriété  en  question 
peut  se  formuler  ainsi  :  les  trois  racines  cubiques  de  tunitê 
sont  trots  termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique, 
le  premier  de  ces  termes  étant  égal  à  Vunité. 

Ea  effet,  l'équation  (i)  peut  s'écrire 

On  obtient  d'abord  la  racine  ^r,  =i  i,  et  les  deux  autres  ra- 
cines  or^.  a*,  sont  données  par  l'équation 


On  a  donc 


X*  4- j'-|-  I  iz  o. 


je  ^JC%  — ^  1  , 


ou 


ou  jr,  —  (x\)',  en  tenant  compte  de  l'hypothèse  {x^Y  i=  i . 

Nous  représenterons,  d'après  cette  remarque,  par  i^jyf  : 
les  trois  racines  cubiques  de  Tunité. 


EXERCICES 


^.Résoudre  une  équation  du  troisième  degt^é  sachant  que.  parmi  ses  raci- 
nes, il  y  en  a  deux  qui  sont  égales  et  de  signes  contraires. 
Soit 

f{x)  =  Ax^-j-Bx' -h Cx* -f-D  =:  o, 
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l'équation  proposée  ;  Ou  cherche  d'abord  la  condition  que  doivent  yërifier 
les  coefficients  pour  qtit  les  nombres  a  et  —  a  soient,  i'uu  et  Tautre,  rdctua 
de  cette  équation.  On  trouve  aiusi 

AD  :=  BC, 
et  l'on  a,  finalement, 


+âI- 


9.  Résoudre  une  équation  du  trohième  d^gré,  sachant  que  lune  des  faci- 

esl  moyenne  géométrique  entre  les  deux  autres, 
li^équation  étant 

on  trouve  la  condition  suivante  q^  =  i^r^  et  l'on  a 

8.  Exprimer  que  dans  V équation  généîmle  du  quatrième  degré  ily  a  deux 
racines  particuliè/^s  égaies  et  de  signes  contraires  et,  dans  c^tte  hypothèse, 
résoudre  VéqtuUion. 

L'équation  étant 

0?*  -h px''  +  qx*  -f  ;\r  H-  5  z:  0. 

.  On  trouve,  pour  la  condition  cherchée, 

r'  — pgr +  2)*5  —  0. 

On  suppose  jo  ;zf  0  et  l'on  tire  «,  de  cette  relation .  L'équation  pent  alorè 
s'écrire 

\  2  9./  \  2  2         p/ 

4*  Exprimer*  que  l  équation 

;r*  rj-  mx'  -h  nx  -{-  h  IZ  o 

a  deux  racines  particulières ^  dont  la  somme  est  égale  au  produit  des  dsitt 
autres  racines. 
Soient  a,  à,  e,  d  les  quatre  racines  :  on  suppose  que  Ton  a 

a-hbzzcdf 
la  somme  des  quatre  racines  étant  nulle,  on  a 

cd-j-c  +  dzzo,     ou,    -  +  - -f  1  :=  o. 

c      d 
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On  peut  poser  y  =  -  +  -  ;  la  transformée  en  y  estime  éqnation  du  qna- 

trîèm^  d'igré  ayant  deux  ra-nnes  égiles  et  de  si^n'^s  contraires.   On  peut 
donc  résoudre  celie-cl,  en  suivant  la  marche  indiquée  dans  l'exercice  pré 
cèdent. 

6.  Démontrer  que  si  m  est  un  nombre  premier,  les  m  racines  de  réqvation 

(i)    0?*"  — izzo, 
ttmt 

(a)     .,     a,     a',  ...a*"-'; 

a  étant  une  expression  imaginairs  dont  la  puissance  m**"'  est  égale  à  i. 

On  voit  d*abord.  sans  lUrûcuité,  que  1p,s  m  termes  do  la  suite  (:2)  sont  des 
racines  de;i):  on  reconuoit  que  ces  exprcssîoni  sont dilTô. eut j»,  de  la  ma* 
njère  suivante. 

Soit  h<k<in;  ie  dis  que  Ton  ne  peut  pas  avoir 

(3)  a*  =  a\ 
PosoDt  JfcsA-)-Oi  l'égalité  précédente  devient 

(4)  a'=i. 

Puisque  0  est  inférieur  à  m,  0  est  premier  avec  m,  et  l'on  a 

mx  —  Oy— +1, 

«  et  y  étant  entiers.  Adoptons  le  signe  +  •.  l'égalité  (4)  donne  a^î'  =  i ,  et, 

parsuite,  a^y+*  =  a,  oua*'"'  =  a.  Maisonaa'"  =  i,  par  conséquent  a"*'"=:i. 
On  aurait  donc  a=  i,  ce  qu'on  oe  suppose  pas.  Eu  prenant  le  signe  —,  on 

est  conduit  à  l'égalité  -  =  i ,  qui  donne  encore  a  =  i . 

et 
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LIMITES  DES  RiLCINES 


4^3.  Dèflaltlon  des  limlteât.  Soil  A  et  B,  A  étant  plus 
grand  que  B,  deux  nombres  positifs  et  tels  que  tontes  les 
racines  positives  deTéquation  f{x)  =o  soient  comprises  entre 
A  et  B  ;  nous  dirons  que  A  est  une  limite  supérieure^  et  B,  «ne 
limiie  inférieure  des  racines  positives  de  cette  équation. 

Imaginons,  de  même,  deux  nombres  négatifs  A'  et  B',  A' 
étant  moindre  que  B'  en  valeur  absolue;  si  toutes  les  ra- 
cines négatives  de  Téquation  /*(./•)  zio  sont  comprises  dans 
rintervalle  A',  B';  nous  dirons  que  A' est  une  limite  supé- 
rieure, et  B'  une  limite  inférieure  des  racines  négatives  de 
cette  équation. 

Remarque.  La  recherche  des  nombres  A,  B  ;  A',  B'  peut  éin 
ramenée  à  celle  (Tune  limite  supérieure  des  racines  positives. 

Soit  f  (j*)  zz  o,  réquation  proposée  et  a  une  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  l'équation  x'^f  | -- J  =o;  -  est 

évidemment  une  limite  inférieure  des  racines  positives  de 
réquation  f{x):=.o. 

De  même,  si  Ton  considère  réquation  /*(  — x)z=o  et  si 
toutes  les  racines  positives  de  cette  équation  sont  comprises 
entre  les  nombres  [j.  et  v  ;  toutes  les  racines  négatives  delà 
proposée  seront  renfermées  dans  Tintervalle  (  —  ;x,  — v). 

Le  problème  que  nous  nous  sommes  posé  et  qui  visait  la 
recherche  des  quatre  nombres  A,  B,  A',  B';  se  trouve,  par  ces 
considérations,  ramené  à  cette  question  unique  :  déterminer 
une  limite  supérieure  des  racines  positives  dune  éqmtion 
donnée. 
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Les  différentes  méthodes  que  nous  allons  exposer,  à  Texcep- 
lion  poiu*tant  de  celle  de  Newton,  reposent  sur  le  théorème 
suivant  ;  théorème  qui  conslitue  comme  un  principe  fonda- 
mental dans  la  recherche  qui  nous  occupe. 


l.  Théoi<«èiiie.  Si  une  fonction  entière  f(x),  dont  le 
premier  terme  a  un  coefficient  positif ,  est.  ordonnée  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  x,  et  si  elle  ne  présente 
qu'une  variation  ;  cette  fonction  est  croissante,  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  x. 

Soit  une  fonction  entière  f[x), 

/■  ;.r) s:  A.r'"  -I-  ...  +  H./  —  fV ...  ~  IU•^ 

f{Qc)  est,  par  hypothèse,  un  polynôme  ordonné,  ne  présentant 
qu^une  variation,  variation  qui  a  été  mise  en  évidence  ;  les 
quantités  A, ...  B; ...  C, ...  D  élant  supposées  positives. 
Ona    . 

La  fonction  x'^  est  croissante  pour  toute  valeur  positive  de  x; 

d'ailleurs  les  quantités  Àa"'"",  ...B,  pour  le  même  motif, 
sont  croissantes;  exception  faite  de  B,  qui  est  une  constante. 

C  D 

Enfin,  les  fractions ,  ...  diminuent,  quand  x  croît. 

Pour  ces  raisons  diverses /*  (a;)  est  une  fonction  croissante, 
pour  toute  valeur  positive  de  x. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  propriété  que  si  Ton  suppose  : 
*%/'W>^;  aS6>  «;  ona  aussi  /'(6)>o. 

4415.  Méthode  par  g^roupemenls.  Une  fon'ction  en- 
tière f{x\  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  décrois- 
santes de  Xy  peut  toujours  être  écrite  sous  la  forme 

chacune  des  parenthèses  ne  présentant  qu^une  variation. 
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On  doit  d'ailleurs  observer  que  la  dernière  de  ces  parenthèses 
peut  ne  présenter  que  djs  termes  positifs  et  se  réduire  à  l'ex- 
pression Vf^,  dans  le  cas  où  le  dernier  terme  de  /"(jt?)  est  posi- 
tif. 

Ceci  posé,  soit  a,  un  nombre  qui,  substitué  à  x,  dans  cha- 
cune des  fonctions 

donne  des  résultats  posilifs,  ces  fonctions  étant  croissantes 
(S  444),  si  Ton  suppose /*  (a)  >  o,  on  a  f{x]>Oj  pour  toutes 
les  valeurs  de  a?  plus  grandes  que  a.  Ainsi  a  est  une  limite  su- 
périeure des  racines  positives  deTéqualion  f[x)  zz  o. 

448.  Méthode  par  groupements  irrég^uliers.  Le  rai- 
sonnement que  mms  venons  dj  fiiire  n  exige  nullement  que 
les  groupes  considérés  aient  été  obtenus  par  la  métliodede 
groupement  que  nous  avons  indiquée. 

Si,  en  chercha nt  à  généraliser  la  règle  que  nous  venons  de 
donner,  on  suppose  quu  Ton  ait 

et  si,  pour  a?  —  a,  on  peut  reconnaître  que  les  fonctions  U^,  V^, 
W^;  sont  croissantes  ;  a  est,  évidemment,  une  limite  des  ra- 
cines (*). 

Il  résulte  de  cette  observation,  qu'au  lieu  de  grouper  dans 
leur  ordre  naturel,  les  termes  de  1  équation  ordonnéci  on 
pourra  les  associer  dans  un  ordre  différent,  chacun  dis 
groupes  commençant  par  un  terme  positif. 

Cette  remarque  a  une  certaine  importance;  elle  permet 
quelquefpis,  comme  nous  le  montrerons  tout  à  Theure  sur 
un  exemple  particulier,  de  trouver  une  limite  plus  avantageu^^ 
que  celles  qui  sont  fournies  par  les  autres  méthodes. 


1.  Il  sera  Fous-eatendii,  dans  la  suite  de  cett'»  leçon,  que  le  mot  timiti, 
désifine,  expU'ûtemeiit,  u.ie  limite  bupérleure  des  racines  positive»:  uoiu 
supposerons  aussi  que  celle  Umite  est  un  nombre  plus  (jrand  qae  l'Uiii^ 
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Théorème.  Le  nombre  a  déterminé  par  la  méthode 
par  groupements  est  une  limite  pour  les  équations  dérivées. 
£q  posant 

on  a 

/•'(a^;s(p;-Q;)4-(K-Q;j  +  ...  +  (p;.-Q;;). 

La  fonction  (P,  —  Q,)  est  croissante,  pour  a?  =  a;  sa  dérivée 

(PÎ  —  QÎ)  est  donc  positive,  pour  cetlc  valeur  dex. 

D*ailleurs  la  forme  (Pj  —  QÎ)  n  offranl  qu'une  variation,  cette 

fonction  est  croissante,  pour  xzz%.  Ainsi  f  {x)  est  une  fonc- 
tion positive,  et  croissante,  pour  cette  valeardo  x. 

Cette  démonstration  s'étend,  comme  ou  le  voit,  aux  équa- 
tions f  {x)  zz  0,  Z"^'  (x)  zz  0,  etc.. 

^ÈA9.  Réfple  de  Mac-L^iurln.  Lorsque  le  premier  coeffi- 
cient Ao,  d^ une  équation  f{x)^o,  est  un  nombre  positif, 

N 
1  -h -7-  e«^  une  limite  des  racines;  N  désignant  la  valeur  abso- 
Ao 

lue  du  plus  grand  coefficient  négatif. 

Soit 

(A)    /•(a:)s:Aor^  +  A,a;'«-*-h...H-A^; 
réquation  proposée  ;  posons 

?(a;)sA„x*'*— N(a;*'^~*  +  a;"*"'-f  ...4-1). 

Nous  allons  chercher  à  déterminer  un  nombre  positif  x\ 
vérifiait  Tinégalilé  ç  {x')  >  0,  mais  nous  établirons  d'abord 
que  ce  nombre  est  une  limite. 

On  a 

fix)so{x)^^{x) 
en  posant^ 

les  coefficients  A,  -+-  N, ...  A^  -h  N  sont  nuls  ou  positifs,  puis- 
que N  désigne  le  plus  grand  coefficient  négatif,  changé  de 
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signe.  Ainsi,  on  a  f{j:')  >  9  (.r').  Si  Ton  observe  maintenant 
que  ?  (x)  n*a  qu'une  variation,  on  reconnaît  que  ©  (.r),  est,  pour 

.rzzj-',  une  fonction  positive  et  croissante  (§444),  si  Fona^ 
{x')  >  o.  D'après  cela,  f{x)  représentant  identiquement  la 
somme  de  deux  fonctions  7  (j*),  ^{x)^  qui  sont,  Tune  etTantre, 
positives  et  croissantes,  ^0VLVxzzx\f[x)  est  elle-même,  pour 
cette  valeur  de  x,  une  fonction  positive  et  croissante. 
Cherchons  donc  à  résoudre  Tinégalité 

pour  une  valeur  de  x  supérieure  à  Tunité. 
On  doit  donc  avoir 


.Ml  -^       %.T    /  _ll|-*l 


ou 


A„./-'">N(.r"'^'-h.  .-H  i) 


A^-  >  N  t ^ 

x  —  \ 


ou,  encore 


N 


Ao      X'    —  I 
-i)     • <  I. 

X 


Jf— I       -"' 


jn 


La  fraction est  positive,  et  plus  petite  que  Tunilé  : 

par  suite  si  l'on  pose 

N 

Ao 


x'  —  I 

ou 

X'-i^  — 
Ae 

rinégalité  (a)  et,  par  suite  l'inégalité  (i)  seront  vérifiées,  pour 

N 
a?  =  ic'.  Le  nombre  \  +7- est  donc,  d'après  les  explications 

Ag 
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données  tout  à  l'heure^  une  limite  des  racines  de  Téqnation 
f{x):=:o;  on  peut  même  ajouter  que  la  fonction  f(x),  est 
croissante  pour  x  :=.  x',  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supé- 
rieures à  db'. 

N 
4MÊ.  XlAéoréme.  Le  nombre  i-h  — donné  par  la  règle 

Ao 

de  Mac-LaurUiy  est  au^si  tme  limite  pmir  les  équations  déri- 
vées. 
On  a,  en  effet,  d'après  (A) 

SoitN'  la  valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif, 
du  second  membre.  Le  terme  qui  a  pour  coefficient  N'  pro- 

vient  nécessairement  d'un  terme  négatif  —  A^rc         , du  po- 
lynôme f{x). 
On  a  iloiiCy 

iN'-(m- A  +  i)A^, 

et  la  règle  de  Mac-Laurin,  appliquée  à  Téquation  r  {^)  —  «» 
donne  une  limite  z, 

m  A„ 

Mais  pn  a 

N>A, 

par  conséquent  le  nombre  z  est  plus  petit  que  (i+t")» 

\        Ao/ 

puisque  Ton  a <  i .  Ainsi  i  4-  -r-  est  une  limite  des 

m  Ao 

racines  de  Téquation  f{x)  zz  o. 

Celle  remarque  s'applique  évidemment  à  Téquation  /*"  (x)  zz  o 

et,  généralement,  à  toutes  les  équations  dérivées. 

4SO.  Ré^le  de  E.a§^rang^.  Si  le  premier  coefficient  né- 
gatif d'une  équation  f[x)  zz  o,  ordonnée,  et  du  degré  m,  appar- 
tient au  tertne  dont  l'exposant  est  égala  (m  — p),  leanotations 
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précédentes  étant  conservées,  le  nombre  1 4-  î/-^  est  une  K- 
mite  des  racines  de  Véquation. 

m 

Ctîlle  règle,  due  à  Lagrango,  donne  une  limite  plus  avanta- 
geuse que  cellede  Mac*Laurin^  quand  on  suppose  que  le  terme 

k^x      de  IVq'iatîon  proposée  a  un  coefficient  Aj,  positif  ou 
nul.  La  règle  de  La  grange  peut  s'établir  ainsi. 
On  a 

/'(a?)s[Aoa;'"  — NCx*"-^  -h  ...  +  a?  -h  i)]  +  [A,a;"*-'H- 

Les  coefficients 

A,,...(N-f-Ap).  ...(N-f-AJ. 

sont  positifs  ou  nuls,  et  Ton  voit,  en  raisonnant  comme  nous 
Tavons  fait  pour  établir  la  règle  de  MacLaurin^  que  si  Von 
peut  trouver  un  nombre  x'  vérifiant  rinégalité 

x^  et  tous  les  nombres  supérieurs  rendront  la  fonction  f(x) 
positive  et  croissante. 
L'inégalité  précédente  peut  s'écrire 

A^->N^ î, 

ou  encore^  puisque  {x^i)  est  une  quantité  supposée  positive, 

ou,  encore,  sous  une  autre  forme. 

Remorquons  maintenant  que  Ton  a  x>x—  i  et,  par  suite, 

^''"'Xa;— i)P"*  ;  puisque  (a:— i)  désigne   une    quanlilé 
positive. 
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L^inégalilé  (2)  peul  d'ailleurs  s'écrire, 

OQ 

N     ^ 

I   :>o. 

On  voit,  d'après  cela,  que  si  Ton  détermine  x  par  l'équation 
laquelle  donne 


Vao' 


ce  nombre  x'  vérifie  rinégalilé  (2)  et,  par  suite,  Tinégalité  (i). 

4&1I.  Théorème.  Le  nombre  1  +  ^— donne  par  la  règle 
de  Lagrange,  est  une  limite  pour  toutes  les  équations  dérivées. 
On  a,  en  effet, 

/»  (aî)  =  m  AoO?"*"*  +  ...-(m— p)  A^o?'"-'^^  +  ... -j-A^,. 

Le  premier  coefficient  négatif,  dans  lo  second  membre, 
est  (m — jt>)Apqui  correspond  au  terme  dont  l'exposant  est 

m— p— 1.  La  règle  de  La  grange,  appliquée  à  1  équation 
r  (x)  zz  0  donne  une  limite  z, 


=.+</' 


a;=i-t-v/  ^' 


(m— A)  A^  représentant  le  plus  grand  coefficient  négnlif  de 
réquation  f  {x)  =  o.  On  a  d'ailleurs  A^  <N  et  comme  l'iné- 

galilé  — —  <  1  est  évidemment  vérifiée,  z  est  plus  petit 
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que  *  +  v  T-«  Puisque  f  {x)  est  une  fonction  positive  et  crois- 

santé  pour  x  =  z,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  x  supérieures 

P/'S 
î*  ^>  •  +  V  T  ®^*  doncaussi  une  limite  de  réqualion/';jC;:io. 

La  propriété  s'étend  évidemment  aux  autres  équations  dé- 
rivées ;  /"(./•)  n:  o,  etc.. 

4I59«  Métliode  de  Mewton.  Nous  allons  enfin  exposer 
une  dernière  méthode  ;  cette  méthode  due  à  Newton  repose 
sur  le  principe  suivant  : 

Théorème.  Si  f{x)^zo  désigne  une  équation  efUière,  et  si 
un  nombre  a  satisfait  aiuv.  inégalités 

a  est  une  limite  des  racines  de  t équation  proposée. 
La  formule  de  Taylor  {%  3o8),  donne 

I  \fn        • y  ♦ 

Ao  désignant,  comme  toujours,  le  premier  coefficient  du  poly- 
nôme f{x),  coefficient  qui  est  positif.  Cette  identité  prouve 
que,  dans  Thypothèse  formulée  plus  haut,  f{^  +  h)  est  plus 
grand  que  /'(a),  si  Ton  suppose  h  positif.  La  fonction  f[x)  est 
donc  croissante  pour  x  r:  a,  et  pour  tous  les  nombres  supé 
rieurs  à  a. 
Ceci  posé,  considérons  la  suite 

soit  aj  le  plus  petit  nombre  entier  qui  rende  U,»  nul  ou  positif. 
Substituons  «,  dans  U„,_i  „,_i, ...  ;  jusqu'à  ce  qu'on  trouve 
une  fonction  U,„_a  qui  soit  négative  pourj:  =  ai.  Dans  celle 
fonction,  remplaçons  x  par  a, +  i,  a, -+-2,...;  jusqu'à  ce 
qu'on  obtienne  un  nombre  a,  qui  donne  à  U„,_>i  une  valeur 
positive  ou  nulle. 
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On  doit  remarquer  ici  qu'il  résulte  de  ce  qui  précède  i»que 
(^1  —  *)  donne  à  U^^^  le  signe  —,  2*  que  a,  donne  le  signe  +, 
aux  fonctions  U^^,  ...  U^;  et  ce  dernier  point  résulte  du 
théorème  précédent,  puisque  les  fonctions,  U„_^^|...U^,  sont 

croissantes  pour  ar  zz  a,  et  pour  toutes  les  valeurs  supérieures 
à  a,. 

Après  avoir  déterminé  a,,  comme  nous  venons  de  Texpli- 
quer,  on  calculera  successivement,  d'une  manière  analogue, 
*j>  «4,  etc..  ;  jusqu^à  ce  qu  on  trouve  enfin  un  nombre  entier  a, 
saiis£aisant  aux  conditions  suivantes  : 

i**  a  rend  positives  les  fonctions  U, 

2<>  (a  —  i)  ne  jouit  pas  de  cette  propriété. 

Le  nombre  a,  ainsi  défini,  est  la  limite  que  nous  adopterons. 

4&8.  Exemple.  Soit 

Uéquation  proposée  : 

1®  Méthode  par  groupements.  On  écrit  Téquation  sous  la 
forme 

Première  limite,    a,  ii:  5o. 

2®  Méthode  par  groupements  irréguliers.  Écrivons  Téquatiou 
de  la  manière  suivante  : 

On  trouve  : 

Deuxième  limite,    a^:=:  2, 

3»  Méthode  de  Mac-Laurin.  On  a,  dans  l'exemple  proposé 
Nz:  100  Ao  ^=  *• 

Troisième  limite^     a,  —  101. 
i^  Méthode  de  Lagrange.  Le  premier  terme  négatif  est 


-  3a;*  ;  la  formule  i  +  \/  t">  donne  ici,  1  +  V  i«o . 

Ao 


:u 
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Qtmtrième  limite,    x^zz6. 

5»  Méthode  de  Newton,  Nous  formerons  ici,  pour  appliquer 
cette  méthode,  le  tableau  suivant  : 

f{x)  zz  x**  +  707*  —  3j;*  +  20;  —  loo 

f  {X)  =  6jC^-h2Sx'—  ijX*-hTi 


1 .  'i 


zr  i5a?*H-  42X*  —  tjx 


'.^ZZl2X'-h2SX'-'^ 


1.2.3.4 

U  est  inutile,  dans  cet  exemple,  de  calculer  f*  (x),  puisque 

Z*'""  {x)  est  constamment  positif. 

La  valeur  x  z:  i  donne  le  signe  H-  aux  fonctions  /^,  T,  el  T  ; 
mais  non  à  /^;  a;  rz  a  donne  le  signe  +  à  /"  :  concluons  donc 
que  la  méthode  de  Newton  donne  : 

cinquième  limite,     a^  ='i. 

La  méthode  de  Newton  donne  lieu,  en  général,  à  des  calcu/s 
plus  compliqués  que  les  autres  méthodes  exposées  dans  celte 
leçon  ;  mais  elle  offre  certains  avantages^  c jmme  le  prouvenl 
les  considérations  qui  suivent. 

il&ift.  Théorème.  Les  limites  données  par  les  méthodes  es- 
posées  plus  haut  (exception  faite  de  la  méthode  par  groupe- 
ments irréguliers)  sont  supérieures,  ou  tout  au  moins  égaUs, 
à  celle  qui  est  fournie  par  la  méthode  de  Newton. 

Soit  a  la  limite  donnée  par  la  méthode  de  Newton  ;  2'  une 
des  limites  qui  ont  été  calculées  par  les  méthodes  qae  nous 
avons  exposées.  Nous  avons  montré  que  «S  et  tous  les  nom- 
bres supérieurs,  donnaient  le  signe  +,  à  la  fonction  proposée, 
et  à  toutes  ses  dérivées.  Or  a  jouit  de  cette  propriété,  mais 
non  (a  —  1).  Ainsi  a'  est  un  des  nombres 

a,     a+i,     «-+-2,...; 
il  est  donc  au  moins  égal  à  jc. 
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>.  Théorème.  Lorsque  V équation  f{x):=zo,  a  toutes  ses 
racines  réelles,  la  méthode  de  Newton  conduit  à  la  meilleure 
limite^ 

Nous  nommons  meilleure  limite  le  nombre  entier  immédia- 
tement supérieur  à  la  plus  grande  racine  positive. 

Posons 

x:=:y-{-hy 
on  a  donc 


y^,/„.^ .      .  y 


m 


r(y+h)^r{àHyr{à)+^/\h)-i-,..+^^ 


Dans  cette  identité,  remplaçons  h  par  ot,  ce  nombre  a  étant 
la  limite  donnée  par  la  méthode  de  Newton.  Tous  les  coeffi- 
cients de  réquation  en  y, 


jn 


sont  positifs.  Au  contraire  dans  Péquation 

un  certain  nombre  de  coefficients  sont  négatifs. 

L'équation  f{x)  —  o  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  il  en 
est  de  même  de  l'équation  f{y-hh)=:o.  Or  nous  verrons 
bientôt  (leron  3G),  qu'une  équation  qui  a  des  variations,  et 
dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  admet  nécessairement 
des  racines  positives. 

L'équation  (i)  ayant  des  racines  positives,  une  au  moins, 
parmi  les  racines  de  l'équation  f{x)  zz  o  est  supérieure  à  (a—  i  ). 
11  n'y  a  donc  pas  de  meilleure  limite  que  ce  nombre  a  donné 
par  la  méthode  de  Newton. 
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EXERCICES 

i .   Soient  A.,  Ai,  ...  A«.|  les  p  premiers  coefficients  dune  éguatÎM, 

coefficients  qui  sont  supposés  positifs  ;  et  soit  A  le  plus  grand  coef/ideni 
migatift  prts  en  valeur  absolue  ;  démontrer  que  a. 


«==  i-h 


Ao-+-A,  -|-...-f- A^^, 


est  une  limite  supérieure  des  racines. 
Soit 

/^(o?)  =  Apx"*  H- ...  +  A^^aT"*-^  -  A^a?"*-'^  +  . .  +  U  =  0, 
TéquatioD  proposée  ;  on  considère  la  fonction  ç  (x), 

ç  («)  s  (A,  4-  A«  + ...  -t-  Ap_,)a;'"~'+'  —  A^a;""'*+ ...  +  H, 

et  on  applique  la  règle  de  Mac-Laurin  à  cette  équation. 

S.  Les  notations  de  Vexa^cice  précédent  étant  maintenues  k'  désignant  la 
valeur  absolue  du  plus  grand  coefficient  négatif  après  A,  démontrer  que  p. 


2 Ao  +  îi A,  -f-  . . .  +  î« Ap__a  4-  A^_/ 

est  une  limite  supérieure  des  racines. 

11  suffit  de  considérer  l'équation  {X'^'i)f{x)=:o  et  de  lui  appliquer  la 
règle  précédente. 

3.    Appliquer  les  différentes  méthodes ,  pour  trouver  une  limite  tupe- 
rieur e  des  racines,  à  V équation 

f{x)zzx'-hq*x*-hqx*^q^x*  +  X'-'  i  =io, 

dans  laquelle  on  suppose  9  =  100. 
On  trouve  les  résultats  suivants  : 
1^  Règle  de  Mac-Laurin  ; 

g'-f"  *  —  1000001. 
2^  Règle  de  Lagrange 


\/g*-|-  I  — 101. 
30  Celle  de  l'exercice  (i)  doune 


EXERCICES  r.ot 


«=-r^^ -.+  ' 


On  «  donc 

1 


OU 

3t  <  ^  -H  »  ;       *  ^^  *<>*  c»t  'lïiô  limite, 
ij^  Celle  de  Texercice  (a) 

'   *^~  *"^ay* 4-^4-2""      2(7*4-^4--? 
En  eifectnant  la  division  indiquée  od  voit  qae 

g-<-  +  I  ;        3  1=  5 1  est  mie  limite. 
9. 

5*  La  méthode  par  groupements  et  celle  de  Newton  donnent  10  pour 
limite.  Ce  nombre  est,  dans  le  cas  précédent,  la  meilleure  limite, l'équa- 
UoQ  ayant  une  racine  comprise  entre  9  et  10. 
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RiLCINBS  ET  FACTEURS  GOMM ENSURABLES. 


Parmi  les  causes  d'abaissement  d'uae  équation  donnée, 
nous  signalerons  encore  la  présence  des  facteurs  commensu- 
râbles. 

Nous  dirons  qu'un  polynôme  homogène  9  (^>y ),  à  coefficients 
commensurables,  est  un  facteur  commensurable  du  polynôme 
homogène  f{Xyy\  lorsque  la  division  de  f{Xyy)  par  ç(j7,y) 
peut  se  faire,  sans  donner  de  reste. 

Noua  nous  occuperons  d'abord  du  cas  le  plus  simple,  celui 
où  Ton  a 

^&B.  Théorème.  Si  le  premier  membre  de  téqimlioii,  à 
coeffleients  entierSy 

Aco?"*  +  k^x'^-'y  +  ...  4-  A^'"  zi  o, 

admet  le  facteur  commensurable  xp  +  Py  (a  et  6  étant  entiers)  : 
1°  a  eM.  un  diviseur  de  Ao  ;  «<»  ^  est  un  diviseur  de  A^. 
On  a,  par  hypothèse, 

(A)    Aoa?~+...4-A^y'«=:(^a;-|-3y)(Pa:'*-*  +  ...-hOr"')- 

Dans  cette  identité  (note  A),  P^ ...  Q  ;  désignent  des  nombres 
entiers.  On  a>  d'ailleurs,  en  égalant  dans  les  deux  membres 

les  termes  en  a:'"  et  en  y"*, 


Ao  =  aP,      et      A^  =  ^Q. 
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A  n        -/y  MT. 

Ces  égalités  prouvent  que  les  quotients —  ,  — ,  sont  des 

a         3 

nombres  entiers. 

^fl&V.  Oorollaire.  Quand  le  premier  terme  cTune  équation 
en  Xy  a  pour  coefficient  Vunité,  cette  équation  n'admety  pour 
racines  commensurables,  que  des  nombres  entiers. 

En  effet,  si^  dans  Tidentité  (A),  on  suppose  que  Ton  ait  y  =  i 

et  A»  =  i  ;  régalité  Ao  =:  «P,  devient  i  =  aP  ;  on  a  donc  a  zz  i 
etP=i. 

B*après  cela,  le  diviseur  xr -+■  gy  se  réduit  à  a:-|-  3,  3  étant 
un  nombre  entier. 


i.  Théorème.  On  peut  toujours  ramener  la  rechei^ehe 
des  racines  commensurablesy  à  celle  des  racines  entières. 
Soit 

X 

réquatîon  donnée.  Posons  a;  ^-— ,  il  vient  alors 

Ao 


A    m 
0 

ou 

X^-^-A^X*""*  +  ...  4- A^Ao*""*  =  o. 

Dans  cette  équation  les  coefficients  sont  entiers  et  le  premier 
d'entre  eux  est  égal  à  Tunité.  Nous  venons  de  montrer,  dans 
le  paragraphe  précédent,  qu'une  pareille  équation  ne  pouvait 
admettre  que  des  racines  commensurables  entières  ;  lé  prin- 
cipe énoncé  se  trouve  ainsi  établi. 

4&9.  Remarque.  La  transformation  que  nous  venons 
d'indiquer  donne  lieu,  quelquefois,  à  une  simplification  digne 
d'èlre  notée.  Le  cas  que  nous  voulons  signaler  ici^  est  celui 
où  réquation  proposée  se  présente  sous  la  forme 


m— I  _ni— i 

_        —    .    „  _         ^ 


aoX^x'^'ha.Tr^^x'^  *H-...  +a^.4aa?  +  a«  =  o. 
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Posons 

X 

%r  zr  — 

L*équation  transformée  est 

si  nous  prenons  X  égal  à  ao,  nous  avons,  pour  déterminer  X, 
réquation  : 

On  remarquera  que  le  terme  tout  connu  de  Téqualion, 
ainsi  transformée,  est  a^aX'^  ;  parla  méthode  générale,  on  eut 

trouvé,  pour  le  dernier  terme  de  la  transformée,  a^aj*"*»"^""''. 

La  facilité  de  la  recherche  de^^  racines  commensurables  repo- 
sant,  principalement,  sur  la  simplicité  plus  ou  moins  grande 
du  dernier  terme,  la  remarque  que  nous  venons  de  signaler 
a  une  importance  notable  ;  elle  devra  être  appliquée  toutes 
les  fois  qu'il  sera  possible  de  le  faire. 

ilGO.  Recherche  des  racines  entières.  Soit  une  équa- 
tion, à  coefficients  entiers,  le  premier  d'entre  eux  étant  égal 
à  Tunité, 

(i)    x"^  +  a.x"^"^ -¥ a^x"^"^ -h ...  +«m-i a? H- a^  =  o; 

et  soit  a,  une  racine  commensurable,  entière,  de  cette  équa- 
tion. On  a 

+^2^-^\n-l)• 
En  égalant  les  termes  tout  connus  de  cette  identité  on  a 
d'abord 
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OU 


(3)  (^)  =  -  K_, . 


Lies   coefficients  X   sont  entiers,  pour  des  raisons   bien 
connues^    et   qui   résultent   de   la  division   du   polynôme 


x"*+a,a?*"  *4-...-|-a^  par  a?—  a; ainsi  les  racines  entières 

de  r  équation  {i)  sont  des  diviseurs  y  positifs  ou  négatif Sy  du 
terme  tout  connu  a«. 

L^identité  (2)  donne  aussi  les  égalités  suivantes 

a^  , — 


(4) 


a,  ZZ  A,  —  a. 


Ces  relations,  et  Tégalité  (3),  donnent  successivement 


-:^) 


—  X^  a 

a 

'^m— 2 

_-««.- 

• 

/r            1- 

2 

^S»-3 

X 

•         ■ 

• 

a 

•    »    • 

•    • 

On  peut  maintenant  énoncer  la  propriété  suivante  :  pour 
qu'un  nombre  entier  a,  soit  racine  de  l'équation  (1),  il  est  néces- 
saire qu'il  remplisse  les  conditions  suivantes  : 

l' Il  doit  diviser  le  terme  tout  connu  ;  soit  Q,le  quotient  ob- 
tenu. 

2»  Si  à  ce  quotient  Q»,   on  ajoute   le  coefficient  a^__j, 

cette  somme  doit  être  encore  divisible  par  a  ;  en  général,  si,  à 
un  quotient  Q^,  obtenu  par  la  voie  indiquée,  on  ajoute  le  coeffi- 
cient du  terme  en  a;*,  cette  somme,  divisée  par  a,  doit  donner 
un  quotient  entier,  Qy^.^ . 
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30  La  loi  précédente  étant  vérifiée,  tout  le  long  de  réqiu- 
tion,  les  nombres  0,,  Q„  ...  Q,„.i  étant  entiers,  illaul  encore 

que  régalité 

f6)     a,zz\  —  a, 

soit  vérifiée;  et  comme  l'on  a  X,  iz:  —  Q^^,,  il  faut  donc  que 

le  dernier  quotient  trouvé  augmenté  du  coefficient  du  terme 

en  a;*""'  donne  une  somme  égale  à  la  racine  essayée,  mais 
affectée  d  un  signe  contraire. 

Ces  conditions  sont  nécessaires  ;  elles  sont  aussi  suffisantes. 
En  effet  si  elles  sont  vérifiées  les  égalités  (5)  et  (6)  entraineni 
les  égalités  (4),  et,  celles-ci,  Tidentité  (2). 

On  voit,  diaprés  cela^  que  la  recherche  des  racines  entières 
de  réquation  (1)  exige  d*abord  la  connaissance  des  divise'jrs 
positifs  ou  négatifs,  du  terme  tout  connu.  Pour  diminuer  le 
nombre  des  calculs,  on  utilise  un  certain  nombre  de  remarques 
que  nous  exposerons  maintenant. 

iftGl .  Rè§^l€»s  d'exclusion.  1  *"  Si  y  est  une  racine  de  V équa- 
tion entière  f[x)  —  o, 

Aa?)=:a;'»+...H-A„, 

les  divisions -^-^^  ei . — ,  doivent  se  faire  exactement. 

En  effet,  l'identité 

(1)    f{x):^{x-o)^[x) 
donne^  successivement,  les  égalités  suivantes  : 

Ai) 


-?(i)  = 


-?(-i)  = 


a —  i 
a-|-  1  * 


D'ailleurs  ç  [x)  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  par 
suite,  ?  (i)  et  9(—  1)  sont  des  nombres  entiers  :  la  remarque 
énoncée  se  trouve  donc  démontrée. 
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«<»  Si  parmi  les  trois  nombres 

r(ih  r{o),  r(— i), 

il  fi^y  €71  a  aucun  qui  soit  divisible  par  3,  il  n'y  a  pas  de  nombre 
entier  vérifiant  Véquation  proposée. 
En  effet  ridentité  (i)  donne  les  trois  égalités  suivantes  : 

-Ai)zi(a-i)(p(i;, 
— /•(o)=:a9(o), 

Dans  les  trois  nombres  entiers  consécutifs 

a—  1,     a,     a-f  i, 

il  y  en  a  un  qui  est  certainement  divisible  par  3  ;  le  diviseur  3 
doit  donc  appartenir  à  Pun  des  nombres 

Cette  remarque,  qui  est  due  à  Gauss,  est  susceptible  d'une 
généralisation  évidente.  On  voit  que  l'un  des  nombres /"(i), 
fWy  '"f{p)y  doit  être  divisible  parp  quand  Téqualion  f{x)  zz  ^^ 
admet  des  racines  entières.  Mais  dans  la  pratique  on  se  borne, 
généralement,  à  la  remarque  simple  que  nous  avons  donnée 
sur  les  trois  nombres  /*(i),  /(o),  f[—  i),  parce  que  ces  nom- 
bres se  calculent  facilement. 

4G5B.    Raeines    commensarables    fraeUoiiiiaire!^. 

L'identité  (A)  qui  peut  s'écrire^  en  faisant  y  =  i , 

(A')  A^*"-!- A.a:"*-*  +  ...  -h  A^  =  (aiP  +  3)(X,a?'«-*  4-X.a:'"-'+ 
M 


Ao  ^  oCi\^ 

Aj  =  3X,  +  %\ 

A,  ZZ  ^\  -f-  aXj 


donne  les  égalités 
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Réciproquement,  si  ces  égalités  sont  vérifiées  par  des  va- 
leurs entières  des  coefficients  X,  l'identité  (A')  a  lieu,  et  ( ) 

est  une  racine  commensurable  de  Téquation  proposée. 
Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes,  pour  qae 


(  —  j  soit  une  racine  de  l'équation 


sont  les  suivantes  : 


Ao 

X 

A, 

A. 

4                 Ù  — 

-^^7 

A,— p 

a 

'''- 

tous  les  coefficients  X  étant  entiers. 
iftG3.  Application,  i^  Exemple  numérique.  Soit  Téquation 

(i)    f(x)  -z. Sx^  —  4^'  —  i9.x*-h^x  —  3  —  o 

Pour  la  ramener  à  la  forme  d'une  équation  n'ayant  que  des 
racines  entières  et  pour  appliquer  en  même  temps  une  remar- 
que faite  plus  haut  (S  4^9),  multiplions  les  deux  membres 
par  a  ;  il  vient 

ou,  en  posant  nxzzX, 

(2)    x^  — X'  — 6\*-+-2X-~6  =  o. 
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C'est  cette  équation  que  nous  allons  considérer.  On  a 

/•(l)l=-iO,       /^(0)~-6,       /^(-i)— -12. 

La  remarque  de  Gauss  n'exclut  pas  toutes  les  racines  en- 
tières, puisque  f{o)  est  divisible  par  3. 

Les  diviseurs  que  nous  devons  considérer  successivement 
sont 

2,     3,     G;     —2,     —3     et     —6, 

/"(i),  fait  exclure  —2;  /"(—  i),  6  et  —6.  11  reste  donc  à  exa- 
miner les  seuls  nombres 


2,    3    et     -3. 

Voici  le  tableau  du  calcul  : 

DIVISEUR  2 

1              DIVISEUR   3 

DIVISEUR  (—3) 

2 

6 

3           ' 

—  6 
3-^ 

2  — 3           1 

2  -f-2 

9.  -h  2_      4 

2     ~,     2 

—  3            3 

(2  n'est  pas  racine) 

0  — fi 

(—3  n'est  pas  rac.) 

3 

• 

2 —  1 

3               ' 

(3  est  racine) 

^ 

Ainsi  3  est  la  seule  racine  entière  de  Téquation  (2)  et^  par 

3 
conséquent,  -la  seule  racine  commensurable  de  Téqualion  (1  )• 

On  peut  vérifier  ce  calcul  en  remarquant  que  Ton  a,  en  eflfel, 

8j:r*  -  4a?'  —  12X*  -h  20;  —  3  s:  {2X  -—  3)  {ix^  -h  W  4- 1). 

20  Exemple  algébrique.  La  recherche  des  facteurs  commen- 
surables  ou,  si  Ton  préfère,  des  facteurs  rationnels,  de  la 
forme  «a: -h  3y,  peut  encore  se  faire,  dans  certains  cas,  sur 
des  équations  algébriques. 
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Prenons  Téquation 

31^  —  'S'pqx  H-  p*  -h  ^'  n:  o. 

Parmi  les  diviseurs  algébriques  du  terme  tout  connu  se 
trouve  Texpression  p  -f-  q-  Appliquons  la  méthode  des  racines 
commensurables  à  la  quantité  —  (//  -t-  ^). 

Le  calcul  suivant  : 

—  i'-rpq  —  q"-  '^pq_ 


P  —  Q 


—  P  +  f/f 


—  P  +  Q_       , 
P 


prouve  que  —  (//  -h  q)  est  racine.  On  a,  en  effet,  Tidentilé 
connue 

x*—'^pqX'hp*'-hq*^{x-hp  +  q){x^^px—qx-hp*'hq*-'pg). 

4LB4L.  Renmrqne.  Il  y  a  une  règle  d'exclusion  que  nous 
n'avons  pas  encore  signalée  et  qui  peut  être  profitable  dans 
certains  exemples  numériques.  Cette  règle  évidente  peut  se 
formuler  ainsi  :  les  seuls  diviseurs  du  dernier  terme  que  ron 
doit  essayer  y  sont  ceux  qui  sont  compris  entre  les  limites  assi- 
gnées aux  raciyies,  par  les  méthodes  connûmes. 

Prenons,  par  exemple,  l'équation 

Le  dernier  terme  admet  un  grand  nombre  de  diviseurs,  puis- 
que Ton  a  324  =  2*3*.  Parmi  les  diviseurs  positifs,  on  peut  ex- 
clure tous  ceux  .qui  sont  égaux  ou  supérieurs  à  12,  la  règle  de 

Lagrange  assignant  1  +  y  108  comme  limite  aux  racines poâ* 
tives. 

On  peut  encore  abaisser  cette  limite,  en  remarquant  que 
réquation  précédente  peut  être  écrite  sous  la  forme  suivante 

(.c*  -  36x*  -f-  324;  -h  x'y^x  —  io8; :_: o 
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OU 

Le  nombre  4  est  donc  la  limite  assignée  par  cette  méthode 
et  les  seuls  diviseurs  positifs  que  Ton  ait  à  essayer  sont  a  et  3. 
Ce  dernier  nombre  est  d^ailleurs  une  racine  de  Téquation 
comme  le  prouve  Fidentité  suivante: 

•r*  —  9u;'  —  i  o8a; -h  324  :=  [x  —  3)  (a;-  -f-  3a;'  -  i o8). 

410&.  li'aeteurs  eomniensHirables  d'un  defl^é  quel- 
conque. So\if{x)  =  o,  réqualion  proposée  ;  f{x)  admettant, 
nous  le  supposons,  le  facteur  commensurable  y 

1^ = •^•'' -h  x,a?'^^ -f- . . . -f- ap«i  x -I- V 
Ou  lire  de  cette  égalité 

Multiplions,  de  part  et  d'autre,  par  x,  et,  dans  le  second  mem- 
bre, remplaçons  x^y  au  moyen  de  la  relation  précédente  ;  nous 

obtenons,  pour  af^\  une  expression  ne  renfermant  que  les 
lettres 

En  poursuivant  cette  manière  de  faire,  nous  pourrons  cal- 
culer, successivement,  toutes  les  puissances  Aq  xiix?^  x^\  •. . 
par  des  expressions  qui  sont  des  fonctions  entières  de  y,  et  des 

puissances  de  a;  :  a?,  or*, ...  x^"^ .  Ce  calcul  étant  effectué,  le  po- 
lynôme f{x)  prendra  donc,  lui  aussi,  cette  forme  algébrique  et 
en  groupant  convenablement  les  termes  de  cette  forme,  on 
aura  finalement 

U,,  U,, ...  U^  désignant  des  fonctions  entières  de  y. 
Ceci  posé  soit  X,  une  des  p  racines  de  Téquation 
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Pour  0?  =  X,  on  a  y  =  o.  Désignons  par  w,,  m„  ...  u^leslermes 

indépendants  de  y  y  dans  les  fonctions  U  ;  puisque  \  est  une 
racine  de  l'équation  f{x)z=.o^  Tidentité  (i)  donne 

«jX,*^*  +  w,X,'^^+ ...  +  ttp= o. 

On  conclut  de  là  que  Téquation,  du  degré  (p  —  i), 

u,\^^  +  w.X^^  -h . . .  +  M„  =:  o, 

admet  p  racines,  savoir  celles  de  Téquation  (2).  Oq  a  donc 

w,  ziu,    w,  zzo,  ...  w  rzo, 

et  ceci  constitue  un  système  de  p  équations,  entre  les  p  incon* 
nus  (x,,a,y  ...Op. 

On  doit  enfin  remarquer  que  Télimination  de  a,, ...  2^  entre 
ces  équations,  si  elle  se  fait  sans  introduction  de  facteurs  étran- 
gers,  conduit,  pour  une  raison  évidente,  à  une  équation  en  2 
du  degré  C^.  On  cherchera,  par  la  méthode  exposée  plus  haut, 
les  racines  commensurables  de  cette  équation  et  Ton  déter* 
minera  ainsi  la  première  inconnue  a,.  Les  autres  inconnues 
2,, ...  (Xp  se  calculent  ensuite  par  des  équations  que  Ton  peut 
former  par  combinaison  des  équations  t^=:o;  ces  combinai- 
sons sont,  généralement,  du  premier  degré: 

4BB.  Théorème.  Étant  donnée  une  équation  f{x)zzOf 
ayant  ses  coefficients  réels,  on  peut  toujours  trouver  les  ra- 
cines de  la  forme  «  -4-  ^*  ;  ol  et  ^  désignant  deux  nombres  cm- 
mensurables. 

En  effet  Téquation  f{x)  =  o  ayant,  nous  le  supposons,  ses 
coefficients  réels,  a— 3^'  est  aussi  l'une  de  ses  racines; par 
suite,  le  produit 

est  un  diviseur  de  f{x).  Mais  on  a 
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Jtel  &  étant  cominensurables,  le  trinôme  (x*-— 23ta;  +  a*-h&*)  esl 
un  facteur  commensurable  du  polynôme  f[x)  ;  il  sera  donc  pos- 
sible de  le  déterminer,  notamment  par  la  méthode  précédente. 
Dans  ce  cas,  Téquation  du  degré  m,  proposée^  est  abaissée  ; 
sa  résolution  étant  ramenée  à  celle  de  deux  équations,  dont 
les  degrés  sont  a  et  (m  —  2). 


EXERCICES 

1.  'ïv\juvcr  les  racines  de  Céqualion 

En  appliquant  la  uiéthode  mdiqiire  \l  \^^^),  ou  trouve  l.-s  laclours  cuui- 
m«ii&arid>les  x*  -}-  3x  +  3,  et  x*  —  3x + 6 . 

*.  Appliquer  la  méthode  des  racines  cominensurables  à  l' équation 

a*  —  x («'  +  à'  +  ab)-hafj  (^4-  b)  —  <». 

d.  Trouver  les  racines  de  l'équation 

Satîhant  que  ces  racines  sont  commensurables,  quelle  que  soit  la  valtur 
cu»imeri#uiY<6/e  attribuée  à  p. 
Lod  trois  racines  sont  — /^,  — i>',  oip{p+i). 


••  •» 
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THÉORÈME    DE    ROLLE 


Le  théorème  de  Rolle  que  nous  allons  exposer  dans  celle 
leçon,  ceux  de  Descartes  et  de  Sturm,  que  nous   verrons 
ensuite,  ont  pour  but  ;  soit  la  recherche  de  la  présence  des 
racines  imaginaires  dans  une  équation  donnée,  soit  la  sépa- 
ration des  racines  réelles,  non  commensurables. 

On  dit  que  deux  nombres  commensurables  a  et  9,  séparent 
une  racine  de  Téqualion  f(x)  =  o,  lorsque  il  y  a,  dans  Tinter- 
valle  a,  j3^  une  seule  racine  réelle  de  cette  équation. 

409.  Principe.  La  dérivée  logarithmique  (Tune  fonction 
entière  passe  du  négatif  au  positif  lorsqu'elle  devient  infinie. 

Soit  f{x),  la  fonction  entière  proposée  ;  considérons  la 
fonction  y, 

^      f{x) 

La  dérivée  /*'  (x)  étant  d*un  degré  inférieur  à  celui  de /(-r) 
y  ne  peut  devenir  infinie  que  pour  les  valeurs  de  x  qui  sont 
.des  racines  réelles  de  Téquation  f{x)  ■=:  o* 

Soit  a  Tune  de  ces  racines,  p  son  degré  de  multiplicité  ;  on 
a  donc 

f[x):^[x^afo[x), 
9  [x)  désignant  une  fonction  entière.  On  a,  par  suite^ 

/•'  [x)  =  p  [x  —  af^^  [x]  -h  {X  -  af-y  [x] 


THÉORÈME  DE  IIULLË  515 

el,  par  conséquent, 


Supposons  maintenant  que  x  varie  dans  Tintervalle  a --t. 
a  -f-  £  ;  comme  ç  (a)  est  différent  de  zéro,  on  peut  prendre  t 
assez  petit  pour  que  9  [x)  ne  change  pas  de  signe,  pendant 

celle  variation.  La  fraction  -^-^  conserve   donc  une  valeur 

finie;  au contrairey—^- — prend  des  valeurs  qui  croissent  au 

delà  de  toute  limite,  quand  e  tend  vers  zéro.  Celte  fraction 
donne  donc  son  signe  au  second  membre  de  Fégalité.  Pour 

p  P 

xzna  —  s,  la  fraction  — ^- —  prend  la  valeur — ,  nombre  néga- 

tif,  si  nous  supposons  e  positif;  au  contraire,  pour  x:=:a-h  e, 

cette  même  fraction  est  égale  à  — »  valeur   positive,   dans   la 

s 

même  hypothèsOé  En  résumé,  y  est  négatif  avant  le  passage 
de  xpar  la  valeur  a,  positif  après  ce  passage. 

^jOHm  Théorème.  Entre  deux  racines  réelles  conséciUives 
a,  ^  d*une  équaiion,  il  y  a  un  nombre  impair  de  racines  réelles 
de  Véquation  dérivée. 

Désignons  par  s  une  quantité  positive,  variable,  et  qui  peut 
être  aussi  petite  que  Ton  voudra.  Faisons  varier  x  dans  l'in- 
tervalle 

a+£,     g  — s,     (a<e). 

Le  rapport -rr—r  est  positif,  pour  xzzx-^-t-,  négatif,  pour 

j;  =  ^  —  e  (g  4<>7)  •  D'ailleurs  f{x)  conserve  le  même  signe,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  prises  dans  Tintervalle  que  nous  con- 
sidérons, puisqu^l  n'y  a,  par  hypothèse,  aucune  racine  réelle 
(le  réquation  f(x)zio,  dans  Tintervalle  a, i^«  On  doit  donc 
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admettre  que  r  {^)  ^  des  valeurs  de  signes  coolrairesy  iK)ur 
xz=Ly.-\'  3,  et  pour  a;  —  ;$;  —  £.  Il  y  a,  par  suite,  (î;  368),  un  nom- 
bre  impair  de  racines  de  Téquation  f(x)=iOy  dans  l'intervalle 
(a-hs,  hi  — s),  c'est  à  dire  dans  Tintervalle  (a,  J),  puisque  s 
est  aussi  petit  que  Ton  veut. 

4BB.  Théorème.  Entre  deux  racines  réelles,  cofuséculives, 
x\  6',  de  réquatioH  f'{j-)  m  <»,  il  y  a  soit  zéro,  soit  une  racine 
de  réquation  f(x)  —  o. 

En  effet,  si  dans  Tintervalle  a',  V  se  trouvaient  plusieurs  ra- 
cines de  réqualion  f{x)  zi  o,  en  prenant  deux  nombres  consé- 
cutifs a,  6,  parmi  ces  racines,  on  aurait,  dansréquation/l[a;)ii», 
deux  racines  consécutives  ne  comprenant  aucune  racine  de 
réquation  dérivée.  Nous  venons  de  voir,  au  paragraphe  pré- 
cédent, que  celle  hypothèse  est  inadmissible. 

/âVO.  Théorème.  LorsqiCune  équation  f[XjZZo  n'a  que 
des  racines  simples,  elles  sont  séparées  par  les  nombres 

X,      a,,     aj,  ..•  *,y»  ~r  *• 

Cette  suite,  dite  suite  de  Rolle,  étant  formée  par  lesraciue» 
a,,  ...  y.,j\réeUesy  et  rangées  dans  V  ordre  croissant,  de  V  équation 
r{x)  —  iK 

Considérons  d'abord  deux  nombres  a  consécutifs,  par  exem- 
ple, a.  et  a.  ^, .  Si  nous  avons 

il  y  a  une  seule  racine  de  réquation  /"(.r)— o,  dans  Tintervalle 
a-,  a^_^i.  Au  contraire  il  n'y  a  aucune  racine,  dans  cet  inter- 
valle, si  nous  supposons 

/  'vaj/u.,,J>  "• 

Ceci  résulte  du  théorème  précédent. 
Considérons  maintenant  l'intervalle  —  x,  a,  :  dans  cet  in- 
tervalle il  y  a  aussi  zéro,  ou  une  racine  de  l'équation  /'(j-) :::;». 


THÉORÈME  DE  ROLLE  :;i7 

Il  suffit^  pour  le  reconnaître,  de  reproduire  le  raisonnement 
que  nous  avons  fait  tout  è  l'heure  (§469),  raisonnement  qui 
s'applique  encore  à  Tintervalle  a^,  4-*.  En  résumé,  la  suite 
de  RoUe  sépare  les  racines  dé  Téqualion  proposée. 

Telles  sont  les  propriétés  qui  constituent,  pai*  leur  ensem- 
ble, la  méthode  de  Rolle,  pour  la  séparation  des  racines.  Nous 
rappliquerons,  tout  à  l'heure,  à  quelques  exemples,  mais  nous 
voulons  d'abord  déduire,  des  principes  précédents,  certaines 
conséquences  importantes. 

^^H .  Théorème.  Lorsque  F  équation  f*  (./)  ir  o  admet  9.k 
racines  imaginaires,  ou  9.k  racines  égales^  ou  enfin  ^h-h  1 
racines  égales,  il  y  a,  aU  moins,  o.k  rarine^^  imaginaires  dans 
r  équation  f{x)  iz  o. 

L^équation  f  G^)  =  "  étant  du  degré  (m  —  1  ),  si  l'on  suppose 
f{jr)  du  degré  m,  la  suite  de  Rolle  comprend  {m-h\)  termes, 
par  conséquent,  m  intervalles,  tout  au  plus.  S'il  y  a  2 A»  ra- 
cines imaginaires,  ou  {'xk  -+- 1)  racines  égales,  dans  l'équation 
dérivée,  le  nombre  des  intervalles  se  trouve,  par  cela  même, 
diminué  de  f^k  ;  chacun  d'eux  renfermant  tout  au  plus,  une 
racine,  de  l'équation  /"(.rjzro,  il  y  a  donc,  au  moins,  afc  racines 
imaginaires  dans  cette  équation. 

Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  une  racine  a  de  multipli- 
cité 2A*,  dans  l'équation  dérivée.  Il  est  facile  de  reconnaître 
que  cette  racine  doit  être,  purement  et  simplement,  supprimée 
dans  la  suite  de  Rolle. 

Supposons,  en  effet,  que  x  soit  placée  dans  la  suite  de  Rolle 
entre  les  racines  3?  y;  cette  suite  est  alors 

Dans  l'intervalle  (3,  a)  il  y  a  zéro,  ou  une  racine  ;  il  y  a  aussi 
zéro,  ou  une  racine,  dans  Tintervalle  (a,  7).  Par  suite  dans 
l'intervalle  (g,  y)  il  y  a  zéro,  une,  ou  deux  racines;  mais  cette 
dernière  hypothèse  doit  être  rejetée.  En  effet,  s'il  y  avait  deux 
racines  a',  a"  entre  p  et  y>  il  faudrait  que  a'  fut  placée  entre 
3  et  a,  et  x"  entre  a  et  y  ;  niais  alors  entre  les  deux  racines 
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consécutives  a'  el  x^  se  trouveraient  un  nombre  pair  lA-,  de  ra- 
cines de  la  dérivée  ;  ce  qui  n'est  pas  possible  (§46Bj. 

Dans  les  trois  cas  que  nous  venons  de  signaler  la  suite  de 
RoUe  perd  ^k  intervalles;  il  y  a  donc  %k  racines  imaginaires, 
au  moins,  dans  Téquaiion  considérée. 

^Ult.  Corollaire.  Quatxd  une  équation  f{x)  zzo  a  UnUn 
ses  racines  réelles  et  distinctes  y  il  en  est  de  même  pour  les  équa- 
tions dérivées  f  (x)  —  o,  /*  (a?)  =:  o  . . .    . 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  cette  proposition  est 
évidemment  vraie  pour  l'équation  f*{x)z=.o.  Du  moment 
qu'elle  est  vérifiée  pour  la  dérivée  première,  elle  s*étend,  par 
cela  même,  à  toutes  les  dérivées  successives. 

498.  Théorème.  On  peut  appliquer  le  théorème  de  RoUe 
aux  équations  du  quatrième  degrés  sans  qu'on  ait  besoin  de 
résoudre  une  équation  Sun  degré  supérieur  à  2. 

Considérons  Téquation  du  quatrième  degré,  débarrassée 
de  son  second  terme, 

(1  )    x^  'k-px*  -|-  ^x  -h  r  z=  o. 

L'équation  aux  inverses  est 

(0    7\r*  +  qx^'-hpx' -h  t  =:  o. 

Si  les  racines  de  Téquation  (3)  sont  séparées  par  des  nom- 
bres a,  h,  ...;  ceux  de  Téquation  (1)  seront  séparées  parles 

nombres  -,  r, ...  Or  le  théorème  de  RoUe  s^applique,  commo- 
dément, à  réquation  (2)  parce  que  Téquation  dérivée 

\rx'  4-  ^qx*-h  upxzi o, 

admet  une  racine  nulle.  La  suite  de  RoUe  sera  donc  formée 
par  les  quantités 


X,     o,     H-  tx 


auxquelles  on  adjoindra,  s*il  y  a  lieu,  les  racines  de  l'équation 

4ra;'  +  'Sqx  +  ap  n  o. 
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4*9 ift.  Applieation  du  théorème  d«  Rolle  h  an  exem- 
ple. Avant  d'aller  plus  loin,  nous  voulons  montrer,  sur  un 
exemple,  comment  on  applique,  ordinairement,  le  théorème 
de  Rolle. 

Soit 

réqualion  proposée.  On  a 

w 

Uéquation  r  W  —  û  admet  pour  racines 

x,  —  7,     .r,  _  — . 

La  suite  de  Rolle  est,  si  Ton  suppose  p  >  o, 

î       4 
on  trouve,  d'ailleurs, 

nx,)zzp(p'-hq*). 
et 

/(a;,)=:/9(7*. 

Quel  que  soit  le  signe  dep,  f(x^)  et  f{x^)  ont  évidemment  le 
même  signe.  Ainsi  1  équation  proposée  a  nécessairement  deux 
racines  imaginaires.  Mais  cette  manière  directe  d'appliquer 
le  théorème  de  Rolle  est,  souvent,  impraticable.  Les  déve- 
loppements qui  suivent  ont  pour  but  de  montrer  quelques 
perfectionnements  qui  peuvent,  quelquefois,  être  apportés  à  la 
méthode  de  Rolle. 

4'af&.  Remarque  I.  Au  lieti  de  substituer  les  racines  de  la 
dèrirée  dans  V équation  proposée  f{T):=io^  équation  du  degré 
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m,  on  peut,  quand  on  applique  la  méthode  de  RollCy  faire  cette 
subsliliition  dans  une  équation  du  degré  {m  —  2). 
Si  l'on  divise /*  (a;), 

•      /•{.r)s:a;'"-hA,a;*"-*-f-...   f-A„„ 
par  r(^)>  on  a 


5  (r)  désignant  une  fonclion  entière  du  degré  [m  —  «).  Soil  2 
une  racine  quelconque  de  Téquation  f  (^)  —  <»;  Tidenlité  pré- 
cédente donne  Tégalité 

On  pourra  donc,  et  ceci  donne  lieu  à  un  calcul  plus  simple, 
substituer  les  éléments  de  la  suite  de  Rolle  dans  la  fonction  du 
degré  (m  —  2),  0  (x);  c'est  ce  que  nous  voulions  monlrer. 

490.  Remarque  Wi.  On  peut  remplacer  la  suite  de  BoUe 

par  une  autre  suite,  dont  les  termes  sont  :  i®  (  —  —  |  ;20(f»— 3 ' 

\     m)     ' 

nombres,  racines  d\ine  équation  du  degré  [m  —  2). 
L'idenlité  (A)  peut  èlre  écrite  sous  la  forme  suivante  : 

xm  +  ^V'^-^^^/^       AA       fx       A,\'r(x) 
^^  f[x)  '^\ninvj      \nimV   fixV 

Nous  supposons,  d'ailleurs,  que  Téquation  f{x)  zr  0,  n'admel 

pas  la  racine ;  s'il  en  était  ainsi,  si  Ton  avait  /( ^  )=:«i 

m  \     m! 

on  abaisserait  Téquation  en  divisant  f{x)  par  (  a;  -f  —  j.  En  ré- 
pétant, sur  ridentité  (A'),  le  raisonnement  que  nous  avons  fait 
plus  haut  fj  4G7),  on  voit  qu'entre  deux  racines  réelles  c(mé- 
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culives  de  t équation  f[x)  zz  o,  il  y  a  un  nombre  impair  de  ra- 
cines de  réquafion 


('^  ^•+^)'^^^)  =  "- 


I^  mélhode  de  RoUe  s'applique  donc  à  Téquation  fÇr)  r:  o, 
en  remplaçant  la  suite  de  RoUe,  par  les  racines  de  Téqua- 
lion  (i). 

49 9.  Remarque  III.  Soit  f{x)  :ii  o  une  équation  du  froi- 
xif^nie  degré,  et  soient  xet  ?t  les  racines  de  Véquation  p  [x)  zz  n  ; 
r équation  proposée  a  ses  trois  racines  réelles ,  quand  on  a 
f\x)  /"(Ç;  <o.  Cette  condition  est  nécessaire  H  suffisante. 

La  condition  est  nécessaire.  En  effets  a  et  6  sont  deux  élé- 
ments consécutifs  de  la  suite  de  RoUe;  si  le  produit  /"(a)  f{t) 
est  positif  les  facteurs  /"(a),  f{i)  ayant  le  même  signe  il  n'y  a 
aucune  racine  de  l'équation  f{x)  zr  »  dans  l'intervalle  a,  3  ;  cette 
équation  a  donc  des  racines  imaginaires. 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  le  produit  f[i)  f[t)  soit  né- 
gatif, il  y  a  certainement  une  racine  entre  (x  et  6;  mais  il  faut 
montrer  que  les  trois  racines  sont,  dans  cette  hypothèse,  né- 
cessairement réelles. 

En  effet  si  la  méthode  de  Rolle  donne,  en  supposant  x  <6, 
le  tableau  suivant  : 

x\    — oc     a      6     +0C 

les  trois  racines  sont  réelles.  Mais  on  peut  avoir  /"(a)  f{i)  <  o 
avec  cette  seconde  disposition  : 

x\     —  oc     a      6     -h  3c 
f{x)',    —       —    4-    -f- 

et,  dans  ce  cas,  l'équation  f{x)  n  o  n'aurait  qu'une  racine  réelle. 
Je  dis  que  le  tableau  précédent  est  impossible.  En  effet  si  Ton  a 

fix]  s:  .r''  +  px^  -\-qx  +  r 
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on  a,  par  suite, 

f  (x)  s:  3j?"  -f  ipx  H-  q. 

Quand  x  varie  de  —  »,  à  a,  /*'  (a?)  est  toujours  positif;  f\x 

est  donc  une  fonction  croissante.  Pour  x:=:x,  r i*^)  s'annule 
et  change  de  signe;  par  suite  f{x)  est  une  fonction  décrois- 
sante dans  rintervalle  a,  ^..II  est  donc  impossible  que  /*(x) 
soit  négatif,  pour  a? ira;  et  positif,  pour  a:  =  6.  Le  premier 
tableau  est  donc  le  seul  que  l'on  puisse  trouver,  quand  on 
suppose /"(a) /•  (6)  <o. 

4V8*  A|iplioation.  Appliquons  les  remarques  précédentes 
à  réquation  générale  du  troisième  degré. 
Soit 

f{x)  zr  X*  -hpx*  +  qx  +  r  rz  o, 
réquation  proposée.  En  divisant  f{x)  par  f  (x)  on  a 

Désignons  par  a  et  6  les  deux  racines  de  réquation 
le  calcul  nous  donne 

^<"«"=[(?-f)-^-'f]fe-=^>— f] 

Effectuons  maintenant  le  produit  indiqué  dans  le  second 
membre  et  remarquons  que  nous  avons 

,  +  6=-|.    et     a6  =  f; 

nous  obtenons  finalement,  en  posant 

/'(«)A«)  =  «, 
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"=^<"««>=(?-"fïi-ri-?^)  ('•-?)¥ 


( 


r-^ 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  Téquation 
générale  du  troisième  degré  ait  ses  trois  racines  réelles  est 
donc 

tt<0. 

Si  l'on  a  ti  =  o,  Téquation  a  une  racine  double;  enfin,  elle  a 
deux  racines  imaginaires  quand  on  suppose  ti>o. 

499.  Le  théorème  de  Rolle  peut  quelquefois  s'adapter  à  des 
cas  pour  lesquels  Tapplication  de  ce  théorème  ne  semble 
pas  possible,  et^  par  exemple,  lorsque  Téquation  dérivée  ne 
peut  pas  être  résolue. 

Soit  réquation  X  =  o, 

SI h-;  — H ;• 

On  a 


ety  par  conséquent, 


X'  = 

-  i-4--.. 
1 

1 

(«;>-')!' 

int, 

s 

XH-X' 

'ip\ 

Soit  a  une  racine  de  l'équation  X'  m  o;  d'après  Tidentito 
précédente  on  a   ' 

2p 

X  — * 

On  voit  donc  que  si  Téquation  X'i=  o  a  des  racines  réelles,  la 
suite  de  Rplle  donne  constamment  le  signe  +,  dans  X  ;  Téqua- 
tien  X  =  o  n'a  donc  que  des  racines  imaginaires. 
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SSO.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que 
f{x)  représentait  une  fonction  entière  ;  par  suite  que  f(x)  et 
sa  dérivée  étaient  continues.  Cette  continuité  des  fonctions 
f  et  f'y  est  une  condition  nécessaire  et  Ton  doit  toiyours 
s^assurer  qu'elle  est  remplie.  S'il  arrive  qu'une  fonction  soit 
discontinue,  pour  x  =  Xo,  on  doit  séparer  la  suite  de  RoUeen 
deux  suites,  Tune  s'arrètant  à  x^  —  s,  Tautre  commençant  à 
oTo  4-  s  ;  s  désignant  une  quantité  positive,  variable,  et  d'ail- 
leurs aussi  petite  que  l'on  voudra  l'imaginer. 


EXERCICES 

f .  Applique!'  direct emeni  le  théorème  de  Rolle  atdx  êquafiom 

X^+px-^-q  1=0, 
x'  -H/w'  -hq  zzo, 

H .  Appliquer  /<•  théorème  de  Holle  à  féqualion  X  rr  o 

t  '' 

X        X     ,  X 

\s:i-| 1 \-   .  -h-' 

On  remarque  que  Ton  a 

Xr-i 

3 .  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

A,r"*-4 1 h... H }-  -  =  0. 

i  2  m— I      m 

Ou  considère  l'équation  aux  iuTerees. 

4 .  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  Véquation 

1  4-  ax       \  -^bx      i-^CX  i     ^.  ^   \ 

—T-^ • =  «.     {a<h<:c] 

X  —  a       X  —  b      .r  —  c 

Ou  doit  observer  que  la  fonction  est  discontinue  pour  les  valeurs  a,  h,  c 
de  la  variable  or  et  appliquer  la  remarque  du  paragraphe  48o. 
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Ou  voit  alors  que  a,  b,  c,  séparent  deux  des  raciuus. 
S.   Une  é^uationt  du  degré  m, 

dont  les  tt'ois premiers  coefficients  vérifient  Vinégalité 

(i)    (m— i)Aj — 'i/;<AoA,<(>, 

a  Ue:s  txicines  itna*/ inaires. 

On  prend  la  dérivée  d'ordre  (m  —  j) 

/*"*~"'(a-)  —  m(/n — i)...3AoX''  +  (m —  i)..,'AA^x-h{:m^'2)...  lA,. 

Celle  équation  a  ses  racines  réelles  si  Ton  suppose  que  ré(|ttatiou  pro- 
posée a  toutes  ses  racines  réelles  (§  47^)i  ^^  &  donc 

['//i  —  i)...  '^A^Y  —  [m (m  —  i).  .  3.Ao]|uH  —  '»-) ...  »]  A,  >  o 

et,  par  suitei  Tiuégalité  (i)  estiuipossible. 
••  Lorsqu'une  équation  du  troisième  dey  ré 

jf  -f-  '^px'  4-  3r/x  -I-  ?•  —  0, 

a  ses  racines  réelles,  on  a 

P'  —  q>o     et     f/'  —pr^r. 

Ou  applique  le  iliéorèuie  prôcédcut  à  l'équation  proposée,  vl  à  l'équation 
aux  inverses. 

K.  5«  11=0,  représente  une  équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles,  Ivs 
équations  suivantes 

/",  =  U  -f-  [X  —  U)  L'  —  o 

/; zz  L  -i- 3  (a-  —  a) L'  -h  [x  •  ciyi"  zz .. 

/;  -  u  -f-7  (a;  — a)U'  4-6  (.i;  —  a)H)''4-  (x  -  ^^/L  *^   _  o 


0/4/,  aussi,  toutes  leurs  racines  réelles . 
Chercher  l'expression  générale  de  f^,  et  montrer  qu'en  posant 

/•„  =  a;:i;  4-  \l  ^.r  -  a)  U '  -f-  A,;  (x-  -  «)'  U"  +  . ••  h  (-•  -  «)"l'„ 
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on  a 


a:=. 


,^        .>    —  2.2     -\-  l 

Ar.~ 


1  .  2 


h (A  — 0  H (A—2;  +...+(— ij 

,     ,  1  1  •  2 


« 


(A- 1)1 


Oa  déiuoutre  cette  dernière  formule  en  remarquant  que  les  coelickots 
vérifient  la  loi  de  récurrence  suivaifte  : 

La  fou c lion  f^  est  formée  en  prenant  la  dérivée  de  {jc  —  ujf^^i' 
H .  Appliquer  le  théorème  de  Holle  à  Véquation  trinôme 

x""  -h;?x"  4- g  —  c).       (m  et  n  impairs) 

On  trouve  que  l'équation  a  une  ou  trois  racines  réelles,  suivant  que  la 
quantité 

m 


\m  —  n]  \m) 


est  positive  ou  négative.  Si  l'on  suppose,  en  particulier,  m =3,  n  =  it  ou 
a  la  condition  connue 

pour  exprimer  que  l'équation  a;3+P*+^  =  o  a  ses  trois  racines  réell»- 
©.  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

( i)    f{x)  îza;'  H- X*  -h  /a*  —  i  iz  u, 

et  séparer  set  racines  * 
On  considère  Téquatiou 

(2)    ?(j;)==o^ 
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oblcuuc  CD  posant 

Z'  (x)  ^:x*-h  x-h  X . 

X 
Ou  a 

9'  {x)  =:  20?  -f-  1  -f-  —  ; 

^  x]  esl  uue  fonctiou  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  excepté  pour 
JT  =  o,  et  toute  racine  de  l'équation  {2)  est  aussi  racine  de  l'équation  pro- 
posée (i).  On  remarque  aussi  que  Ton  a 

•   ^^-      X' 

et  eu  faisant  varier  x,  i»  de  —  »  à  —  e;  3«  de  4**  à  -|-  ^)  on  troave  l6 
résultat  suivant: 

1  -+-  A  <  o  ;  3  raciue.-*  réelles  séparées  par  —  3c,  —  j,  o,  -f-oe. 
»  +  X  n  o  ;  i  racines  égales  à  —  1,  la  troisiéiuc  égale  à  +  1. 
1  -|-  A  >  0  ;     une  seule  raciufe  réelle,  comprise  entre  o  el+  <». 
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THÉORÈME   DE   DESCARTES 


Le  théorème  de  Descartes,  et  les  corollaires  nombreux  qu'on 
en  peut  déduire,  permettent,  dans  un  grand  nombre  de  cas, 
de  reconnaître  la  présence  des  racines  imaginaires,  dans  une 
équation  donnée.  La  démonstration  de  ce  théorème  important 
repose  sur  le  Lemne  suivant. 

^181.  Efemne.  Lorsqu'on  muHipHe  un  polynôme  f{jr)  par 
{x  —  a),  a  étant' positif ,  le  produit  obtenu  renfei^me  ik-h\ 
variations  de  plus  que,  f{x).     . 

Nous  poserons 

f[x)  =  AoT*"  + ...  -I--Ur'+*  —  B,.r" ...  -lii-^+'  +Coi'^  +...4- ... 

-t-  KJ'  ^    —  loi*   —  3U*         ...  —  /JL-  . 

Celte  notation  exige  quelques  explications. 
1°  Le  polynôme  est  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  de  x. 

•>°  Le  premier  terme  Ao  est  positif,  et  HoX**  est  le  premier 

terme  négatif,  après  Aox"'. 

3^  C^x'^  est  le  premier  terme  positif  après  Byx'*  ;  et  ainsi  de 
suite. 

î®  Enfin  le  polynôme  f{x)  se  termine  par  un  groupe  de 
termes  et,  pour  fixer  les  idées,  nous  avons  supposé  ces  termes 

négatifs.  Ce  groupe  possède  un  premier  terme,  —  LoX^;  le- 
quel est,  selon  les  exemples,  suivi,  ou  non,  d*autres  termes. 
Dans  le  cas  où  le  dernier  groupe  renferme  plusieurs  termes, 

—  Xo;'  désigne  le  dernier  d'entre  eux. 
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En  résumé,  et  d'après  ces  conventions:  l'aies  signes  des 
coefficients  sont  en  évidence;  2'  les  lettres  A,  B,  ...  K;  a, ...  a 
désignent  des  coefficients  qui,  suivant  les  cas^  sont  nuls,  ou 
différents  de  zéro;  tnais  les  lettres  Ao,  Bo,  ...  To,  désignent  des 
uoînàres  positifs  ;  y  quand  les  coefficients  ol,  ...  X,  ne  sont  pas 
tous  nuls,  on  suppose  X  ;zf  0. 

Ces  explications  étant  données,  soit  posé 


o(x):^(x  —  a)f(x). 


On  a  donc 

9(0;)— A^x*"^*...      Bo 

•*/             •  •  •     T~  \jO 

—  aA 

-\-aB 

-L. 

X-*"*"'  +  aU 

a?' ...  '\'\ax\ 

—  Ka 

—  a 

Jj  ~T~  •  • .      1"   •  •  • 


Comparons  maintenant  les  polynômes  f{x)  et  9  U). 

Entre  les  termes  AoJ?*"  et  —  Boo;'*,  il  y  a,  par  hypothèse,  une 
variation  dans  f{x^  :  entre  les  termes  Aox"*"^',  ~  (Bo  -h  Aa)  a;""*"* , 
il  y  a  dans  ^{x)  une  variation,  au  moins;  et  cette  conclusion 
peut  être  formulée,  également  bien,  en  supposant  A  —  «, 
ou  A  ;^  o. 

Le  raisonnement  précédent  peut  se  répéter  dans  les  poly- 
nômes f{x)  el  ç  {x),  pour  les  groupes  qui  se  correspondent, 
deux  à  deux,  jusqu'à  ce  qu'oq  arrive  aux  derniers  groupes  qui 
exigent  un  examen  particulier. 

La  comparaison  que  nous  venons  de  faire  de  f{x)  et  de  9  (x) 
prouve  que,  jusques  et  y  compris  les  termes, 

~  LoxS    dans    f(x)  ;    —  (U  +  ^^)  ^'^*5    dans    o  {x). 

il  y  a,  au  moins,  autant  de  variations  dans  9  {x),  que  dans  f{x). 
D'autre  part,  si  tous  les  coefficients  a,  . .  X  sont  nuls,  il  y  a 
dans  ?(ir)  une  variation  qui  n'existait  certainement  pas  dans 
f{x\  savoir  celle  des  deux  termes 
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Si,  au  contraire,  tous  les  coefficients  a,  ...  X,  ue  sont  pas 
nuls,  on  a,  notamment,  a;?^  o;  et  la  comparaison  des  deux 
derniers  groupes 

—  Lox'  —  xr'"' ...  —  /vr^      de  fijc, 

—  (Lo-I-Ka)^^"'"' ..  -h  ^f^ax^y    de  o  {x) 

prouve  que  le  premier  n'a  «v.cw«e  variation,  mais  que  l'aulrc 
en  possède  une  au  moins.  Ainsi,  dans  tous  les  cas,  il  y  a  plus 
de  variations  dans  9  {x\  que  dans  f{x). 

11  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  celle  différence  est  un 
nombre  impair. 

En  effet,  si  le  dernier  terme  de  f[x)  est  négatif,  le  dernier 
terme  de  ç  {x)  est  positif,  ou  inversement.  Si  l'on  compte  suc- 
cessivement les  variations  de  ces  deux  polynômes  on  trouvera 
donc  deux  nombres  de  parités  différentes  ;  en  d'autres  termes, 
leur  différence  est  un  nombre  impair. 

^ft89.  Théorème  de  Oeseartes.  Le  nombre  des  racines 
positives  dune  équation  /*(j?)  — o,  est  inférieur,  ou  (ont  au 
plu^  égalf  au  nombre  des  variations  que  présente  le polf/notne 
ordonné  f{x). 

La  proposition  est  évidente  d'elle-même,  s'il  n'y  a  aucune 
racine  positive.  Supposons  donc  que  Téquation  admette  des 
racines  positives  que  nous  désignerons  par  «„«,.. .  .a^;  et  posons 

f  [x)  =  (^  -  a,)  [X -  a.) ...  (or  —  x^)  U, 

U  désignant  une  constante,  ou  un  polynôme  entier  dont  le 
premier  et  le  dernier  terme  ont,  nécessairement,  le  même 
signe.  En  effet  s'il  en  était  autrement,  l'équation  U  r:  o  admet- 
trait une  racine  entre  zéro  et  +  ». 

Le  polynôme  U  n'a  donc  pas  de  variation,  ou  en  renferme 
un  nombre  pair.  Nous  désignerons  ce  nombre  par  afc,  k  pou- 
vant être  nul. 

La  multiplication  successive  par  les  binômes  x  —  x^yX  h 
^  —  «p»  introduit  des  variations,  savoir: 

2k^-^  1,     a/fi-f- 1.  ...  2A;(, -4- 1. 
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Le  nombre  total  des  variations  est  donc  donné  par  la  for- 
mule 

V  rz  X  [k-hk,  +  A;,  -h  ...  4-  A;p)-f-P. 

» 

A't*i.--^'p;  désignant  des  nombres  positifs,  ou  nuls.  On  a 
doDc^  finalement, 

V  -  P  =:  2K, 

R  étant  un  nombre  positif  ou  nul.  C'est  cette  égalité  qui  cons- 
titue le  théorème  de  Descartes. 

11  est  visible  que  si  Ton  applique  ce  théorème,  à  Téquation 
/■( —  or)  z=  o  ;  N  désignant  le  nombre  des  racines  négatives  de 
réquation  f{x)  =z  o,  et  V  le  nombre  des  variations  de  la  trans- 
formée en  — a;,  on  a 

R'  désignant  un  nombre  positif,  ou  nul. 

COROLLAIRES   DU   TUÉOREME  DE  DESCAHTES 

4S3.  C^orollalre  I.  La  dllférence  (?/i  —  V  —  V)  est  égale 
à  zéro  y  ou  à  un  nombre  pair. 

Nous  conserverons  les  notations  adoptées  précédenunent 
(^  3/0).  Le  théorème  de  Descartes  donne  les  deux  égalités 

V  — P  =  iR 
V— NzziiR'. 

Un  sait  d'ailleurs  que  Ton  a 

11  en  résulte, 

P  -f-  N  +  I  -  -  V  —  V  -  vX'    -  '^.R'  —  2R 
ou 

m  —  (V  +  V')  zi  2(k^  ~-  R'  ~-  R). 
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Le  nombre  V-f-V  est  égal  ou  inférieur  à  m  (§^71),  par 
suite  K"  —  K'  —  K  est  un  nombre  positif,  ou  nul.  Nous  pou- 
vons donc  poser 

m —  V—  V  —  'à[f.;    {\k > o). 

^tSil.  Corollaire  II.  Lorsque  la  differenc€{m-—\  —  V] 
n  est  pas  tiulle,  mais  égale  à  ap.;  il  y  a,  au  moinsy  t/.  racum 
imaginaires  dans  V équation  proposée. 

Les  égalités 

V  — PzraK 

V  —  N  =z  2K' 

m  —  V  —  V  z:  2JJL, 


donnent 


w  —  P  —  N  zz  2  (  K  +  K  '  +  li.) , 


ou 


1  =  2(K  +  K'  +  ;a), 


ou,  enfin. 


I>  211.. 


4SS«C)orollaire  III.  Lorsqu'une  équation  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles^  on  a  1®  V  =  F,  2®  V  =  N. 
Les  égalités 

V— P=z2K 

V'-N=2K' 

P4-Nrzm, 


donnent 


V-f  V'  =  2K  +  2K'"hm; 


ou 


(w  — V  — V')4-2K-h2K'-o. 
La  différence  m—  V  —  V  est  positive,  ou  nulle  (§  4^«J)  ;  ^^ 
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galité  précédente  ne  peut  avoir  lieu  que  si  Ton  suppose,  simul- 
tanément : 

V  +  V'-m, 
Krro, 
K'-o. 

Puisque  K  et  K'  sont  nuls,  on  a  donc 

V-P,    et    V  — N. 


C^orôllaire  ■  V.  Si  la  différence  (V  —  P)  n'est  pas 
nulle j  mais  égale  à  2K  ;  il  y  a,  au  moins,  2K  racines  imagi- 
naires, dans  V  équation  proposée. 
En  effet,  on  a 

I-w  — P  -N, 

ou 

Irr(V  — P)  +  (V'  — N)'+(m— V  — V). 

D'ailleurs  (V  — N),  et  (w  — V  — V),  sont  des  quantités 
positives,  ou  nulles  ;  on  a  donc 

I>2K. 

4S9.  Corollaire  \.  (Régie  de  Sturm).  Si,  en  multi- 
pliant f{x),  par  x^a,on  introduit  2k  +  «  variations  ;  il  y  a, 
ou  moins,  ^h  racines  imaginaires  dans  Véquation  f{x)  —  o. 

Posons 

^[x)  =  [x-^a)f[x), 

ol  considérons  Téquation 

(1)     ^[x)-o. 

Si  Ton  désigne  par  V  le  nombre  des  variations  du  poly- 
nôme/*  (x),  réquation  (1)  admet  V  +  2/c-f-i  variations,  et 
V-k-i  racines  positives.  La  différence  de  ces  deux  nombres 
est 

(V-P)-h2Aî; 
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et  comme  (V  -r-  P)  est  un  nombre  positif,  ou  nul,  il  y  a  donc, 
(g  î8f)),  2k  racines  imaginaires,  au  moins,  dans  Téquation 

{x  —  a)f{x)zzo, 

et,  par  conséquent,  dans  Téquation  proposée  f{x)  —  o. 

4S9.  C:k»ro11aire  TI.  (Théorème  des  lacunes.)  ^<>'^' 

qu'une  équation  présente  une  lacune,  elle  admet,  au  moins, 
autant  de  racines  imaginaires  qu'il  en  existe  dans  Véquation 
obtenue  en  égalant  à  zéro  Vensemble  des  deux  termes  qui 
constituent  la  lacune  considérée. 
Soit 

1  9.  3 


une  équation  présentant  une   lacune   de  q  termes  entre 

lirc'^'^^'^'et  II'j'^Nous  allons  compter  les  variations  qui  peuvent 
exister  dans  les  parties  i,  2  et  3  ;  et  dans  les  parties  corres- 
pondantes 1',  2',  3'  ;  de  la  transformée  en  [—x]. 

i^Oans  (1),  si  l'on  met  aP^*^^^  en  fadeur,  on  obtient  un  po- 
lynôme d'un  degré  égal  km  —  p  —  q  —  ^  :  le  nombre  total  des 
variations  des  parties  \  et  i'  est  donc  égal,  ou  inférieur, 
à  [m^p  —  q  —  i). 

2»  La  même  remarque,  appliquée  aux  parties  3  et  3',  donne 
pour  ces  deux  régions,  un  nombre  total  de  variations,  qui  est 
tout  au  plus  égal  kp, 

30  Étudions  maintenant  les  variations  qui  peuvent  exister 
dans  les  parties  2  et  2',  et  distinguons  deux  cas,  suivant  que 
la  lacune  est  paire  ou  impaire. 

L'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  Tensemble  des  deux 
termes  qui  constituent  la  lacune  est,  abstraction  faite  du 

facteur  .r'*. 
Si  q  est  un  nombre  pair,  cett(»  équation  binôme  admet  une 
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soûle  racine  réelle.  On  voit  aussi  que  dans  les  parties  2  et  9/ 
il  y  a  une  variation. 

Dans  cette  hypothèse,  le  nombre  total  des  variations  de 
f^x)  et  de /"(—a?)  est,  donné  par  Tégalité, 

Il  y  a  donc,  dans  Téquation  proposée,  au  moins  q  racines 
imaginaires.  D'ailleurs  l'équation  (2)  n'ayant  qu'une  racine 
réelle,  admet  q  racines  imaginaires  aussi,  et  ceci  vérifie  la 
proposition,  dans  le  cas  de  la  lacune  paire. 

Prenons  maintenant  le  second  cas,  celui  où  la  lacune  est 
impaire.  Si  H  et  H'ont  le  même  signe,  il  y  a  zéro  racine  réelle 
dans  réqualion  (2),  et  zéro  variation  dans  2  et  2'.  Le  nombre 
total  des  variations  est  alors  (m— ;?— 5^— i)+p,  ou  m — ç— 1. 
11  y  a  donc,  au  moins  (^+1)  racines  imaginaires  dans  l'équa- 
Uon  donnée,  et  il  y  en  a  aussi  (^  4-1)  dans  l'équation  (2). 
Eafîn,  si  H  et  II'  ont  des  signes  contraires,  il  y  a  deux  varia- 
lions  dans  les  parties  2  e/  2'  ;  il  y  a  aussi  deux  racines  réelles, 
et  par  conséquent  {q  —  1)  racines  imaginaires,  dans  l'équa- 
tion (2).  Le  nombre  total  des  variations  est  alors  (m— p— ^— i) 
-+-p  +  2oum  —  y+i.  Par  suite  il  y  a  (y  —  1)  racines  ima- 
irinaires,  au  moins,  dans  l'équation  proposée  :  il  y  en  a  aussi 
iq  —  1)  dans  l'équation  (2).  Le  théorème  des  lacunes  se  trouve 
ainsi  établi  dans  tous  les  cas. 

Lorsqu'une  équation  présente  plusieurs  lacunes,  il  est  bien 
entendu  qu'on  doit  appliquer  le  théorème  précédent  à  cha- 
cune des  lacunes. 

^H9.  Parmi  les  conséquences  qu'on  peut  tirer  immédia- 
tement de  ce  théorème,  nous  citerons  les  deux  suivantes  qui 
sont  fréquemment  invoquées  : 

i®  S'il  manque  un  terme,  entre  deux  termes  de  même  signe, 
il  y  a  des  racines  imaginaires, 

2"  S'il  manque  deux  termes  consécutifs^  il  y  a  aussi  des  ra- 
cines iînagùiaires. 

Mais,  le  plus  souvent,  le  théorème  des  lacunes  est  appliqué 
d'une  manière  indirecte  et  nous  allons  montrer  cette  applica- 
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lion  indirecte,  sur  des  exemples  divers.  Ces  corollaires  repo- 
sent sur  une  idée  très  simple,  que  Ton  peut  formuler  ainsi  : 
lorsqu'en  multipliant  f(x)y  par  9  (a?),  le  produit  étant  effeclw, 
on  obtient  une  lacune  qui  révèle  la  présence  de  racines  imagi- 
naires dans  réquation 

[f(x),o{x)]-o: 

il  existe  certainement  des  racines  imaginaires,  dans  réqua- 
tion f  {x)  ■=.  0,  sHl  yCy  en  a  pas  dans  réquation  o  {x)  —  o. 

Le  théorème  suivant  est  une  application  de  ce  principe  gé- 
néral. 

ilOO.  Théorème.  Si  q  coefficients  consécutifs 

m 

d'une  équation  f{x)  zz  <», 


véiHflenl,  pour  deux  valeurs  consécutives  de  p,  la  relation 
et  si  réquation  ©  {x)  zz  <», 

n'^a  que  des  racines  réelles^  réqtmtion  f{x)  zz  o,  a  des  raeiim 
imaginaires  (»). 
En  effet,  dans  le  produit  effectué  [f[x).  ^(.r)],  le  coefficienl 

du  terme  en  x^^~^  est 


i.  Journal  de  mathémaUques  spéciales,  1 883,  p.  jf».  (Note  ^ur  le  ibénr^m<> 
de  Descarlps,  par  M.  Walecki.) 
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et  celui  de  ^r*""^"* 

Ces  deux  coefficients  sont  nuls,  par  hypothèse.  D'après  la 
propriété  que  nous  avons  établie,  tout  à  Theure  {$  489),  il  y  a 
donc  des  racines  iniaginaires,  dans  l'équation  proposée. 

419:1 .  Corollaires.  Du  théorème  précédent  découlent  di- 
verses conséquences  ;  nous  indiquerons  seulement  les  deux 
propriétés  suivantes  : 

1®  Si  trois  termes  consécutifs  sont  en  progression  géomé- 
trique^ il  y  a  des  racines  imaginaires  (théorème  de  M.  Her- 
mite^.. 

En  désignant  par  t  la  raison  de  la  progression,  on  multiplie 
f(jr),  par  (1  —tx). 

5».*  Si  quatre  termes  consécutifs  sont  en  progression  arithmé- 
tique, il  y  a  des  racines  imaginaires. 

Dans  ce  cas,  le  facteur  ?(j7)  est  égal  à(i  —2x  t^*)* 

499.  Théorème  de  Bodan.  Étant  donnée  une  équation 
f{x)  rz  o,  du  degré  m,  qffi  a  toutes  ses  racines  réelles j  si  dans 
fa  miite 

(A)        f(x).     r{x),...f''-'\x),  ,,f'''\x); 

on  substitue  successivement  à  x,  les  nombres  a  et  6,  (a  -<  6);  // 
t*xiste^  da7is  V intei^valle  (a,  g),  autant  de  racines  réelles^  qu'ail 
y  a  de  variations  perdues  dans  cette  suite,  quand  on  compare 
les  résultats  des  deux  substitutions  C). 
Posons 

cT  —  X  -f-  A, 


1.  Le  théorème  donné  par  Budanct  par  Fourier  est  plus  général  que  celui 
quo  nous  venons  d'énoncer.  Budan  et  Fourier  ont  montré  que  le  nombre  dos 
variations  perdues  était  supérieur,  ou  égal,  au  nombre  des  racines  réelles 
comprises  dans  l'intervalle  considéré.  Le  théorème  de  Sturm  ne  laissée 
plus  guère  d'intérêt,  qu'au  cas  particulier  qui  nous  occupe  ici. 
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I/équalion  Ipansformée  est 

/•(X  r  A)  =  /-(À)  -r  Xr  (X)  +  -^ r  (a)  +.?•->-  ^r"'  (/.;  =  ". 

1  •  2  77»  : 

Cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles  ;  par  suite,  elle 
admet  autant  déracines  positives  qu'il  y  a  de  variations  dans 
la  suite 

En  désignant  par  z^  le  nombre  des  variations  de  la  suite 

(A),  pour  xznoiy  on  voit  donc  que  le  nombre  des  racines  supc^ 
rieures  à  a  est  égal  à  z^.  En  appliquant  cette  remarque  û  la 
valeur  ^,  donnée  à  x,  on  voit,  finalement,  que  les  racines  com- 
prises entre  a  et  0  sont  comptées  par  les  unités  de  la  diffé- 
rence (2«  — 2g). 

4S3*  Remarque  de  Jacobl.  Nous  ferons  ici  une  der- 
nière remarque,  laquelle  a  pour  but,  comme  le  théorème  pré- 
cécjent,  de  rechercher  le  nombre  des  racines  comprises  dans 
un  intervalle  donné  (a,  6),  lorsque  l'équation  considérée  a 
toutes  ses  racines  réelles. 

Soit  f{x)  n:  o,  l'équation  proposée  :  et  soit  posé 

X  —  X 


9:  — 


X 


I/équalion  transformée  ç  (y)  :=:  o  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Si  elle  présente  0  variations,  par  conséquent,  si  elle  a  0  racines 
positives,  la  formule  de  transformation  indique  qu'il  y  a  0  ra- 
cines de  l'équation  f{x)  rr  o,  dans  l'intervalle  (a,  6). 


EXERCICES 

I .  AppHffUfir  Ifi  théorème  des  lacune»  à  rt'quafion 

[m  -h  1  ) X*'*  -h  mx""^"^  -f- . . .  -f-  2X  -h  I  =  ". 

On  multiplie  les  doux  mouibrcs  par  x*  — i2.r+  i . 
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5.  Lorsque  les  trois  preinierR  coefficients  (Tune  équation ^  du  degré  m,  sont  : 

'»  '»'»  — —  rctte  équation  a  des  racines  imaginaires. 

Ou  remarque  que  réquation  proposée  peut  être  écrite  sous  la  forme 

?(j-)  d/^sïg^naut  une  fonction  entière  du  degré  (w  — 3),  tout  au  plus.  Eu  po- 
sant x -y-  1  =:y,  le  théorème  des  lacunes  révèle  la  préseuce  de^  racines 
imaginaires. 

3.  S/  quatre  coefficients  cmsécutifs  s  vit  A  y  B,  A,  B:  Véquation  proposée 
admet  des  i^acines  imaginaires. 
On  multiplie  par  {x*  —  i). 

4.  Si  3\,  —A,  — A,  3A  désignent  quatre  coefficients  consécutifs  d^une 
équation,  celle-ci  possède  des  raciîies  imaginaires . 

On  multiplie  par  ar*-p2x+i. 

5.  Lorsqu'une  équation  a  toutes  ses  racines  réelles^  si  l'on  désigne  par  P, 
Q,  H  trois  coefficients  consécutifs  quelconques,  on  a  toujours 

0'-PH>o. 

(De  Gu.\). 

Cette  proposition  so  vérifie  focilement  pour  les  trois  premiers  coefficients. 
On  a,  en  effet, 

(Aox" + Aja;'"-'  +A,x"'--+ .  ..){x-  a)  =\ox"'+'  h  (A -A„a)J-"' 
+  (A,-A,/vr"'-'  +  ... 

Ai  '        _j  ^i 

Prenons  >.= —  »  le  coefficient  de  a-"*  '  est  alors  Aj  — --  et  comme  dans' 
Aq  Ao 

l'équation  proposée  f{x)=:o  il  n'y  a  pas  de  racines  imaginaires,  l'équation 
(-c  —  X) /(.#;}  =  o  jouit,  elle  aussi,  de  cette  propriété.  La  lacune  qui  provient 

delà  disparition  du  terme  en  x^  doit  donc  se  produire  entre  deux  terme."^ 
ayant  des  signes  contraires.  On  a  donc 


\  Au/ 


OU 


Aj— AoA,>o. 

Cette  remarque  étant  faite,  on  considon»  quatre  coefficients  consécutifs 
A,  B,  C,  D.  Soit 


fix)  =  . .  Ao;''  -I-  Bx-P"'  - {-  Cx"'  -  -f-  D.rP~' 
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on  a 

(a7-A)/-(j:}==...(B-AX)^+(C-B>0a:^'Hl>-C/y--  +  ... 
L'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles  si  X  est  réel,  on  volt  donc  que  trois  coerfir/ienU 
consécutifs  ne  peuvent  pas  être  eu  progression  géométrique.  (ThéorèDie  «ii* 
M.  Hermite.)  L'équation 

(C-BX)*_r(B   -AX)(D  — CX) 

ou 

aVB*  — AC)-X(BG-AD)-+-C*  — BDno 

a  donc  ses  racines  imaginaires.  Les  deux  nombres  G*~BD,et  B*  — AC,ont 
donc  le  même  signe.  I^  théorème  de  de  Gua  découle  de  cette  remarqnp. 
On  voit  aussi,  comme  Ta  remarqué  M.  Catalan,  que  quatre  coeffieienli 
consécutifs  quelconques  A,  B,  C,  D;  d'une  équation^  n'ayant  que  defrarines 
réelles,  vérifient  toujours  la  relation 

(BC   -AD)'— 4(B*-  AC)(C'  — BD)<o. 

6.  Si  quatre  coefficients  consécutifs  sont  quatre  termes  ronsécittifs  éfk 
suite  de  Lamé j  l équation  a  des  racines  imaginaires. 

Les  coefficients  considérés  sonip,  q,  p-^q^p-^-^qî  et,  pour  démontrvr 
la  proposition,  on  multiplie  par x*— a?  —  i. 

K.  Si  quatre  coefficients  consécutifs  .»oni  A  +  B»  B,  A,  B  —  A:  VéqmVm 
a  des  racines  imaginaires. 
\  Il  suffit  de  multiplier  par  x--yx.  —  i . 

8.  Si  neuf  coefficients  consécutifs  sont  A,'B,  C;  A,  B^  C:  A,  B,  G:  réqm- 
lion  a  4  racines  imaginaires  y  au  moins. 

On  multiplie  par  x*  —  j;  on  produit  ainsi  une  lacune  de  6  termes  et 
comme  Ton  a  introduit  deux  racines  imaginaires  seulement  il  y  eu  nvait 
donc  4)  au  moins,  dans  Téquation  proposée. 

On  peut  facilement  généraliser  cette  propriété. 

0.  L'équation  f{.r):=o 

f{x)  =  U  -f-  A J^  -i-  Bj^"'  -  A.rP"' -4-  CaP'^  -+-  Aj^"*  -f- V, 

si  Von  suppose  que  \}  ety  n'offrent  que  des  pennanences.  et  que  A,  B.  C 
soient  des  nombres  positifs^  a  des  racines  imaginaires. 

On  remarque  que  (x*-f-0/"(^)  ^^^  tï**®  <ics  permanences.  L'équation 
/■(.r)— on'a  donc  pas  de  racines  positives  et  comme  elle  offre  deux  varia- 
tions, on  a  V  —  P  =:  2. 
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«(«4-1) 

••.  Lorsfjue  les  trois  premiers  coefficients  d'une  équation  sont  i,  pt — 

<•//*?  «  des  p'acities  imaginaires,  si  Von  suppose p{p-\-m)>i\ 
Od  remarque  que  l'équation  proposée  peut  b* écrire 

(.,-t.£r+H^+>»V-^H-...+  ^». 

p 

Ou  pose  alors  x-\ —  =  ^  et  il  se  produit,  duus  Téquatiou  transformée,  une 

m 

lacuue  eutre  deux  termes  de  même  sigue.  Duos  le  cas  de;>  :^    -  m  ou  re- 
trouve Tesercice  (2},  avec  une  légère  modification. 

*•• .  Si  cinq  coefficients  consécutifs  sont 

A,  B,  C,  (2B  —  A),  (2C  -  B)  ; 

f équation  a  des  racities  imaginaires. 

Ou  emploie  le  multiplicateur  x^  —  àx-tv  ;  ou  remarque  d'ailleurs  que 
Véquaiiou 

x'  —  'IX -\-  1  ^  o, 
a  toutes  ses  raciues  réelles,  car  Ton  a 

(X''—  2X--1-  i)^z{x—  1)  (x-*-i-X--  1). 
i* .  >'*  cinq  coefficients  consécutifs  A,  B,  C,  D,  E  ;  vérifient  la  relation 

(BE  -  CD)'  rz  (B*  -  AC)  [(BD  -  AE)  -h  AC  —  B'J, 

c  équation  a  des  racines  imaginaires. 
On  multiplie  par 

x-"'  — (a*+  i)x--f-a, 
eu  remarquant  que  Ton  u 

X*  —  (a'-f  1)0;  \-x:^x  —  Xj{x'-^  XX—  i). 
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THÉORÈME  DE  STURM. 


Les  différents  théorèmes  que  nous  avons  exposés  jusqu  ici, 
indiquent  bien,  dans  certains  cas  particuliers,  la  présence  des 
racines  imaginaires  dans  une  équation  donnée,  mais  aucun 
d'eux  ne  résout  complètement  le  problème  fondamental  de 
la  résolution  des  équations  numériques,  celui  qui  se  propose 
de  donner  le  nombre  des  racines  réelles  comprises  dans  un 
intervalle  donné.  «  L'Agèbre  offrait  ainsi  une  lacune  regretta- 
ble, mais  cette  lacune  se  trouva  comblée  de  la  manière  la  plus 
heureuse  par  le  fameux  théorème  de  Sturm.  Ce  grand  géo- 
mètre communiqua  à  T Académie  des  Sciences,  en  1829,  la 
démonstration  de  son  théorème  qui  constitue  Tune  des  plus 
brillantes  découvertes  dont  se  soit  enrichie  l'analyse  mathé- 
matique (').  » 

^04L.  Définition  des  fonctions  de  l^turni.  Soit  V  =:  0, 
une  équation  qui  n'a  que  des  racines  simples  ;  désignons  par 
V,  la  dérivée  du  polynôme  V. 

En  divisant  V  par  V,,  on  obtient  un  quotient  Q,,  et  un  reste 
que  nous  désignerons  par  Vj,  a^jrès  Vavoir  changé  de  signe. 
On  a,  d'après  cela, 

Divisons  maintenant  V,  par  V,  ;  soit  Q,  le  quotient,  et  V3  le 
reste  changé  de  signe  ;  on  a  encore. 

V,  =  v.o,  -  V,. 

l.  Scrrel,  AffjùOra  aupùieurc. 
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Si  Ton  poursuit  ces  opérations,  qui  ne  sont  autre  chose  que 
celles  que  Ton  fait  pour  chercher  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  polynômes  V  et  V,,  on  aboutit  à  un  reste  numérique, 
puisque  V  et  V,  sont  des  polynômes  premiers  entre  eux.  En 
désignant  par  V^  le  dernier  reste,  changé  désigne^  on  a  Tiden- 

iité  finale 

Les  polynômes 

V    V      V  V  v 

'  >    'Il    ^»j  •••    '  A-l»    '  /t» 

ainsi  définis,  constituent  la  suite  des  fonctions  de  Slurni. 

On  voit,  en  particulier,  que  la  première  des  fonctions  de 
Slurm  est  le  premier  membre  de  Téquation  proposée  ;  la 
deuxième  est  la  dérivée  de  la  première  fonction;  enfin  la 
dernière  est  une  quantité  numérique,  autre  que  zéro. 

^9S.  Théorème  de  Sturm.  Si  dans  la  suite  de  Slurm  on 
substitue  à  x,  successivement  les  nombres  a  e<  3  (a  <;  ji)  ;  fe  nom- 
bre sg  des  variations  obtenues^  dans  cette  suite,  par  la  seconde 

substitution  est  égal,  ou  supérieur,  au  nombre  ^^  des  variations 
qui  coiTespondent  à  a.  Da)is  le  premier  cas  (ïg  —  ï^  zi  o),  il 

n'y  a  aucune  racine  réelle  dans  V intervalle  (a,  6);  dans  le 
second  cas  (ï^  —  i^j  -  k)y  il  y  a  h  racines  réelles  dans  Vinter- 

valle  (a,  6). 

La  démonstration  de  ce  théorème  remarquable  repose  sur 
diverses  propriétés  que  nous  établirons  successivement. 

Première  propriété.  Deux  fonctions  consécutives  de  la 
suite  de  Stuwi  ne  peuvent  2>(is  s' annuler  y  pour  une  même  valeur 
de  X, 

Cette  propriété  est  évidente  pour  les  deux  dernières  fonc- 
tions V^p  Vy^;  puisque  celle-ci  est  un  nombre  différent  de 

zéro  :  elle  se  vérifie  aussi  pour  les  deux  premières  fonctions 
V  et  V,,  parce  que  l'équation  V  —  o  n'a  que  des  racines  sim- 
ples. Il  reste  à  la  démontrer  pour  deux  fonctions 

V    V 
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V,.  n'étant  pas  la  première,  et  V^^,  la  dernière,  des  foiiciioûs 

de  Stunn. 
On  a,  dans  cette  hypothèse, 

Celte  identité  prouve  que  si  V^.  et  V,.  ,,  s'anauleiil  pour 

X  zz  a,  V,_,.2  s'annule  aussi  pour  cette  même  valeur  de  x.  D'après 
cette  remarque  toutes  les  fonctions  de  Sturm  qui  suivent 
V .  s'annulent  donc  pour  œzzx  :  cette  conclusion  ne  peut  être 
acceptée,  puisque  Ton  a  V^;zf  o. 

Autrement.  On  peut  encore  raisonner  ainsi  :  V,  n'étant  pas 
la  première  fonction  de  Sturm,  on  a 

(')  v._.  =  v,y,-v,^, 

Par  suite  V^j,  et  toules  les  fonctions  de  Sturm  qui  précè- 
dent V,.,  en  particulier,  les  deux  premières  fonctions  V  et  V„ 

s'annuleraient  donc  pour  a?  — a  :  a  serait  une  racine  mul- 
tiple de  réquation  V  =:  o  ;  ceci  est  en  contradiction  avec  l'hy- 
pothèse. 

Deuxième  propriété.  Lorsqu'une  fonction  de  Sturtn^  qui 
n'est  ni  la  première,  ni  la  dernière  y  s"*  annule  pour  xir  a;  /e 
nombre  des  variations  de  la  suite  est  le  méme^  un  peu  avant 
le  passage  par  a,  et  un  peu  après. 

Remarquons  d'abord  que  la  dernière  fonction  de  Sturm  est 
une  quantité  numérique  différente  de  zéro  ;  elle  n'est  donc 
jamais  nulle.  Nous  nous  réservons  d'examiner  tout  à  l'heure 
le  cas  où  la  première  fonction  V,  passe  par  zéro  ;  et,  pour  le 
moment  nous  voulons  seulement  observer  le  passage  par 
zéro,  d'une  fonction  V-,  qui  n*est  ni  la  première,  ni  la  dernière. 

Dans  cette  hypothèse,  on  a 

Soit  a  une  racine  réelle  de  l'équation  V,zz  o.  Ce  nombre  i 
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n'est  pas  racine  de  Féquation  V,._^  =:  o,  ni  de  Péquation  V,.^,  zz  o 
{première  propriété).  Lorsque  x  varie  dans  l'intervalle 
(a  —  e,  «  -h  e),  les  fonctions  Y^^i  et  V,^i  conservent  donc  le  signe 
qu'elles  possèdent  au  moment  du  passage  de  x^  par  la  valeur  a. 
Or,  ridentité  (i)  montre  que,  pour  x::zix,  Vf^i  et  V^_,.t  ont  des 
valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Ceci  prouve  qu'un  peu 
avant,  et  un  peu  après  le  passage,  V^,  et  V^.^^  ont  des  valeurs 

de  signes  contraires. 

Si,  avant  le  passage,  les  fonctions  V,_|,  V.,  y.^^  donnent 

lieu  au  tableau  suivant  : 

V        V     V     • 

+      +      -    ' 

un  peu  après  le  passage,  on  aura 


ou 

+      -J-      — 

suivant  que  V,.  s'est  annulé  en  changeant,  ou  en  ne  chan- 
geant pas,  de  signe.  Dans  tous  les  cas,  les  trois  fonctions 
^i_!>  V,,  V,.^j  présentent  le  même  nombre  de  variations,  un 

peu  avant,  et  un  peu  après,  le  passage  de  x  par  une  racine  de 
l'équation  V,.  =  0.  Le  seul  effet  produit  dans  les  variations, 

par  ce  passage,  est  le  déplacement  de  l'une  d'elles  ;  encore 
faut-il  que  V^  s'annule,  en  changeant  de  signe  ;  dans  cette 

hypothèse  la  variation  se  déplace,  de  la  droite  vers  la  gauche  ; 
le  nombre  total  des  variations  n'étant  d'ailleurs  nullement 
modifié. 

Trolstéme  propriété.  Toutes  les  fois  que  la  variable  x, 
passe  par  une  racine  de  V équation  V  =:  0,  il  y  a  perte  d'une 
variation  dans  la  suite  de  Sturm. 

Nous  savons  en  effet  (§  467),  que  V  et  V,  ont  des  signes  con- 
traires, avant  le  passage  de  o;  par  une  racine  de  l'équation 
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V  =  o;  et  qu^elles  ont  le  même  signe,  après  ce  passage.  Il  y 
a  donc  perte  d'une  variation  dans  la  suite  de  Sturm,  toutes 
les  fois  que  la  variable  x  passe  par  une  racine  de  Téquaiioa 
proposée. 

Conclusion.  Le  théorème  de  Sturm  est  la  conséquence 
immédiate,  et  évidente,  des  remarques  qui  précèdent.  Imagi- 
nons que  X  varie  dans  Tintervalle  (a,  ^),  a  étant  plus  petit  que 
0.  La  suite  de  Sturm  perd  autant  de  variations  qu*il  y  a  de 
racines  réelles  dans  cet  intervalle.  S*ily  a  le  même  nombre 
de  variations,  pour  a;i=a,  et  pour  a?:=:6,  on  peut  affirmer 
qu'il  n'y  a  aucune  racine  de  l'équation  V  ir  o,  entre  a  et  6  ;  si 
non,  le  nombre  des  variations  perdues  indique,  exactement, 
le  nombre  des  racines  réelles  renfermées  dans  rintervalle 
considéré. 

>t9S.  Second  énonce  du  théorème  de  Sturmi  les 
limites  étant —  oc  ct+  oo.  Le  nombre  des  couples  des  ra- 
cines imaginaires  de  V équation  V  —  o,  est  égal  au  nombre  des 
'variations  de  la  suite  formée  par  les  premiers  coefficients  des 
fonctions  de  Sturm. 

Soient  i,  m,  «„«„  ...  a„,_i  les  premiers  coefficients  des 
fonctions  de  Sturm  et  considérons  les  deux  suites  : 

(A)  1,  -m,-f-a„  ...-!-(— ,)'"a^„ 

(B)  i,4-m, +  a„  ...  -4- a^i- 

Soit  z  le  nombre  des  variations  de  la  suite  (A)  ;  z'  celui  des 
termes  de  la  suite  (B).  Si  dans  les  fonctions  de  Sturm  on 
substitue  d*abord  ->  œ,  on  obtient  z  variations  ;  en  substituant 
+  00  on  en  a  2';  par  suite  le  nombre  R,  des  i*acines  réelles,  est 
donné  par  la  formule 

(i)    K  =  -s  — 2'. 

D'autre  part  Texamen  des  suites  (A)  et  (B)  prouve  que  deux 
termes  consécutifs  présentent  une  variation  soit  dans  (A),  soi( 
dans  (B),  et  une  seule.  On  a,  d'après  cette  remarque,  et  en 
observant  qu'il  y  a  (m+  i)  termes,  dans  chacune  de  ces  suites, 

(2)     J-f5'—  w. 
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Les  relalions  (i)  el  (a)  donnent, 

m  —  R  —  In  2z'. 

11  y  a  donc  autant  de  couples  de  racines  imaginaires  que 
d'unités,  dans  le  nombre  z'. 

^99.  Corollaire  I.  Pour  qu'une  équation  ait  toutes  ses 
racines  réelles,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  premiers 
coefficients  des  fonctions  de  Sturm  soient  positifs. 

La  formule  I  :=i  22',  que  nous  venons  d'établir,  prouve  :  l'^que 
si  l'on  a  2'  =:  o,  on  a  aussi  1  —  o  ;  la  condition  est  donc  suffi- 
sante ;  a*»  qu'en  supposant  I  =1  o,  on  a  pareillement  2'  —  0  :  la 
condition  est  donc  nécessaire. 


\.  Remarque.  La  méthode  de  Sturm  conduit  aux  (m  —  1  ) 
conditions  suivantes 

Ces  inégalités,  lorsqu'elles  sont  vérifiées,  expriment  que 

réquation  V  —  0  a  toutes  ses  racines  réelles  ;  les  nombres  a 
étant,  nous  le  rappelons,  les  premiers  coefficients  des  fonc- 
tions de  Sturm.  Ces  conditions  ne  sont  pas  nécessairement 
distinctes,  et  nous  le  montrerons  tout  à  Pheure,  en  appliquant 
la  méthode  de  Sturm  à  l'équation  générale  du  troisième  degré. 
Il  y  a  même,  toujours,  entre  ces  nombres  a,  une  sorte  de  dé- 
pendance de  laquelle  il  résulte  qu*il  n'est  pas  possible  d'écrire 
les  inégalités 

dans  un  sens  arbitraire.  Par  exemple  on  ne  peut  pas  avoir 

«f  <«>  ««>«>  ■••  a2A+i<0j  a2A>o,  etc.. 

En  effet  le  nombre  z'  des  variations  de  la  suite  (A)  serait 
alors  égal  à  m,  et  Ton  aurait  I=:am;  résultat  évidemment 
impossible.  Pourtant  cette  remarque  sur  la  dépendance  des 
nombres  a,  n'entraîne  pas,  avec  elle,  cette  conclusion  que  les 
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conditions  trouvées  par  la  méUiode  de  Siurm  rentrent,  néces- 
sairement, les  unes  dans  les  autres.  Le  cas  de  Téquation  bicar- 
rée, que  nous  examinons  plus  loin,  met  ce  point  hors  de  doute. 

4iOO*  Corollaire  II.  Lorsque  V équation  obtenue  en  égalani 
à  zéro  une  des  fonctionsde  Sturm  a  ^k  racines  imaginaires; oh 
encore  y  soit  2k,  soit  ajb-j-i  racines  égales  ;V  équation  proposée 
adniety  au  moinsy  2k  racines  imaginaires. 

Considérons  trois  fonctions  de  Sturm 

V        V     V    • 

et  reportons-nous  à  la  démonstration  donnée  plus  haut.  On 
doit  observer  que  si  Téquation  V  =  o  a  toutes  ses  racines 
réelles  il  est  nécessaire,  non  seulement  que  les  (m  —  t)  racines 
de  réquation  V^  =  o  soient  réelles  et  distinctes,  mais  encore 

que  V,  s'annule,  en  changeant  de  signe,  et  de  telle  sorte  que  la 

variation  que  présente  les  fonctions  V,._p  V,.,  V^^,  se  déplace  de 

la  droite  vers  la  gauche.  Si  pour  un  motif,  ou  pour  un  autre, 
cette  condition  essentielle  ne  se  trouve  pas  réalisée,  si  notam- 
ment réquation  V,  =  o  a  2k  racines  imaginaires,  ou,  dans 

d^autres  cas,  soit  2ky  soit  (aÀ+  1)  racines  égales;  la  fonction 
V.  ne  laisse  passer  que  m  —  i — a  A  variations,  au  lieu  de  m— t. 

11  y  a  donc,  certainement,  2k  racines  imaginaires  dans  ré- 
quation proposée. 

SOO.  Examen  du  cas  des  racines  égales.  Nous  allons 
maintenant  montrer  que,  sauf  une  réserve  essentielle,  et  que 
nous  formulerons  plus  loin,  la  méthode  de  Sturm  s'applique 
encore  au  cas  où  réquation  V  =:  o  a  des  racines  égales. 

Supposons  donc  que  V,  et  sa  dérivée  V„  admettent  un  plus 
grand  commun  diviseur  D.  Le  calcul  qui  donne  ce  polynôme  D 
fournit  les  identités  suivantes 

V  =  V.O,  -  W. 
V,  =  W.Q.  -  W, 

(0     .   . 


W,.,sW,,,0,.,-VV. 
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W,,  Ws,  ...  W^  désignant,  bien  entendu,  non  les  restes  des 

divisions  successives,  mais  les  restes  changés  de  signe.  On 
remarquera  aussi  que  si  W^  représente,  comme  nous  le 

supposons,  le  reste  de  la  division  qui  précède  celle  qui  se 
fait  exactement,  nous  avons 

Nous  pouvons  aussi  observer  que  D  divisant  V  et  V,,  divise 
exactement  W,,  par  suite  W,  et,  en  général,  tous  les  poly- 
nômes de  la  suite 

Posons  donc 

les  termes  de  la  suite 

seront  des  polynômes  entiers  et  le  dernier  d*£ntre  eux  t\y  est 

égal  à  Tunité  Ces  polynômes  vérifient,  d'ailleurs,  les  identités 
suivantes 

(a)  (î),=i) 

•      •      .     ^     •      •     • 

relations  qui  découlent  des  identités  (1),  en  divisant  par  D, 
les  deux  membres  de  chacune  d'elles. 

Ces  fonctions  t),  «,,  ...  v^  donnent  lieu  aux  remarques  sui- 
vantes. 

\^  Le  rapport  [—  j  passe  du  négatif  au  positifs  quand  la  va- 
riable X  passe  par  une  racine  de  V équation  v  zz  o. 
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On  a,  effet 


V 


Le  rapport  rr-  passe  du  négatif  au  positif  quand  x  passe  par 

une  racine  de  l'équation  V  —  o;  d'ailleurs,  abstraction  Me  de 

la  multiplicité  des  racines,  les  équations  v  z=  o  et  V = o  ont  les 

V        V 
mêmes  racines,  les  rapports—  et  —ayant,  à  chaque  instant, 

des  valeurs  égales,  la  remarque  énoncée  est  donc  vérifiée. 

Les  deux  propriétés  qui  suivent  résultent  des  identités  (a); 
leur  démonstration  est  toute  semblable  à  celle  que  nous  avons 
donnée  plus  haut,  pour  établir  les  propriétés  semblables, 
dans  les  fonctions  de  Sturm.  Il  nous  suffit  donc  de  les  énoncer. 

2»  Lorsque  la  variable  x  passe  par  une  racine  dTune  des  équa- 
tions t),  =0,  ...  Vf_^  zr  o,  la  suite 

(3)    V,  t),,  ...  Vf 

ne  perd  aucune  variation. 

30  Lorsque,  au  contraire,  x  passe  par  une  racine  de  Véqua- 
tion  v=.Oy  il  y  a,  dans  la  suite  précédente ,  perte  dune  varia- 
tion. 

De  ces  trois  propriétés  des  fonctions  v  on  conclut  qu'en 
sul)stituant  successivement  a  et  3»  dans  la  suite  (3),  le  nom- 
bre des  variations  perdues  indique,  exactement,  le  nombre 
des  racines  réelles  comprises  dans  l'intervalle  (a,  3). 

On  doit,  d'ailleurs,  remarquer  ici  qu'il  n'est  pas  nécessaire 
de  calculer  les  fonctions  (3)  et  qu'on  peut  leur  substituer  la 
suite 

(4)    V,V„W„   ..W,; 
fonctions  qui  sont  fournies  par  la  méthode  ordinaire  de  Sturm. 
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Ceci  tient  à  ce  que  les  suites  (3)  et  (4)  ne  différant  que  par  un 
&cteur  commun  D  (positif  ou  négatif,  il  n'importe),  elles  pré- 
sentent le  même  nombre  de  variations,  pour  une  valeur 
donnée  de  x. 

E  n  résumé,  on  pourra  donc  appliquer  la  méthode  de  Sturm 
à  une  équation  ayant  des  racines  égales,  mais  avec  cette 
restriction  importante,  que  le  nombre  des  variations  perdues, 
pour  x:=zoLy  et  pour  a;  zz  6,  indique  seulement  le  nombre  des 
mcines  distinctes  comprises  dans  l'intervalle  (a,  p);  abstrac- 
tion faite  de  leur  degré  de  multiplicité. 

sot .  C^néralisaÉion  dû  théorème  de  Stunn.  Nous 
avons  remarqué,  dans  le  paragraphe  précédent,  que  la  mé- 
thode de  Sturm  s'applique  à  des  fonctions  qui  ne  sont  pas 
celles  qui  constituent  ordinairement  la  suite  de  Sturm,  mais 
qui  jouissent,  pourtant,  de  ce  qu'on  peut  nommer  les  pro- 
priétés essentielles  des  polynômes  de  Sturm;  ces  propriétés 
étant  celles  qui  sont  indispensables  à  la  démonstration  que 
nous  avons  donnée,  plus  haut,  pour  établir  le  théorème  de 
Sturm.  Il  résulte,  de  là,  une  généralisation  de  ce  théorème 
qui,  ainsi  étendu,  peut  s'énoncer  dans  la  forme  suivante  : 

Soit 

(A)       U,    U„    U„  ...  U,; 

une  suite  de  polynômes  entiers  remplissant  les  conditions  sui- 
vantes : 

1®  jr-  est  négatif  avant  le  passage  de  x  par  une  racine  de 

r équation  U  —  o  ;  il  est  positif  après  le  passage, 
2"  U;fc  conserve  le  même  signe,  quand  x  varie  entité  <xet6, 
y  Trois  fonctions  U  consécutives,  quelconques,  vérifient 

Videntité 

U,_,=:U,Q,-U,+,: 

alors  l'équation  U  =r  o,  a  autant  de  racines  réelles  dans  Vin- 
tervalle  (a,  3)  quHl  y  a  de  variations  perdues  dans  la  suite  (A) 
quand  on  y  substitue  à  x,  successivement^  les  valeurs  et  et  p. 
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APPLICATIONS  DU  THEOREME  DE  STURM. 


IMM*  Équation  du  troisième 

Considérons  d^abord  Téquation 

x^-hpx-^qzzo. 
Le  tableau  des  fonctions  de  Sturm  est  alors 

Yzna^-hpx  +  q 


!•  Forme  réduite. 


iv 

3*' 


«•+1 


V.= 


-px-q 


_     4p'  +  ^79* 


V,  =  - 


lap 


Elles  sont  obtenues  par. le  calcul  suivant  : 


X 

2P                 ip' 

x'-^px-i-q 

9 

^+f 

a 
—  —  a?  — ûr 
3p         ^ 

99*  ,P 
4P' "^3 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes»  pour  établir  la 
réalité  des  racines  de  Téquation  V  =  o,  sont  donc 

p<o    4p'-i-a7g'<o 

qui  rentrent  Tune  dans  Tautre  ;  elles  se  réduisent,  en  effet,  à 
la  condition  unique 

ao  Forme  générale.  Considérons  maintenant  l'équation  géné- 
rale du  troisième  degré 

x^  -^-px*  -f-  ^a?  -[-  r  —  o 
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Les  fonctions  de  Sturm  sont  alors  : 


V  —  ic'  -hpa?*  -^qx-hr 
3     '  ^33 


.(p*- 


9V,  —  2  (p*  —  3j')a:  -^p<y  —  gr 
S^yV,-  -j(i>y  ^  9^y-a|(p'  -39)(p^ 


-9r)  +  4f(p'~3^)*j. 


Ces  fonctions  sont  données  par  les  calculs  suivants  : 

Calcul  de  V,. 


af-^px*  +  qx  +  r 


3      ^  3 


^^T^  +  l 

X  H — 
3 


{ 


-_ .1  x  +  r 

^        9  /  9 


9\\  =:  2  (p*  —  3^)  a;  -h  pç  —  9r . 
Calcul  de  V,. 


(p*-'3j;2fo) 


X' 


3^3 


V3        2(p«-3g)/"^3 


2(p*  —  :^q)x+pq-9r 


X 


ap        pg  — 9^ 
3        îi(p'-39) 


V3  =  -^T  + 


?  .    (M  — 


a  (p*  -  3(?)  2  (p'  -  3g) 

?  — 9r)  /.  P  __  P9  —  9r  \ 
3  ■   2(p*-3g)\,    3       2(p«-3g)/ 

i2(p*-3g)«V,--.4f(p'-3gy+4f(p'-3gr)(p(y-9^)-(P«-9ry. 


On  trouve  ainsi,  pour  exprimer  la  réalité  des  trois  racines 
de  réquation,  les  deux  inégalités, 

(A)    p«-3g>o 
(B)    {pq  -  9ry  -  4|  (p*  ~  3(7)  {pq  -  9^)  4-  4 f  (p*  -  3gr)'  <  0. 
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Ces  conditions  rentrent  d'ailleurs  Tune  dans  Tautre.  (Ex.  40 
SOS.  Équation  btcMT^e.  Considérons,  enfin,  Téquation 


x^-{-px*-^qzzo. 


On  a,  dans  ce  cas, 


V  =:x^+px'  +  q 


v, 

V4 


a?' -H -a? 

x  — g 

2 


__iq-p* 


9.p 


-q. 


Ces   fonctions  sont  données  par  les  calculs  développés 
ci- dessous. 

Calcul  de  V,. 


P 
j;'*  +px*  -\-q    x^  -h -  X 


px 


Vq 


X 


Calcul  de  V,. 


^+? 

px* 

(f-?)^ 

9.x 
P 

Calcul  de  \\, 


px 


-q 

*kP 

A 

P"     _ 

—  J 

4*— ;>*" 
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Les  conditions^  pour  la  réalité  des  quatre  racines  de  Téqua- 
lion  V  zn  o,  sont  donc 

P<^,    PiP'  —  iQX^y    5>« 
ou 

Ces  conditions  ne  rentrent  pas  les  unes  dans  les  autres. 

Nous  ferons  remarquer  ici  que  si  les  conditions,  en  nombre 
(m —  i),  fournies  par  la  méthode  de  Sturm,ne  se  réduisent 
pas  d'elles-mêmes,  et  dans  tous  les  cas,  à  un  nombre  moindre, 
rieu  ne  prouve  qu'il  ne  soit  pas  possible,  par  une  combinaison 
convenablement  faite  sur  elles,  de  les  remplacer  par  des  con- 
ditions qui  sont  suffisantes  pour  exprimer  que  les  m  racines 
de  l'équation  proposée  sont  réelles  ;  le  nombre  de  ces  rela- 
tions étant  inférieur  à  (  m  —  i).  C'est  ainsi  que^  dans  le  cas  de 
réquation  bicarrée,  les  trois  conditions  que  nous  avons  trou- 
vées 

peuvent  être  remplacées  par  les  deux  inégalités 

p<o     q(p*  —  iq)>iK 

En  effet,  le  produit  q  {p'  —  iq)  ne  peut  être  positif  que  si  les 
deux  facteurs  ont  le  même  signe.  Mais  on  ne  peut  avoir, 
simultanément 

q<Co    et    p*  —  4^<». 

On  a  donc,  nécessairement, 

<7>o    et    p*  —  4^>o. 

&0^  Remarque.  En  appliquant  la  méthode  de  Sturm  à 
une  équation  V  zz  o,  il  faut  bien  noter  que  les  dividendes  ou 
diviseurs  peuvent  être  multipliés  par  des  facteurs  numériques, 
fnais  non  par  des  facteurs  algébriques,  dont  le  signe  ne  serait 
pas  constant,  et  connu. 
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EXERCICES 

i .  Soit  V  =  o,  une  équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes. 
On  sait  (S  499)  9^  Véquation  V,-  =  o,  V^  étant  un  des  polynômes  de  Siurm, 

a  toutes  ses  racines  réelles.  Démontrer  que  ces  nombres  réparent  les  racittes 
de  l'équation  V,- ,  |  =o. 


S.  Ayant  posé 


et 


x  +  ^-y 

X 

on  sait  que  V„  =ro  est  une  équation  du  degré  nen  y  {i^  i46).  Démontrer  que 

lesn  racines  de  cette  équation  sont  réelles,  distinctes,  et  comprises  entre'}' 2 
et  —a. 
On  considère  la  suite 

V„    V„_„  ...V.,  V..    (V,  =  a) 
Trois  termes  consécutifs  de  cette  suite  vérifient  Tldentité 

Il  en  résulte  que  la  suite  ne  peut  perdre  de  variation  que  si  y  passe  par 
une  racine  de  Vu  =o.  On  remarque  d'ailleurs  que  pour  y  =  —a,  on  a 

Vo  =:    i-  2,     V,  -  -  a,     V,  :=:  f  a,  eic  .. 

et,  ponr.y-  +  a, 

Vo— 2,      Vj—Î!,      V,zi2,   elC... 

Il  y  a  donc  n  variations  perdues  ; 

S.  Les  notations  de  V exercice  précédent  étant  conservées,  détnontrer  yiie 
si  l'on  pose 

U,.  =  V„  +  V„_,-+-...-4-V,  +  i 
l'équation 
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a  ioutes  ses  racines  réelles,  dislincles  et  comprises  entre  -^aet  —  j. 
Des  relations 

v,=yv,_,-v„_3 

V,  =  yV,-a, 
on  déduit 

U,-V,-i-y(U^,-i)-U,_j-i, 

OQ 

u„  =  yu„_,  -  u,_,. 

On  substitue  succedsivement  —  a  et  4*^  ^^^^  Ia  suite: 
Uo,     U,,  ...  U„_,p   U„.     (Uo=o) 
On  trouve,  d'abord, 

4-1,    —  i,    4-1,  etc.. 

puis, 

4.  Heconnaitre  que  les  deux  conditions  trouvées  (%  bo2),  rentrent  l*une  dans 
Contre» 

Le  premier  membre  de  l'inégalité  (B)  peut  être  considéré  comme  un 
trinôme  du  second  degré  par  rapport  à  (pq-r^^)'  En  cherchant  à  décom- 
poser ce  trinôme  en  facteurs,  on  trouve  que  la  quantité  soumise  au  radical 

est  -  (p*  »  39)'.  Si  Ton  avait  />*  —  3^  <o,  la  décomposition  serait  impossible 

ot  le  trinôme  considéré  aurait  constamment  le  signe  de  son  premier  terme, 
c'est-à-dire  le 'signe  +• 
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MÉTHODES  D'APPROXIMAT^ION.  -  MÉTHODE 

DE  NEWTON. 


&0&.  Le  problème  qui  va  nous  occuper  dans  cette  leçon 
peut  être  défini  dans  les  termes  suivants  : 

Étant  donné  un  nombre  a,,  représentant  une  valeur  appro- 
chée S  une  racine  incommensurable  x'  de  V  équation  f[x)  no; 
r intervalle  (a,,  x')  ne  renfermant  aucune  racine  de  cette  èqua- 
tion;  trouver  des  nombres  a,,  a,,  ...  a„  donnant  des  valeurs  de 
plus  en  plus  approchées  de  x',  valeurs  telles  que  ton  ait  :  lim 
(a„  — a;')  -  o,poMr  n—  oc. 

On  peut  résoudre  ce  problème  par  trois  méthodes  princi- 
pales; la  méthode  de  Newtony  celle  des  parties  proportion- 
nelles; enfin  par  la  méthode  de  Lagrange. 

Nous  exposerons  successivement  ces  trois  méthodes;  mais 
elles  reposent  toutes  sur  un  problème  que  nous  devons  préa- 
lablement traiter  :  nous  voulons  parler  de  la  séparation  des 
racines. 

&OG.  Réparation  des  racines.  On  dit  qu'une  racine  o^'; 
de  l'équation  f(x)  —  o,  est  séparée  par  l'intervalle  (a,  P)  lors- 
qu'il n'y  a  aucune  autre  racine  de  Téquation,  dans  cet  inter- 
valle. Si  Ton  suppose  a<0,  a  est  une  valeur  approchée  par 
défaut,  P  une  valeur  approchée  par  excès,  de  la  racine  x\ 

La  méthode  de  Sturm  permet  de  séparer  les  racines  d'une 
équation  donnée. 

Substituons,  en  effet,  les  nombres  a  et  p  dans  la  suite  de 
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Slurm  :  s*il  y  a  perte  d'une  variation,  on  sait  quUl  existe  une 
seule  racine  de  Téquation  dans  Tintervalle  (a,  3)  ;  cette  racine 
est  donc  séparée.  Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  perte  de 
deux  variations  ;  ceci  indique  la  présence  de  deux  racines  dans 
rintervalle  (<x,  ^),  et  il  faut  alors  séparer  ces  racines. 
A  cet  effet,  on  pourra  substituer  les  nombres 

(i)     a,     —— ,     p. 

S'il  y  a  perte  d'une  variation  dans  Pinlervalle  (a,  ^^— ^), 

les  deux  racines  sont  séparées  ;  Tuoe  est  située  dans  cet  inter- 

valle  ;  l'autre  est  comprise  entre et  p. 

Si,  au  contraire^  il  y  a  perte  de  deux  variations  entre  deux 
termes  a,  et  3,  de  la  suite  (i)  on  pourra  considérer  la  nouvelle 
suite 

a.,      — ^— ,       Hi 

et  substituer  ces  nombres  dans  la  suite  de  Sturm. 
En  remarquant  que 

Ton  voit,  qu'au  bout  de  n  opérations  de  ce  genre,  on  aura 


—  3  i::- — 


2 


Cette  égalité  prouve  que  la  différence  (a„  —  3»)  tend  vers 
zéro,  quand  n  croit  indéfiniment. 

On  peut  donc  dire  que  la  méthode  précédente,  abstraction 
faite  de  la  longueur  des  calculs,  conduit,  avec  certitude,  à  la 
séparation  des  racines. 

&09.  Formule  de  eorreetlon  de  IVe^rton.  Soit  a,  une 
valeur  approchée,  et  donnée,  d'une  racine  inconnue  a;',  do 


560 


TR£NTE-HlIiTI£ME  LEÇON 


réquation  f(x)  n  o.  Soit  h  la  correction,  positive  ou  négative, 
qu'il  faut  ajouter  à  à  pour  avoirs';  de  telle  sorte  que 

On  a  d'ailleurs  f{<x-hh)  =  o,  et  Tidentité  connue 

1  1.2  1 . 2 ...  m 


donne 


.m 


o  =  A«)+A/*(«)+-  + 


1.  a  ...  m 


/"  («)• 


La  méthode  de  Newton  consiste  à  négliger,  dans  le  second 
membre,  tous  les  termes  qui  suivent  h  f  (a),  et  à  faire  subir 
au  nombre  a>  une  correction  A,^  donnée  parla  formule 

C'est  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

608.  Inteiprétetioii  séométriqve  de  la  fonmile  et 
ooneotioii  de  Me^rton.  Construisons  la  courbe  dont  l'équa- 
tion est 

y  =  f{x)  ; 

et  soit  OA  ==  a  ;  l'ordonnée  correspondante  A'A,  est  égale  à  /'(s). 
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Le  triangle  rectangle  A'AC,  donne 


AA^zzACtgA^CA'. 

D^ailleurs  k^Cx  est  un  angle  dont  la  tangente  trigonométri- 
que  est  égale  à  r  (*)•  On  a  donc 


igXCA'zz^riA 


et,  par  suile, 


AC  - 


/'(g) 


On  a  donc  AC— A,,  et  Ton  voit  ainsi  que  la  mélhode  de 
Newton  revient,  au  fond,  à  chercher  Tinlersection  de  la  tan- 
gente à  la  courbe,  au  point  considéré,  avec  Taxe  ox. 

Cette  interprétation  géométrique  prouve  que  la  formule  de 
correction  de  Newton  peut,  suivant  les  cas,  être  bonne  ou 
mauvaise;  qu'elle  peut  donner,  tantôt  une  expression  plus 
approchée  de  la  racine  et  tantôt,  au  contraire,  une  valeur  qui 
s'en  écartera  beaucoup  plus  que  le  nombre  approché,  donné. 
Dans  la  figure  (i],  la  méthode  de  Newton  s'appliquerait  avec 


0 


J/ 


succès;  mais  la  figure  (2)  donne  un  exemple  où  cette  méthode 
serait  absolument  en  défaut. 

:i6 
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Puisque,  d'après  ces  explications,  la  formule  de  correclion 
de  Newton  ne  donne  pas  nécessairement  une  approximatiou 
préférable  à  la  valeur  donnée,  nous  devons,  avant  d'aller  plus 
loin,  rechercher  dans  quelles  conditions  il  convient  de  se 
placer,  pour  appliquer,  avec  certitude,  la  méthode  que  nous 
exposons. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  qu'avant  tout  autre 
calcul,  on  ait  pu  déterminer,  par  la  méthode  de  Sturm,  ou  par 
un  autre  procédé,  deux  nombres  a  et  p  remplissant  les  con- 
ditions suivantes  : 

1°  Entre  xet^ily  a  une  seule  racine  de  V équation  proposée 
t(x)zzo, 

2"  Dans  ce  même  intervalle^  il  n'y  a  aucune  racine  des  équa- 
tions r  (^)  =:  o,  /*  (ar)  —  o. 

&00.  Théorème.  Lorsque  f{x)  etf  (a)  ont  le  ffiéme signe^ 
on  peut  appliquer  la  méthode  de  Newtony  avec  certitude,  au 

nombre  a. 
En  effet  l'identité  établie  précédemment  (§  297), 

/•(a4-A)  =  /'(a)-|--r(a;-f--r(a-hO/0, 


donne 


Un  en  tire 


/•(g)      h^r[^  +  ^^li) 


ou  bien,  puisque^,  :=z  —  ■- — , 
en  posant 


»  —      ..       /  / 


•À 


r  («; 
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On  a  donc 

Nous  supposons  d'ailleurs  :  i<»  que  r  {^)  a  le  même  signe  que 
/■(a);  20  que  /*  (x)  conserve  le  même  signe,  quand  x  varie 
enire  a  et  3.  En  supposant  (^  >  a,  pour  fixer  les  idées,  on  a 

et,  à  fortiori  y  puisque  0  est  compris  entre  zéro  et  Tunilé, 

eA  <  3  —  a, 
ou 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  le  rapport 

r(a4-6A) 

est  positif  et  que,  par  suite  les  deux  corrections  A,  et  A,  sont 
de  même  sens;  la  correction  h^  donne  donc  une  valeur  «-+-/<, 
qui  est  comprise  entre  a,  et  la  racine  x'. 

&10.  Théorème.  Lorsque  deux  nombres  xet'^,i^ne  corn-- 
prennent  aucune  racine  des  équations  f{x)'=io,  f*{x)zzo 
a*>  sont  tels  y  qu'une  seule  racine  de  V  équation  f(jx)zzo 
soit  comprise  dans  Pintervalle  (a,  g)  ;  la  nnéthode  de  Newton 
s'applique^  avec  certitude^  à  Vun  de  ces  nombres^  mais  à  un  seul. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  rapports 


Les  numérateurs  ont  des  signes  contraires,  mais  les  dénomi- 
nateurs ont  le  même  signe.  L'un  des  nombreSi  w  ou  u,  est  donc 
nécessairement  positif;  au  ccnli*aire>  Tautre^est  négatif»  Si  Ton 
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suppose,  par  exemple,  w>  o;  la  méthode  de  Newton  s'appli- 
quera, avec  certitude,  au  nombre  a.  Elle  peut  aussi  être  appli- 
quée  auinombre  |3;  mais,  dans  ce  cas,  on  ne  peut  plus  affirmer 
que  la  valeur  corrigée  soit  plus  approchée  que  la  valeur 
donnée, 

&1  fl .  Théorème.  Si  la  méthode  de  Neioton  a  été  appliquée^ 
avec  certitude^  à  la  valeur  a,  et  si  elle  a  donné  une  nouvelle  va- 
leur oL^^cette  méthode  s'applique  aussi,  avec  certitude^  à  a,. 

Nous  avons  vu  tout  à  Theure  qu'en  prenant  la  valeur  x  z=  a, 

f(x) 
valeur  qui  rend  positif  le  rapport  ,  la  formule  de  Newlon 

donnait  une  correction  y^,,  dans  le  sens  voulu,  mais  insuffi- 
sante pour  que  a -HA,  puisse  atteindre,  ou  dépasser,  la  racine 
x'.  Ainsi  a,  est  compris  entre  a  et  x'.  D'après  cela  /"(a)  et /"(a,) 
et  par  suite,  les  rapports, 

ont  le  même  signe,  puisque  /"'(x;  conserve  un  signe  constanJ, 
quand  a;  varie  de  a  à  3*  Lsi  méthode  de  Newton  s'appliquant 

à  a,  avec  certitude,  on  a  ~— t>«;  par  conséquent         .^  est 

positif,  et  la  méthode  de  Newton  s  applique  aussi,  avec  cer- 
titude, à  la  valeur  approchée  a, . 

&1 9.  Théorème.  La  méthode  de  Newton^  appliquée  comme 
il  vient  d'hêtre  dity  conduit  à  une  limite;  cette  limite  est  la  ra- 
cine cherchée  x'. 

Supposons,  pour  plus  de  précision,  que  a  désigne  celle  des 
deux  limites  a,  P  à  laquelle  s'applique  la  méthode,  avec  certi- 
tude, et  soit  a<3. 

La  formule  de  correction  permet  de  calculer  des  nombres 

toujours  croissants  et  toujours  inférieurs  à  x'.  Ils  ont  donc 
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une  limite  :  mais  il  faut  montrer  que  cette  limite  est  préci- 
sément a;'. 
Je  dis  d'abord  que  Ton  a 

(i)    Lim  (a,,  —  a„_,)  —  o,  (pour  n  zz  œ). 

Supposons  en  effet  que  celte  limite,  limite  qui  existe  néces- 
sairement puisque,  d'une  part,  le  nombre  variable  (a„—  a„_^) 

est  supérieur  à  zéro,  et  qu'il  est,  d'autre  part,  inférieur  à  (?— a), 
soit  un  nombre  A,  différent  de  zéro.  En  prenant  dans  Tinter- 
valle  (o,  k)y  un  nombre  fixe  k',  on  aurait,  à  partir  d'un  certain 
moment. 


et,  par  conséquent, 

a„— a,  >(w  — ?:)/.'. 

En  donnant  à  n  une  valeur  suffisamment  grande,  le  second 
membre  de  cette  inégalité  dépasse  toute  limite,  tandis  que 
le  premier  membre,  quel  que  soit  w,  conserve  une  valeur  in- 
férieure à  (g  —  a).  Ces  deux  conclusions  sont  conlradicloiros, 
et  Ton  doit  admettre  l'égalité  (i). 

Ceci  posé,  comme  l'on  a 


r{^n) 


et,  aussi, 


//„  =za..  —  a 


on  a  donc 


n  —  •*'n         *n—\  ? 


Lim  — — 7  =  ". 


D'ailleurs  f\x)  a  une  valeur  finie,  quelle  que  soit  la  limite  de  a„ 
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limite  qui  est  elle-même  une  quantité  finie,  on  a,  finalement 


ou 


lim  /"(a»)  rr  o, 


lira  (a„)  zzx\ 


puisqu'il  n'y  a  qu'une  seule  racine  de  Téqualion  f{x)  -=.  o, 
entre  a  et  3- 

&13.  Remarque.  La  propriété  que  nous  avons  établie 
tout  à  rheure  (§  509)  et  qui  est  fondamentale  dans  Texposi- 
tion  de  la  méthode  de  Newton,  peut  se  reconnaître  aussi  par 
les  considérations  géométriques  suivantes. 

Les  hypothèses  que  nous  avons  faites  précédemment  étant 
maintenues,  on  voit  facilement  qu'entre  a?  zr  a  et  a;  :=  g,  la 
forme  de  la  courbe  y  zz  f{x)  est  Tune  ou  l'autre  de  celles  que 
nous  représentons  ici. 


Fiff.  (3) 


J 

/ 

) 

/ 

B 

/ 

0 

Jr" 

/i    K 

FiK. 

'i) 

Fig.  (f.). 


Fig.  {(i) 
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Examinons  la  disposition  donnée  par  la  figure  (3).  La  mé- 
thode de  Newton  s'applique  avec  certitude  au  point  A'.  Quand 
X  croît,  au  delà  de  a,  Tangle  A'Ca?  augmente  ;  la  tangente 
trigonométrique  de  cet  angle  obtus  diminue,  en  valeur  abso- 
lue, mais  augmente,  en  réalité,  puisqu'elle  est  négative.  La 
fonction  f(pS)  allant  en  croissant,  sa  dérivée  f*  (^)  est  posi- 
tive,  pour  a;— a.  D'ailleurs,  AA'ou/'ra)  est  une  ordonnée 

positive  ;  ainsi  le  rapport  ^j^  prend  une  valeur  positive  pour 

celle  des  deux  limites  données  à  laquelle  la  méthode  de 
Newton  s'applique  avec  certitude  ;  du  moins  lorsque  la 
courbe  présente  la  disposition  qu'indique  la  figure  (3).  Mais 
en  appliquant  cette  façon  de  raisonner  aux  autres  figures  on 
reconnait  que  la  conclusion  précédente  s'applique  à  tous  les 
cas. 

&14t.    Méthode  par  les  parties  proporÉionnelles« 

Cette  méthode  a  pour  but  de  calculer  une  valeur  P^  plus  ap- 
prochée que  3  ;  h  désignant  celui  des  deux  nombres  donnés 
auquel  la  mélhode  de  Newton  ne  s'applique  pas  avec  certi- 
lude. 
Menons  la  corde  A'B'  ;  les  triangles  semblables  AA'D,  BB'D 


y 

\ 

h^. 

0 

\n 

[)       B 

A            N 

^ 

JO 

Ki, 

SI'   17 

^---. 

donnent  la  proportion 


BD  _  Pg^ 

AD  ■"  A' A' 


ou 


BI) 


B'B 


BD-f-Al)      B'B-f-A'A 
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Celte  égalité  a  lieu  pour  les  valeurs  absolues  des  lignes  qui 
y  figurent. 

L'ordonnée  BB'  est  négativp,  et  elle  est  égale  à  /  (g)  :  on 
doit  donc  remplacer  BB'  par  — /•(^).  Il  vient  alors 

ni)  __'       -  f ,  g) 


3-^     -/(?)4-/-W 

En  désignant  par  If,  la  correction  que  Ton  peut  faire  av^^r 
cette  formule,  on  a  donc 

H.  =(&-«)        ^^ 


La  nouvelle  valeur  3,  esl 


?,=g-(g  — a) 


f  (?)  -  A«)' 

ou 

,   _a/-(.3)-3/-(a^ 

On  peut  vérifier  que  cette  formule  convient  aux  différenls 
cas  qui  peuvent  se  présenter  et  qui  correspondent  aux  figures 
(4),  (5)  et  (6), 

On  peut  aussi  reconnaître  que  les  nombres  Ht»  h«»  •••  3»  for- 
ment une  suite  décroissante;  et  que  Ton  a  lim  (^n)  =  x*.  b 
démonstration  de  celte  propriété  est  semblable  à  celle  que 
nous  avons  donnée  plus  haut,  pour  les  nombres  a. 

L^emploi  simultané  des  deux  méthodes,  permet  d*évaluer  à 
chaque  instanl  une  limite  de  Terreur  commise.  On  a  en  effel, 
en  posant  e,  —  x'  ~  a,  , 

et,  généralement, 
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&1&.  Méthode  de  Eias<^i*S^*  ^^  mélhode  d'approxi- 
mation de  Lagrange  est  une  application  des  fractions  conti- 
nues. 

Supposons  d*abord  que  les  deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs a  et  a-f- 1,  séparent  une  seule  racine  de  Téquation  f{x)zzo. 

Ayant  posé  a?  —  a  -f--,  la  transformée  en  y, 

y 

n'admet  qu'une  seule  racine  supérieure  à  l'unité.  En  effet,  si 
cette  équation  admettait  deux  racines  y^  et  2/,  plus  grandes. 
Tune  et  l'autre,  que  Tunilé,  on  aurait,  pour  l'équation  pro- 
posée, deux  racines  dans  l'intervalle  a,  a  +  1  ;  ce  qu'on  ne 
suppose  pas. 

L'équation  en  y  est 

ou 


y™  f{^)+ y'»-'  r  (a)  +  ^—  r  (*)  +  ...+ 


1.»  »j  ; 

Eq  substituant,  successivement,  i,  a,  3, ...  on  trouvera  deux 

nombres  consécutifs  3.  3  +  i,  donnant  des  résultats  do  sij;ne» 
contraires.  Nous  poserons  alors 

y -?>  +  -.- 

L'équation  transformée  en  z^  pour  la  raison  déjà  donnée, 
n'admettra  qu'une  seule  racine  supérieure  à  l'unité. 

En  poursuivant  ces  calculs,  malheureusement  pénibles,  on 
obtiendra  le  développement  de  la  racine  cherchée,  en  fraction 
continue. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  plusieurs  racines  de  Té- 
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quatîon  f{x)  zr  o  sont  comprises  entre  deux  nombres  entiers, 
consécutifs,  «  et  a  +  i . 

Si  cette  circonstance  se  présente,  on  remarque  qu'en  mul- 
tipliant deux  nombres  incommensurables,  par  une  puissance 
de  10,  on  peut  toujours  obtenir  deux  nouveaux  nombres, 
n'ayant  pas  la  même  partie  entière.  On  opérera  donc  sur 
réquation 

et  Ton  verra  si  les  nombres 

séparent  les  racines  de  cette  équation.  Si  Ton  trouve  encore 
qu'il  existe  plusieurs  racines,  dans  Tun  de  ces  intervalles,  on 

considérera  l'équation  <p(  —  )=o,    sur  laquelle  on   opérera 

comme  il  vient  d'être  dit.  Ainsi,  du  moins  à  un  point  de  vue 
théorique,  on  peut  toujours,  en  appliquant  la  méthode  de 
Lagrange,  obtenir  le  développement  d'une  racine  incommensu- 
rable d'une  équation  numérique  donnée,  en  fraction  continue. 
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*> 


LES  FRACTIONS   RATIONNELLES 


PARTIE    THEORIQUE. 

^.  Définitions.  On  appelle  fraction  rationnelle  le  rap- 
port ~,  de  deux  fonctions  entières  U  et  V,  de  la  lettre  x.  Parmi 

les  fracliorls  rationnelles,  on  distingue  particulièrement  celles 
dans  lesquelles  U  désigne  une  constante,  et  V  la  puissance 
entière  d'un  binôme  mx  -j-  w  ;  et  aussi  celles  qui  ont  pour  nu- 
mérateur un  binôme  de  cette  forme,  et  pour  dénominateur 
une  puissance  entière  d'un  trinôme  du  second  degré  x'-^px 
f  (7,  ce  trinôme  n'étant  pas  décomposable  en  facteurs  réels 
du  premier  degré. 

Nous  nommerons  fractions  simples  ces  fractions  ration- 
nelles particulières,  el  nous  supposerons  formellement  que  les 
coefficients  m,  n,  ;?,  q  sont  réels. 

y 
Décomposer  une  fraction  rationnelle  —,  en  fractions  simples, 

c'est  trouver  l'identité  suivante  -  =:  W  ;  W,  désignant  une 
somme  de  fractions  simples.  L'identité 

.)  —  '^x  I  1  u 


{x— i){x  —  9){x^\S)     X  —  1      j:*  —  •;►.      x  —  V 

donne  un  exemple  particulier,  et  facile  à  vérifier,  du  problème 
que  nous  allons  traiter. 
Il  sera  entendu  que  les  polynômes  considérés  ont  des  coeffi- 
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cienls  réels,  et  que  -  est  une  fraction  proprement  dite  ;  c'csl- 

à-dire  que  nous  supposerons  formellement,  dans  les  dévelop- 
pements qui  suivent,  ledegré  de  V  supérieur  à  celui  de V. 
S'il  en  était  autrement  on  devrait,  avant  tout  autre  calcul, 
effectuer  la  division  de  U  par  V,  et  après  avoir  établi  Tiden- 
tité, 

r  ^  VQ  +  U, 
ou 

y         r^         ^ 

on  appliquerait  les  procédés  de  décomposition,  que  nous  allons 

exposer,  à  la  fraction  proprement  ditor-,.  Enfin,  la  fraction 

considérée  sera  suposée  irréductible.  Si  les  polynômes  U  et  V 
n'étaient  pas  premiers  entre  eux,  on  devrait  simplifier  la 
fraction  proposée,  en  divisant  ses  deux  termes  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur. 

&19.    Décomposition    des  fractions  de   la  ffomir 

r 

.  Soit  u  =:/*(ir),  f[x)  désignant  un  polynôme  du  degré />. 


{x  —  a)* 

Conformément  à  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous  supposons. 

i»  f{a)^Oy  u°/)<a. 

On  a 

nx)^aa  t-(a;-a)] 
et,  par  suite. 

On  en  déduit 

(t)     • -=: î \ 2 ^.H-...4-  ^ 


{x  —  af     {x  —  ay-     (ip  — «)«-*  {x-df'f 
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en  posant 

(,■)  A,=m.  A.=qi....A,=/M 

La  formule  (i)  donne  donc  la  décomposition,  en  fractions 
simples^  de  la  fraction  rationnelle  proposée;  nous  allons  mon- 
trer que  ceite  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule 
fur  on  - 

On  reconnaît,  en  effet,  sans  difficulté  : 

1**  que  toute  décomposition  en  fractions  simples  de  Texpres- 

sion  ,  ne  peut  être  faite  qu'avec  des  fractions  dont  les 

dénominateurs  sont  des  puissances  de  (a;  —  a)  ; 

2**  que  l'exposant  du  dénominateur  de  la  première  fraction 
ne  peut  être  différent  de  a  ; 

3«>  que  le  numérateur  de  cette  fraction  est  égal  à  A,  ; 

-î®  que  les  numérateurs  des  fractions  suivantes  sont  respec- 
livement  A„  ...  A  . 

&1I8.    Décomposition  des  fractions   de  la    forme 

T.  Nous  supposons,  dans  cet  exemple,  que  U  dé- 

(,j?' -t->j?  +  y)  * 

signe  un  polynôme  d'un  degré  inférieur  a  2/i,  et  que  Téqua- 

UonTzzo, 

a  ses  racines  imaginaires. 

On  peut,  par  des  divisions  successives,  former  le  tableau 
suivant  : 


En  multipliant  ces  identités,  respectivement,  par 

1  1  i 

'yli  »p'l  — l  I 
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on  a 

T   • 

Si  Ton  observe  que  : 

U  est  tout  au  plus  du  degré  2A  —  1 , 
l', 2/^  —  3, 


t^^i nh  —  iih—i)—!: 

on  voit  donc  que  l'identité  (2)  donne  la  décomposition  clier- 
chée. 

Je  dis  maintenant  que  cette  décomposition  ri^est possible  que 
iVune  seule  favon. 

Il  est  facile  de  reconnaître  d'abord  que  cette  décomposition 
ne  peut  être  faite  avec  des  fractions  simples  qui  renferme- 
raient un  dénominateur  non  identique  à  T'*'. 

On  voit  aussi,  très  aisément,  que  Texposant  h*  doit  être 
égal  à  A.  U  reste  à  montrer  que  les  numérateurs  des  fractioDS 
simples  obtenues  dans  les  deux  décompositions  considérées 
sont,  deux  à  deux,  identiques. 

Supposons  donc  que  nous  ayons 

I    •  >  •      I  >         ""1    •  •  ■  • 

riv't  rp/l  ' 


si  nous  chassons  le  dénominateur  commun  T'*,  nous  avons 
P|^  ^-  Qt  -4-  Tf  {x)  :^p,x  i-g,+  T^  (x). 

Soit  X  +  iSi',  Tune  des  racines  de  Téqualion  T  zz  o  ;  ridenlité 
précédente  prouve  que  Téquallondu  premier  degré 


i 
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admet  les  deux  racines  a  -l-  i3i,  a  —  },i.  Ceci  ne  peut  avoir  lieu 
que  si  Féqualion  précédente  est  une  identité.  On  a  donc; 

On  prouve  ainsi,  de  proche  en  proche,  que  les  numérateurs 

des  fractions  simples  sont,  deux  à  deux,  identiques. 

U 
&fl  9.  Théorème  fondamental.  Soit—-— 7-,  une  fraction 

\\V 

rationyielle proprement  dite;  si  V  et  \V  désignent  deux  polf/' 
nôtnes  jjvemiers  entre  eux,  on  peut  toujours  trouver  deux  po- 
lynômes entiers  V  et  Q,  tels  que  l'on  ait 

r         PO 


VW        V      W 

P       O 

V  ^  \v'  ^^^^^^  ^^^  fractions  proprement  dites,  et  irréductibles. 

Celte  décomposition  n'est  possible  que  d\me  seule  façon. 

Nous  diviserons  celte  démonstration  en  deux  parties. 

i*  La  décomposition  est  possible.  En  effet  les  polynômes  V 
et  \V  étant  premiers  entre  eux,  nous  avons  montré  (g  397) 
qu'il  existait  deux  polynômes  entiers  P  et  Q,  vérifiant  Tidenlilé 

P\V  +  QV=:i. 
Nous  avons  donc 

r   ^up    or 


\  W        \        W 

UP   10 
Les  fractions  -^^  -rrr  peuvent  èlre  supposées  irréductibles  ; 

car,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  nous  pourrions,  sans    troubler 
l'identité,  opérer  cette  réduction. 

Si  ces  fractions  sont  proprement  dites,  le  théorème  en 
question  se  trouve  établi.  Si  non,  effectuons  la  division  du 
numérateur  par  le  dénominateur  et  nous  aurons 

UP  P 


376  TRENTE-NEUVIÈME  LEC;ON 

par  conséquent, 

P       H 

-^  el  :—  désignant  des  fractions  proprement  dites.  Dans  celle 

identité  donnons  à  x  des  valeurs  croissant  au  delà  de  loule 

P    11 
liniile  :  le  premier  membre  et  les  fracUons  -l-  ^rr^  tendent  vers 

zéro.  Nous  pouvons  donc  dire  que  /*,  {x)  +-  F,  (x)  est  une 
fonction  entière  qui  tend  vers  zéro  quand  x  croît  au  delà 
de  toute  limite.  Ceci  n'est  admissible  que  si  nous  supposons 

r,{x)-hV,(x)z=:iu 
Nous  avons  donc 


WV""  V    W 

c'esl  Tidentilé  annoncée. 

2®  La  décomposition  précédente  n*esl  possible  que  d'une  scufe 
façon. 

Supposons  que,  par  deux  procédés  différents,  nous  ayions 
trouvé 

"  ^      \  VV        V      \\ 

el 

U         P'      O' 

(h)     — — :=  --  4-  —  • 

^  ^     v\v      v^w' 

p   p'     0    ()' 
les   fractions  -,  -rrî  rr  ?  :^,  étant,  d'ailleurs,  proprement  dites 

et  irréductibles.  Nous  allons  reconnaître  que  nous  avons  né- 
cessairement 

P  =  P'    et    Q  =  0'. 
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En  effet  les  identités  (A)  et  (B)  donnent 

P     £^P[     0^ 


ou 


Toule  racine  a  deTequation  V  rz  o  annule  le  second  membre, 
puisque  V  et  W  sont  des  polynômes  premiers  entre  eux.  Mais 
P  et  P'  désignent  des  polynômes  d'un  degré  inférieur  à  celui 
de  V  ;  or  il  est  impossible  que  les  racines  de  l'équation  V  =:  o 
appartiennent;  avec  leur  degré  de  multiplicité,  à  Téqualion 
P  — P'  rr  o,  à  moins  qu'on  ne  suppose  P—  P':s  o.  On  a  alors 
Q  —  y'=:  o,  et  ceci  montre  que  la  décomposition  n'est  possible 
que  d'une  seule  façon. 

^ftO.  Théorème.  Une  fraction  rationnelle  est  toujours 
décomposable  en  fractions  simples  ;  cette  décomposition  n^est 
possible  que  d'aune  seule  façon. 

Soit  — la  fraction  proposée.  D'après  le  théorème  de  d'Alem- 

bert  (§358),  si  Ton  désigne  par  «,,  a„  ...  a^  les  racines  réelles 
de  l'équation  V  rz  o,  et,  par  a,,  a„  ...  o,,  respectivement  leurs 
degrés  de  multiplicité,  on  a 

\^{x^  a,f^  {x-a,p  ...  {X  -  a/p  V,  ; 

l'équation  V,no,  n'ayant  que  des  racines  imaginaires.  Nous 
savons  d'ailleurs  que  le  polynôme  V,  est  décomposable  iden- 
tiquement en  facteurs  réels  du  second  degré,  T,,  T,,  ...  T,^ 

affectés  d'exposants  3,,  p„  ...  ?^.  Si  nous  posons 

T,  —  a?* -I- m,a:  +  n,, 


'1^ 


r,  ■=-x'-h  m^x  -h  H,^  ; 


•V 
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nous  avons 

V,=:Tf'Tf*  ...  T^y, 
et,  par  suite, 

V  =:  (a;  —  a,f  »  (x  —  a,f  ^ ...  (j?  -a^^fnT^^ T^J  ...  T^'f . 

Cette  remarque  étant  faite,  soit 

V  =  (a;~a,)"'\V, 

les  polynômes  (x  —  o,)"'  et  W  sont  premiers  entre  eux.  Ou  a 
donc  (§517) 

t-  _     /•.  (X)        U. 

D'autre  part,  on  a ,  (§517) 

On  peut  observer  ici  que  le  coefficient  A}  étant  égala  f^{a^), 
on  a  AÎ  ;zf  u  ;  mais  les  autres  coefiicients  aI,  ...  A^  peuveiil, 

suivant  les  exemples,  être  nuls,  ou  différents  de  zéro. 

En  appliquant  ce  raisonnement^  successivement,  aux  bi- 
nômes (J?  — «i)*',  (iC~a,)*-,  ...  (x  -  a)^P,  on  aboutit  à  11- 
dentité  suivante  : 

,,  u     Aï    .    .  a:, 


(x  —  a,y>  -^-«i 


Aï  K, 

-i 1-  ...  H 

A? 
(x-a/p 
u 


X 

-a. 

m 

•         • 

X 

-«P 
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Ce  premier  résullat  étant  obtenu,  soit  V,  =:TÇ' V,.  Les  po- 
lynômes Tf*  et  V,  étant  premiers  entre  eux,  on  peut  poser, 


V.         T?i        V, 


I 


On  a,  d'ailleurs,  (g5i8) 

T?.    ^      T?.       ■*"  ■■•  T,         • 

et  Ton  doit  observer  ici  que  les  coefficients  P,,  Q,  ne  sont  pas 
nuls  à  la  lois.  £n  effet,  si  cette  circonstance  se  produisait, 
ridentité  précédente,  après  avoir  chassé  le  dénominateur  com- 
mun Tf  t ,  s'écrirait 


?.W  =  T.'M^), 


^ 


•!/  (j::)  désignant  une  fonction  entière,  il  résulterait   de  là, 
que  ^1  (x)  serait  exactement  divisible  par  T^,  ce  qui  est  conlra- 

(licloire  avec  riiypolhèse,  la  fraction  '' „     étant  irréductible. 

En  répétant  ce  calcul,  successivement,  sur  les  trinômes  T,, 
...  T^,  on  a  ce  second  résultat: 


VU  +  Qf  Ht^  +  Ql: 

-f-  T  r  .  •  •    -T-  rp 


H  z 1-  •  • .  H < 

■ifi  IV 
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En  ajoutant  les  identités  (i)  et  (2),  on  obtient  la  décomposi- 

IT 

tion  de  ^  en  fractions  simples  et  on  peut  remarquer,  pour  les 

raisons  données  plus  haut,  que  les  fractions  écrites  dans  la 
première  colonne  de  ces  identités  ne  sont  pas  nulles. 

6^1 .  Théorème.  On  peut  toujours  décomposer  une  frac- 
tion rationnelle^  en  fractions  simples  du  genre ,  si  ton 

admet  que  a  et  K  peuvent  représenter  des  expressiom  imagi- 
naires. 

Soit  rr  la  fraction  proposée  et  soit  a  une  racine  imaginaire. 

de  multiplicité  /,  deTéquation  V  zz  0.  Posons 

V  =:  (x  —  a)'  &  {x),  et  U  =:  f[x)  ; 
nous  avons 


U  A  f  L  A 


i 


V      (j;  —  af      \(x  —  a) V {x)      ix  —  a/  ) 
ou,  encore, 

U  _       A        J{x)^A^(x) 
V      (x  —  aY      {x—a/-^{x) 

Disposons  maintenant  du  paramètre  A,  de  façon  que  Ton  ail 

/•(rt)— Af  («)rro. 

Cette  relation  donne  pour  A,  une  valeur  bien  déterminée  et 
qui  n'est  ni  nulle,  ni  infinie,  puisque  nous  supposons  /(a);zfu, 
et  aussi  9  (a)  ^  o.  Pour  cette  valeur  de  A,  valeur  que  nous  dé- 
signerons par  a,  +  ?,î,  la  fonction  /'(x)--A?(a?)  est  divisible 
par  {x^a),  et  nous  obtenons,  en  posant,  /*(a;)  — Aç(ic)s 
{x  —  a)f,{x), 

"T" 


^      {X  —  a/      {x  —  aY  *9  (x) 
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f  ivS 

En  opérant,  de  même,  sur  la  fraction '-^^-L nous 

obtiendrons  la  décomposition  de  la  fraction  —,  par  la  formule 


V     "Vix-ai 


=,+  i3,r- 


X  —  a 


Il  est  peul-èlre  bon  de  noter  la  marche  que  nous  avons  sui- 
vie, pour  la  démonstration  du  théorème  qui  nous  occupe  ;  parce 
que  le  procédé  de  calcul,  que  nous  venons  d'exposer,  rentre 
dans  une  méthode  générale  de  l'analyse,  méthode  que  nous 
avons  signalée  au  début  de  ce  livre  (§  lo),  et  que  Ton  nomme 
méthode  des  coefficients  indéterminés. 

PARTIE  PRATIQUE. 

Calcul  des  ec^effielents.  —  Applications. 

Les  calculs  que  nous  avons  exposés,  dans  la  première 
partie  de  cette  leçon,  pour  établir  la  possibilité  d'effectuer  la 
décomposition,  en  fractions  simples,  d'une  fraction  rationnelle 
donnée,  constituent,  évidemment,  une  première  méthode  pour 
calculer  les  différents  coefficients  inconnus,  qui  entrent  dans 
les  numérateurs  des  fractions  simples  cherchés.  Mais  nous 
allons  indiquer  d'autres  procédés  de  calcul  donnant  ces  coeffi- 
cients par  des  voies  qui  sont,  ordinairement,  plus  courtes. 

Nous  distinguerons  quatre  cas,  suivant  la  forme  algébrique 
du  dénominateur  V. 

S**.  Premier  cas.  V équation  W  zzo  n'a  que  des  racines 
simples  et  distinctes. 

Soil  -  la  fraction  proposée. 

Posons 

\]^f{x), 
ol 

V=:(j;  — a,)(j7  — aj  ...  {x  —  a\ 


r,82  TRENTE-NEUVifiME  LEÇON 

En  désignant  par  A,,  A„  ...  A^,  des  coefficients  indéter- 
minés, on  sait  que  pour  des  valeurs  convenablement  choisies 
pour  ces  coefficients,  on  a 

U         A.  A,  f^p 


On  déduit  de  cette  identité, 

f{x)  =:  S  A,  (X  —  a,)  . . .  (x  ~  a^). 
En  remplaçant,  successivement,  x  par  a^,  «,,  ...  a  -  oa  a 


p 


A  -  ^^"''  -A  -  ^"'"' 


(fl,  —  a,)...  (a,  —  rtp)  ^      (flp  —  a,) ...  {«p-«p-,) 

&I93.  Remarque  d^Euler.  On  doit  à  Euler,  sur  le  sujet 
qui  nous  occupe,  une  remarque  intéressante  et  qui  simplifie 
souvent  le  calcul  des  coefficients  A. 

De  ridentité 

Vs:(.r  -  «,)(.r— a.)  ...  (x  — a^,), 
on  déduit 

\':~:y:[x-^a,),.,.  (x  —  a^\ 

et,  en  remplaçant  x  par  a,,  il  vient 

V 

On  a  donc 


et,  de  même, 


'    1 


On  peut  donc  dire  que  les  coefficients  A  s'obtiennent  on 
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prenant  le  rapport  ^r^l  csn  y  remplaçant,  successivement,  la 

lettre  x  para,,  a„  ...  ei^.  C'est  celte  observation  qui  constitue 
la  remarque  d'Euler. 

&S4.  Deaxièine  «$as.  L'équation  Y :=:o  admet  une  racine 
réelle  de  multiplicité  a  ;  (a  >  i  ). 

Désignons  toujours  par  -  la  fraction  donnée  et  posons 

Us: /-(a?)    et    V  =:  (:r  —  a)"(p  (a?) . 
En  développant,  par  la  formule  de  Taylor,  les  expressions 

f[a  4-  (a:  —  a)],    et  ?  [a  +  (a:  —  a)], 
nous  avons 

I  l    m     ^ 

Posons  maintenant  .r  —  «  =  X  (  *)  et  divisons,  Tun  par  Taulro, 
les  deux  polynômes  P,  Q? 

c'(rf]  o"{a^ 

I  \    •  Je 

On  sait  (note  A,  §  5)  que  Ton  peut  pousser  aussi  loin  que  Ton 
veut  la  division  de  ces  polynômes  ordonnés  par  rapport  aux 
puissances  croissantes  de  X.  Nous  arrêterons  l'opération  après 

avoir  obtenu,  au  quotient,  le  terme  en  X""*.  On  sait  aussi 


!.  Ce  changement  de  notation  est  adopté  ici,  pour  donner  plus  de  clarté 
à  Texposition  de  la  méthode.  Évidemment,  il  n'est  pas  nécessaire  de  s'y 
soumettre,  dans  la  pratique;  il  suffit  de  considérer  (-T—a)  comme  repré- 
sentant une  lettre. 


\ 
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(noie  A^  $  5)  que  le  reste  obtenu,  à  cet  instant,  est  de  la  forme 

X^R,  R  représentant  une  fonction  entière  de  X.  En  désignant 
par  A I,  A,,  ...  A  ,  les  coefficients  du  quotient,  on  a  donc 


«— 1\      .      vSl 


PsQ(A,-f-A,X+  ..^A^X'-O  +  X^R, 


et,  par  conséquent, 

x''o~x""^x"-'     ^""^x  '  <^' 

ou  enfin 

r  A,  A.  A  ,{ 

—  ■  -H... H H-. 


Dans  ce  développement,  il  &ut  observer  que  —  est  une  frac 

tion  proprement  dite.  On  peut  reconnaître  ceci  par  des  moyens 
divers  et,  notamment,  en  supposant  que  x  croit  au  delà  de 
toute  limite. 

&9&.  Troisième  cmis.  Véquation  V  =  o  admet  une  racine 
imaginaire  simple. 
Supposons  maintenant  que  Ton  ait 

V:sT.^(T), 

T  désignant  un  trinôme  du  second  degré  qui,  égalé  à  zéro, 
donne  une  équation  dont  les  racines  sont  imaginaires  et  n'an- 
nulent pas  le  polynôme  o(,r).  D'après  ce  que  nous  avons  vu 
plus  haut  (^.'>i9),  on  a 

V~T.?(,r)"        T.      "^^(.r)' 

Et  il  faut  déterminer  A,  B  ;  puis  f^  (.r). 
L'identité  précédente  peut  être  écrite  ainsi  : 

(i)    /•(jt:)=:(A.r-4-B)9  0r)-hT/-,(x). 
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Soit  a  -f  3*  une  des  racines  de  Téqualion  T  r=  o,  et  soit  posé 

• zzm-i-m. 

En  remplaçant,  dans  (i),  iu  par  x-hS^i  il  vient 

m  -h  wi  zi  Aa  +  B  -h  Ag/ , 
et,  par  conséquent, 

(2)  m  zz  Aa  -h  li, 

(3)  n  =:  Ali. 

Il  faut  d'ailleurs  remarquer  ici  que  les  paramètres  m  et  n 
ne  sont  ni  infinis,  ni  nuls  simultanément  :  ceci  résulte  de  ce 
que  Ton  a  ç  (a  -h  ^i)  ;zf  0,  et  aussi  /"(a  -^^i)p±o. 

Les  égalités  (2)  et  (3)  déterminent  A  et  B.  En  effet  3  étant 
différent  de  zéro,  on  a,  d'abord, 

A-- 

H 

puis, 

azzm . 

Quant  à  la  troisième  inconnue,  la  fonction  /,(j?),  elle  se 
détermine,  après  le  calcul  dos  coefficients  A  et  B,  au  moyen 
de  l'identité 

/'(x^-(A.r-^B)?(.r) 
fi  (^)  = if • 

La  division,  indiquée  dans  le  second  membre,  doit  se  faire 
exactement;  et  celte  opération  peut,  précisément,  servir  de 
preuve  aux  calculs  qui  ont  été  faits  pour  déterminer  les  valeurs 
de  A;  et  de  B. 

Ji9G.  Quatrième  etkH.  L'équation  V  =  o  admet  une  racine 
imaginaire  multiple. 
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Dans  ce  cas,  la  méthode  des  coefficients  indélerminés  est, 
dans  le  plus  grand  nombre  des  cas,  celle  qui  conduit  au  but 
par  la  voie  la  plus  sûre  et  la  plus  directe. 

D'ailleurs  nous  indiquons  plus  loin  d'autres  méthodes  de 
calcul  qui  s'appliquent  avantageusement  à  certains  exem- 
ples. 

ftliSV  .  Exemples  divers  de  dé<*oinpositi€Mi  de  frac- 
tions rationnelles. 

1'*'  Cas.  ~  Décomposer  la  fraction 


{x —  i)  (x  —  a)  ...  [x  —p)' 
Soit  posé 

F  (x)^^{x —  0  {x—  9.)  ...  (x  — /?): 

on  en  déduit 

F' (^)  =  S  (.r  —  ^)  ...  (x  —  p); 
et,  par  suilo 

F'(i)=(~i)'^-'.  i.a...(/7~,) 
F'(2)=:ï  .(-  i/"-.  i.'2...  (p—  a) 

F'  {:)) -  1 .9. (—  ly^  i,'i ...  (;>  —  :j) 

F'(p*;=r  1.9.  ...(;?— i). 

La  remarque  d'Euler  (§.5a3),  donne  le  résultat  suivant, 


^(^O'^'-r^  +  C-if 


[X — i)(.r  — 9.) ...  (,r -/>)  j*— 1  I 


j?  —  îî  I .  ii  X  —  ,'i  .r  —  p 

î*®  Cas.  Décomposer  la  fraction 


i/  — 


(a;  — «)*(.r-^^)^ 
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« 

On  poul  trouver  le  développement  dé  y,  en  fractions  sim- 
ples, en  suivant  la  méthode  indiquée  plus  haut  ;  mais  nous 
voulons  mettre  à  profit  cet  exercice  pour  faire  connaître  une 
manière,  souvent  utile,  d'appliquer  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés. 


Posons 


•  •  •  ^  "::: — ::  ~^  : tïï^  t*  •  •  • 


B 


'P 


x-^ù 


et 


nous  avons 

SI,  dans  celte  identité,  nous  faisons  x^a,  nous  obtenons 
d'abord  A,, 

A,  n  (a  -  &)-^ 

Prenons  maintenant  les  dérivées  des  deux  membres  de  l'i- 
donlilé  (i),  nous  trouvons 

(^)    >_  g(a;^  6)-P-'  =:  A,+  2A,  (x-a)  +  ... 
+  (a-  1)  AJ.r~^)«-2-f-(x  -«)'-*  U., 

en  posant 

Faisons  xzza,  dans  l'identité  (2),  nous  obtenons 

—  3(a-ft)"'^-'^A,. 
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Si  nous  calculons  ainsi  successivement  les  dérivées,  nous 
avons  finalement: 

1  3        « 

A   — A    — - 


Af  —  ,  - ,  eic. . . 

Quant  aux  coefficients  B,  ils  se  déduisent,  de  ceux-ci,  parla 
permutation  des  lettres  a  et  6,  d'une  part  ;  a  et  3,  d'autre  part. 

3mc  et  ift^B'  cas.  Supposons,  enfin,  que  le  dénominateur  V  de 
la  fraction  rationnelle  donne  une  équation  V  =  o,  ayant  des 
racines  imaginaires.  Une  des  méthodes  les  plus  simples  que 
Ton  puisse  adopter  pour  effectuer  la  décomposition  est  celle 
que  nous  avons  indiquée  plus  haut,  dans  la  partie  théorique 
de  cette  leçon. 

soit,  par'exemple, 


'.r*  — .r-hi)*' 


Nous  avons 


X*  -I-  a  =:  [x'  —  x-\-\)  (.r*  H- ;r)  —  .r  -h  a, 


Multiplions  la  première  par 


1 


[x'  —  x^\f 


la  deuxième  par 


,,-i' 


et  nous  obtenons  le  résultat  demandé  : 
aî*  -f-  a  —  x-\-x  2.r  —  i 


&^N.  Applications  de  la  déooinposilion  des  fractions 
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tionnelles.  La  décomposition  des  fractions  rationnelles  en 
fractions  simples  est,  comme  on  Ta  vu,  un  problème  dont  la 
solution  est  élémentaire  ;  mais  les  applications  de  cette  décom- 
position ressortent  principalement  de  l'analyse  supérieure. 
Les  exemples  qui  suivent,  choisis  parmi  les  plus  simples,  ont 
pour  but  de  montrer  le  caractère  ordinaire  de  ces  applications. 

1er  Exemple.  Trouver  la  dérivée  7™*  de  la  fonction  y, 

_  X*  —  3u^'-hx*-f  Hj?*  —  ix^  -hx'  —  X"—  1 

(X—  l)  [X  —  -2) 

On  a,  évidemment, 

A  B 


yzzo  {x)  4- 


X   -  1         X  —  'A* 


^{x)  désignant  une  fonction  entière  du  degré  6;  il  importe  de 
faire  cette  remarque,  pour  pouvoir  conclure  que  la  dérivée  7'"° 
de  y  y  ne  renferme  pas  trace  de  la  fonction  9  [x) .  Il  est  donc  inulile 
de  la  calculer,  si  Ton  peut  déterminer  les  coefficients  A  et  B, 

sans  connaître  9  (2^).  Or  ce  calcul  est  possible,  comme  il  est  fa- 
cile de  le  vérifier.  On  a,  en  effet, 

x^  — dx^  -h a?"  +  '^x'  —  20;*  -+- x*  —x  —  1  =:  (a;  -  i)  {x  -  2)  (p  (j^*} 
+  A(x  — 2)-|-B(a;-  1). 

En  faisant  x  —  1 ,  puis  xzz-i;  on  trouve 

Aizi,    et    B  — 1. 

On  a  donc 

>  1  1 

y  —  ^{x)-\ 1 , 

ou 

2/=o(x)+(a;-ir'-h(o--2r' 

et,  par  conséquent. 


{x* —  oX-h  '<J 
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î9r''  Exemple.  Trouver  la  dérivée  d'ordre  Hy  de  la  fonc- 
tion 

y  -=.  arc  Ig  x. 

On  a,  d'abord, 

Décomposofls  le  second  membre  enfraclions  simples,  ayanl 
des  coefficients  imaginaires  ;  nous  avons 


y 


^^^^[(,.,:r'-(a;^.r} 


ety  par  conséquent, 

,'"):.  (-o'-'(«-o!^"~';":^";r'^"- 

'ii(a:"-4- 1) 

On  peut  ensuite,  si  Ton  veut,  développer  les  expressions 

{x  -  i)"  et  (x+i)",  par  la  formule  du  binôme  ;  Timaginaire  / 
disparait  alors  de  l'expression  trouvée. 
3*  Exemple.  Trouver  la  fonction  primitive  C)  de  y\ 

,      i-(i-x)" 


a:  f  1  —  X) 


Si  Ton  observe:  i"  que  la  primitive  de  la  fonction 


IN 


(«-a) 

est  égale  à- ^^i^Q^sii^cl  on  suppose  w^i;  a* que 

(i  —  m){u  —  ay"  * 

u' 
la  primitive  de esl  L  (m  —  a)  ;  on  voit  tout  le  parti  que 

Ton  peut  tirer  de  la  décomposition  d'une  fraction  rationnelle, 
en  fractions  simples,  pour  la  recherche  des  primitives  des 
fractions  rationnelles. 
Dans  Texemple  que  nous  avons  choisi,  la  décomposilion  de 

1.  La  primitive  d'une  foiicliuii  /(j),  os^t  une  fuucUou  F(jt},  telle  que  Ton 
ail  P(j)s/'(Jc). 


EXERCICES  oOl 


y'  on  fractions  simples  se  fait,  iiumédiatement,  en  remarquant 
que  l'on  a 


—  1 


K:i  effectuant  la  division  indiquée,  on  trouve 

La  primitive  demandée  est  donc, 

y  zzÂ— L(i—  x)  -1 h  ...  H r. 


EXERCICES 

1.  ItéinoiUrer  que  si  Vott  pose 

Fix)  =  {x  —  a){x  —  b)...  [x-i), 


on  a 


1 


F' (a)      V'[b)  l"J) 

Eli  (l(M!omiK)éuul  77-—:  en  fractious  r^iiuples,  on  trouve 


F' (a)  F'(0 


'  [x)      X  —  a  x  —  l 

ou 
De  cette  ideutiié  ou  déduit  i'rgulilé  proposée,  et  beaueoip  d'autrcti. 
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S.   Soil    f{x)  un  polynôme  du  degré  m  — a,  ou  dun  deyré  inférieur: 
«,  6,  . .    /  désignant  m  nombres  différents,  démontrer  que  ton  a 

na) 


{a  —  b){a  —  c) ...  a  —  /) 

Ou  peut  résoudre  cet  exercieo  eu  cousidéraut  la  frurtiou  ratiuuuellr 

{X  —  a){x  —  b) ...  {x  —  0' 

et  eu  raisouuuut  comuje  nous  luvous  iudiqué  dans  Texercice  précédeuL 
3.  Décomposer f  en  fractions  simples,  V expression 


y^ 


x-P  +  x-^ 


Ou  posera 

^        '  ^    ^   i    (x-  —  1/      (x  —  1  /      X-  -  1         X*  -f  1 
ou  trouve. 

A    —*         A    ^P±AlZl         A    _P*-^g'  — 3/>  — '^^H-l 
A,-^,      A,-  ^  ,      A,-  ^  . 

Eufiu  M  et  N  se  déteruiiuaut  par  régalité 
et  i  on  doit  distinguer  ditféreuts  cas,  suivaut  la  pant<''  des  nombres  euiien? 

p  et  ry. 

4,  Démojitrer  que  si  U  =  0,  désigfie  une  équation  du  troisième  degré ^  û, 
ses  racines  distinctes,  on  a 


-^~—  ^=.  —  -7—  ,  ~t~    •  ••  "1    "T^ 


—^  étant  une  fraction  proprement  dite,  et  Pj,  Pj.  ...  P    repi-èsentunl  def 
L 

trinôfnes  du  second  degré. 

Ou  peut  observer  que  l'on  a 

f{x)_nx)-v    p 

i;"'~      i:"        u" 
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en  posaut 


P  s:  aa?»  -f-  te  -h  c. 


Ou  dispose  des  paramètres  a,  6,  t*,  de  façon  que  l'on  ait 


«a 


h^  +  c 
ôy  +  c 


a,  p,  Y  étant  les  trois  racines  de  l'équation  U=:o.  Ces  racines  étant  dis- 
tinctes, on  a,  d'ailleurs, 

a*  a  1 

Y*  Y  1 

ft .  Décomposer,  en  fractions  simples,  la  fi^action  rationnelle 

On  remarque  d'abord  que  l'on  a 

a»  -h  1  s  (x*  +  1)  (a?'  -h  iCv/3  4-  i)  {X*  -  a?v/3"4-  i), 
et  l'on  pose 

y  —   ...    H — I -? — . 


'*'''+*       a?*-(-j7v/3+i      x'— xv^'3+i 
En  chassant  le  déuomJQateur  et  en  faisant  x  =  /,  on  trouve  d'abord 

On  obtient  alors,  après  simplification,  l'ideutité 

U  serait  peu  commode  de  substituer,  dans  cette  identité,  a  la  place  dex, 
les  racines  des  équations 

X*  —  o;  V  3  -f-  1  —  0 

x*'-hx^'S  -f  1  —  0, 

38 


594  TRENTE-NEUVIEME  LEÇON 

et  il  parait  préférable  d'écrire  que  les  coefficients  des  diverses  poissances 
de  X  sont  nuls.  On  trouve  ainsi 

P'  =  o      P'=o      Q'-^Q'=L 

o 

•.  Décomposer,  en  fractions  simples,  les  fractions  suivantes  : 

.*.'*  ^^  ^n 

XXX 


Dans  cette  dernière  fraction,  on  supposera  p  et  q,  premiers  entre  eux. 


QUARANTIÈME    LEÇON 


RÉSOLUTION  ALGÉBRIQUE  DES  ÉQUATIONS 
DU    TROISIÈME    ET    DU    QUATRIÈME    DEGRÉ. 


L'idée  qui  nous  sert  de  point  de  départ,  dans  la  résolution 
algébrique  des  équations  du  troisième  degré,  est  naturelle  ; 
elle  peut  être  appliquée  dans  plusieurs  autres  cas.  Soit 
(i)  f{x)zzo,  réquation  proposée.  Supposons  qu'elle  soit  du 
degré  m  et  qu'on  puisse  récrire,  identiquement,  sous  la  forme 


P  et  Q  désignant  des  fonctions  entières  de  œ,  du  premier  ou 
du  second  degré,  tout  au  plus.  La  résolution  algébrique  de 

réquation  donnée  se  trouve  ainsi  ramenée  à  celle  de  Téqua- 

p 
tion  binôme  2   —  i  —  o,  en  posant  ^  =  p:. 

Cette  idée,  en  définitive,  est  celle  qui  a  servi  à  résoudre 
les  équations  du  second  degré,  quand  on  a  utilisé  l'identité, 

C'est  aussi  celle  qui  préside  à  la  résolution  de  l'équation  du 
quatrième  degré,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  en  expo- 
sant la  méthode  de  Ferrari.  Il  peut  paraître  naturel  de  l'appli- 
quer au  cas  du  troisième  degré  et^  de  cette  façon>  la  résolution 
algébrique  des  équations,  dans  le  cas  où  elle  est  possible  {^), 
se  trouve  découler  d'un  seul  et  même  principe. 


1 .  La  résolution  algébrique  des  équations  n'est  possible  que  pour  les 
équations  dont  le  degré  est  inférieur  à  5  ;  du  moins  dans  le  cas  général.. 
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B99.  Reeherehe  de  la  résolvante  (i).  Soit 

(3)    af  +  px-hq^o 

réquation  proposée.  Notis  allons  chercher  à  Tidentifier  avec 
l*équatioû 

laquelle  peut  s'écrire 

(4)       a;'  (?'  —  i)  +  3  (^'x  -  X)  ;c'  +  3  (a'g  —  \*}jo  4-  a'  -  X'  -  a. 

Pour  identifier  (3)  et  (4),  il  faut  supposer  3  différent  de  l'u- 
nité, et  poser 

(5)  &^a=X, 

(6)  |(&^-i)  =  a'&-X% 

(7)  g(g'--i)-a'-X\ 

Ces  égalités  forment  un  système  de  trois  équations,  à  trois 

inconnues  :  p  eiq  sont  les  nombres  donnés  ;  «,  3  et  X,  les  in- 
connues. 

De  (5),  tirons  a;  cette  valeur  substituée  dans  (6),  et  dans  (7), 
donne  d'abord 

(8)  -fP'-X', 

et 

(9)  -g;i«-x=(g'-hi); 

puis,  en  éliminant  ^'  entre  ces  deux  relations, 

(A)    3X*p  -  ogX  — p*  r=  0. 

C'est  la  résolvante  ;  elle  est  du  second  degré.  Les  équations 
(6)  et  (8)  donnent,  d'autre  part, 


(10)    «'P^-f- 


1.  Ce  théorème  remarquable  est  dû  à  Galois  [X.  Algèbre  supérieure  de 
M.Serret,t.  II,  p.  637). 
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On  a  donc,  par  combinaison  des  équations  (5)  et  (lo) 

(B)    jt?g -f- 33{X  ~  0  ; 

et,  aussi, 

(C)    a' =  4. 
9X 

Ainsi  la  résolution  de  Téquation  proposée  se  trouve  réa- 
lisée par  celles:  1°  d'une  équation  du  second  degré  (A); 
2**  d*une  équation  du  premier  degré  (B)  ;  3o  d'une  équation 
binôme  du  troisième  degré  (C). 

En  désignant  par/  Tune  des  racines  cubiques  imaginaires 
de  l'unité  {%  4I2),  les  racines  ir,,a:„  x^  sont  données  par  les  for- 
mules : 

»  a  -j-  Px,  —  a;,  H-  X 

a  +  ^,=/(a;,  +  X). 

Remplaçons  X  par  3*a,  on  trouve,  facilement j  en  tenant 
compte  de  Tliypothèse/  —  i, 

(11)  a:,  i=a(^-+.i) 

(12)  a;.i=a/(P/  +  i)        (D) 
(i3)    a;,  m  ay  (8;  4-1). 

&30«  Discussion.  Soit  X'  Tune  des  racines  de  la  résol- 
vante (A)  ;  à  celte  racine,  et  d'après  la  formule  (C),  corres- 
pondent pour  a,  trois  valeurs  qu'on  peut  représenter  par 
a,  a/,  a/.  D'ailleurs  la  relation  (B)  prouve  que  si  Ton  change 
a,  en  a;,  ou  a/,  3  prend  les  valeurs  correspondantes  ?;,  ou 
g/*.  Par  suite,  les  formules  (D)  ne  peuvent  donner  que  trois 
valeurs  pour  x.  Mais  il  faut  observer  que  la  résolvante  admet 
deux  racines  X'jX"  et  la  discussion  qui  va  suivre  a  pour  but 
de  montrer  que  la  deuxième  racine  X"  donne  les  mêmes  va- 
leurs pour  X, 
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Pour  établir  ce  point,  remarquons  d*abord  que  Ton  a 

3 

D'autre  part,  à  la  racine  X"  [correspond  un  nombre  a'  déter- 
miné par  la  relation 


."-  p' 

9X' 

On  a,  d'ailleurs, 

a'-''' 

-,v' 

et,  par  suite. 

• 

«v-P\  • 

81  X'X" 
ou 

On  trouve  donc,  successivement, 

La  formule  (11),  en  tenant  compte  de  la  relation  (10),  donne 

p 
3a 

Cette  expression  ne  change  pas  quand  on  substitue,  à  2, 

-  — .  Si  Ton  remplace  maintenant  «,  par—  ^,  on  obtient 

3a  3a 

Y  —      PJ\P    ^^ 


ou 


j       3a 
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■ 

En  remarquant  que  f  =ziy  cette  valeur  peut  s'écrire 
Hais  on  a 

X,  zn  xf  -f-  a3/, 

OU,  d*après(io\ 

s     PJ         f       P 
•^       3a        -^        3a/ 

On  voit  donc  que  X,  ira;,.  On  reconnaît,  de  même,  qu'en 

pj  • 

remplaçant  a,  par ^,  la  formule  (i  i)  donne  la  valeur  de  x^. 

3a 

Le  même  raisonnement,  appliqué  aux  deux  autres  formules 
(12)  et  (i3)  du  groupe  (D),  prouve  que  Ton  retrouve  toujours 
les  nombres  te,,  a?„  x^  ;  il  n'y  a  donc  pas,  pour  l'équation  pro- 
posée, d'autre  solution  que  ces  trois  racines. 

S3M.  Formule  de  résolalion.  Ces  racines  sont  données 
par  la  formule 


-='v'-f+v/(!)-+{f) 


+  " 


dans  laquelle  on  donne  successivement  à  0  les  valeurs  1, 
y  et/. 

En  effet,  la  résolvante  (A),  écrite  sous  la  forme 


donne 


P'^+9^^— 3p:i:o, 


i  _  — 9(7±V^8tg*  +  i2jo' 


/.  2jt) 


...« 
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Nous  avons  montré,  tout  à  Theure,  qu'on  pouvait  prendre 
indiflféremment,  dans  cette  formule,  le  signe  +  ou  le  signe  —  : 

nous  ferons  choix  du  signe  +,  et  nous  aurons  alors,  pour  r> 

une  valeur  bien  déterminée,  savoir  celle  qui  correspond  à  la 
formule 


9^ 
La  formule  (C)  donne  aussi, 


l=-fW{fy-(f)- 


6  ayant  successivement,  dans  cette  expression,  les  valeurs 
1,  y,;*.  L'inconnue  x  élant  donnée  par  la  relation 


P 

X  zz  a  —  — , 


on  a  donc,  enfin, 


=«v'-:W(!)'+(f) 


(A)        + 


X 

P 


»v-!W(!)V{fï 


&8f9.  Fonnnle  de  Cardan.  La  formule  de  Cardan  ne 
diffère  que  par  la  forme  de  la  précédente  ;  on  peut,  ou  la  dé- 
duire de  celle-ci,  ou  l'établir  directement,  comme  nous  allons 
le  montrer. 

Soit  toujours 

a^-hpx-^qzzo, 
réquation  donnée,  et  soit  posé 

xzzy-i-z. 
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On  a 

{y  -^^  2y  "hp  (y  -h  z)  -{-  q  =zo , 

ou 

y*  +  2'  +  {y  +  z){3yz-^p)  +  g  zi  o, 

et  cette  relation  est  vérifiée,  si  les  nombres  y  ei  z  satisfont 
aux  conditions  suivantes  : 

P 
vz  —  — -, 

La  première  donne 

y  **   —  y 

et  Ton  peut  considérer  y*  et  s'  comme  étant  les  deux  racines 
de  réquation 


u'+îr-(fy:=o. 


On  a  donc,  d'après  cela, 


"=-f±V(!Mf)' 


et,  par  suite, 


2  2 


en  posant 

-(!)'^(f)" 


L'inconnue  x  est  donnée,  finalement,  par  Pégalité 


X 


=y-u^+\/-\-.-v. 
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C*est  la  formule  de  Cardan,  formule  que  Ton  peut  encore 
écrire 

(A')  a:-o\/-^+\/v-4-e*\/-f-v/v   (^  =  1.;,/). 

Ce  dernier  point  résulte  soit  d'une  discussion  directe,  que 
Ton  peut  faire  sur  cette  égalité,  soit  de  la  formule  (A),  précé- 
demment établie  et  discutée. 

&88.  DIscassIon  de  Féquation  générale  da  tr«i- 
siéme  deg^ré.  Une  équation  du  troisième  degré  peut  avoir, 
suivant  les  cas  qui  se  présentent:  i®  trois  racines  réelles^dis* 
linctes  ;  2»  trois  racines  réelles,  non  distinctes  ;  S»  deux  ra- 
cines imaginaires.  La  distinction  de  ces  différents  cas  cons- 
titue la  discussion  de  Téquation,  et  cette  discussion  repose 
sur  le  signe  et  la  valeur  d'une  fonction  des  coefficients, 
fonction  que  nous  avons  déjà  signalée  (S^oi);  mais  que 
nous  nous  proposons  de  trouver  directement. 

Soit 

(i)    f[x)  z:  x'  +  Ao?'  f  Bo;  +  C  n  o, 

réquation  proposée.  Elle  admet,  certainement,  une  racine 
réelle  a,  et  Ton  peut  écrire 

en  posant 

^  (rr)  =:  ir«  4-  (  A  -f-  a)a;  +  a*  +  Aa  -h  B. 

Pour  que  f{x)  =  o,  ait  ses  trois  racines  réelles,  il  est  néces* 
saire  et  suffisant  que  l'équation  ç  (a;)  =  o  ait,  elle  aussi,  ses 
racines  réelles.  On  doit  donc  avoir 

(A  4-  a)'  —  4  (a"  4-  Aa  +  B)  >  0, 


OU 


Posons 


3a'  +  2Aa  +  4B— A*<o. 


(a)     3a*-h2Aa-f.4B— A»  — s -o. 
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il  résulte  de  ce  que  nous  venon?  de  dire  que  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante,  pour  établir  la  réalité  des  racines  de 
réqoation  (i),  est  ^  <  o. 
Remarquons,  maintenant,  que  nous  avons 

(3)     a'+Aa'  +  Ba+Crro 

et  que,  des  relations  (t)  et  (a),  nous  déduisons,  par  combinai- 
son, 

(4)    Aa*  +  (A'--B4-s)a  +  3Cr:o. 

Si  nous  éliminons  a  entre  les  égalités  (2)  et  (4),  nous  obte- 
nons, pour  déterminer  z^  l'équation 

C5)     [9C  -  A  (4B  -  A=  -  zy  =  [3  (  A*  -  B  +  2)  -  2  A*] 

[6AG~-(A*— B  +  2)(4B-A*- 3)]. 

Telle  est  cette  équation  en  z  ;  elle  est  du  troisième  degré, 
ce  point  est  évident  à  priori.  On  doit  aussi  observer  qu'elle  ne 
peut  admettre  une  racine  négative,  sans  avoir,  par  cela 
même,  ses  trois  racines  négatives.  En  effet  si  Tune  des  ra- 
cines de  réquation  (5),  est  négative,  f(x)  =  o  a  nécessaire- 
ment ses  trois  racines  réelles  ;  l'identité  f(x)  s:  (a?  —  a)  ?  (x), 
peut  alors  ètro  réalisée  de  trois  façons  différentes  ;  et,  pour 
chacune  de  ces  formes,  le  facteur  correspondant  9  (x)  égalé  à 
zéro,  doit  constituer  une  équation,  ayant  ses  racines  réelles. 
Les  trois  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  ces  différentes 
formes,  et  qui  sont  données  par  l'équation  (5),  sont  donc  néga- 
tives. 

Si  l'on  développe  cette  équation  (5),  on  a 

3z'  +  X2*-f-li,;2f +6:1:0, 

en  posant 

e:-(A*  — 3B)[6AC  +  (A*  — B)(A*-4B)]-[9C  +  A(A'— 4B)]'. 

Pour  que  l'équation  proposée  ait  ses  trois  racines  réelles, 
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il  est  nécessaire  et  suffisant  que  la  relation  0  >  o,  soit  véri- 
fiée. En  développant  les  calculs  indiqués,  on  trouve 

(a)    4A'C  — A'B'  — i8ABC-+-(4B'-4-27C')<o. 

Le  raisonnement  qui  nous  a  conduit  à  ce  résultat  prouve 
encore  que,  si  0  est  nul,  Téquation  proposée  a  une  racine 
double.  Cette  condition  est,  d'ailleurs,  nécessaire  et  suffi- 
sante. 

&34.  Diseassion  de  quelques  équations  remurqwH 
bles.  L'inégalité  (a)  que  nous  avions  déjà  établie  (§47^  et  Sos), 
peut  être  difficilement  retenue,  et  sa  démonstration  exige  un 
certain  effort.  Il  est  donc  utile  de  signaler  quelques  exemples, 
où  Ton  peut  discuter  Téqualion  du  troisième  degré,  sans 
avoir  recours  à  cette  relation  compliquée. 

i^  inéquation  est  x' -hpx  -hqzno. 

Cette  forme  qui  constitue  le  type  normal  de  Téqualion  du 
troisième  degré  réduite,  se  discute,  comme  on  Ta  vu  (§5o2}, 
au  moyen  de  la  fonction  0, 

0  =  î/?"  -h  27q\ 

qui  est  celle  que  Ton  retient  ordinairement.  La  discussion  de 
réquation  proposée  se  fait,  comme  nous  Tindiquons  ici  : 

4p*4-27^*  <C  0    {  Trois  racines  réelles  et  distinctes. 

iDeux  racines  égales  à  —  — ,  la  troisième  racine  égale 
P' 
4/>  ~i~  27^  >  o     j  Une  racine  réel  le  y  les  deux  auttvs  imaginaire,*. 

Ces  propriétés  étant  rappelées,  nous  allons  maintenant 
montrer  comment  on  peut,  dans  quelques  cas,  ramener  la 
discussion  d'une  équation  du  troisième  degré,  à  celle  qui  est 
résumée  dans  le  tableau  précédent. 

2\  Léqxiation  est  x'-^^px*  •\'  qzzo. 
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ËQ  prenant  réguation  aux  inverses,  réquation  transformée 
est 

On  a  donc  ici, 

et  la  discussion  porte  sur  la  fonction  ip'^q  +  27^'. 
3»  L'équation  est 

x(.ir  — a)*-+-g=:o. 
Posons  jj — a  zr  -;  l'équation  transformée  est 


\      y/ y 


y/  y 

La  discussion  proposée  est  alors  ramenée  à  celle  de  l'équation 


«-    •    3 


4"*  Uéquation  est 

ax'  +  (x  —  Ji)'  :=  (». 

Nous  poserons  ici 


d'où 


^  =  yî 

a;— p 


L'équation'transformée  est  alors 


y  ^-y — 7-"" 
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5°  V équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

On  transforme  cette  équation  en  posant 
le  résultat  est 

a      a 
6°  V équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{2x  +  '^y-^x*=io. 


Posons 


zzy;      d  ou  x  zz 


X  y —  7. 

L'équation  proposée  devient  alors 

*^  •  g^ - 


ou 


i  j  2/'  -h  1 1=  0, 


1  Cf, 

y^-^-y  —  —  0. 

&3&.  AppUeations  de  la  formale  de  Cardan. 

Nous  nous  proposons  de  montrer,  d'abord,  quelques exeni- 
ples  dans  lesquels  la  fonnule  de  Cardan  s'applique  avec 
avantage. 

Premier  exemple.  Résoudre  Véquation 

ir'  —  6ic  + 6  =  0. 
On  a  ici  ^ 


6 


=(!)■+©■=-— 
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la  formule  de  Cardan  donne  donc,  pour  la  racine  réelle, 


3y 


ou 

La  racine  cubique  de  2,  à  ~  près,  est  égale  à  1 ,26  ;  on  a  donc 

X  zz  —  1,  'iG-i-  2,  26, 
ou 

xzz  —  '2y  84  ... 

Cette  valeur  est  approchée  à  -j^  près,  car  Ton  peut  vérifier 

que  la  racine  cherchée  est  comprise  entre  —  2, 84  et  —  2, 85. 
Deuxième  exemple.  Résoudre  V équation 

x^  -h  3a^  -h  ag  (g  —  a)  —  o. 

On  trouve 
par  suite, 

x-^T^^  —  l^fl. 

Troisième  exemple.  Résoudre  l'équation 
Dans  ce  cas  on  a 

La  racine  réelle  est  donc  donnée  par  la  formule 


^  'À  2  '  2  2 
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OU 

£^86.  Incsonvéoieiits  de  la  ffonmile  de  CTardan.  Ou 

voit,  par  ces  exemples,  que  la  formule  de  Cardan  peut,  quel- 
quefois,  s^employer  avantageusement  dans  le  calcul  des  ra- 
cines d*une  équation  du  troisième  degré  :  il  nous  reste  à 
montrer  les  inconvénients  graves  que  présente  remploi  de 
cette  formule,  dans  un  grand  nombre  de  cas. 
Considérons  Téquation 

la  formule  de  Cardan  donne 


Y    27  Y    27 

L'équation  proposée  a  une  seule  racine  réelle  a;  — 2.  La 
formule  de  Cardan  donne  ce  nombre  simple,  sous  une  forme 
arithmétique,  assurément  exacte,  mais  qui  est  compliquée 
d'expressions  irrationnelles.  Nous  rencontrons  là  un  premier 
inconvénient  de  cette  formule  ;  elle  en  présente  un  autre, 
plus  grave  encore,  et  que  nous  allons  mettre  en  évidence,  en 
examinant  maintenant  le  cas  qu'on  a  nommé  cas  irréductible. 

589.  Ciis  irréduetible.  Lorsque  Téquation 
a  ses  trois  racines  réelles,  et  distinctes,  on  sait  que  Ton  a 


(!)■+©■<»• 


Dans  ce  cas  la  formule  de  Cardan  donne  les  racines  de  cette 
équation  par  une  formule  qui  est  compliquée  d'expressions 
imaginaires.  Mais  ces  imaginaires  ne  sont  qu'apparentes,  et 
il  est  naturel  de  chercher  à  dégager  la  formule  de  ces  sym- 
boles, qui  déguisent  la  valeur  de  Tinconnue. 


RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  M  ET  DU  4«  DEGRÉ  609 

Pour  opérer  celle  Iransformalion  il  esl  nécessaire  d'extraire 
la  racine  cubique  d'une  expression  imaginaire.  Nous  allons 
montrer,  à  ce  propos,  qu'en  cherchant  à  résoudre  ce  problème, 
on  rencontre  une  difficulté  identique  à  celle  que  Ton  cher- 
chait à  vaincre. 

Soit  a-f-gi  une  expression  imaginaire;  x  +  y*  sa  racine 
cubique.  On  a,  par  définition, 

a+3i:z:(ic-|-yîy; 
et^  par  suile, 

a  iz  a;"  —  3j?y', 

Telles  sont  les  deux  équalions  simultanées  qui  déterminent 
X  et  y.  On  peut  remplacer  l'une  d'elles  par  la  combinaison 
suivante  : 

y  3 

ou,  en  posant  -  zi  /,  et  -  —  m,  par  Téquation 

Pour  résoudre  celle  équation,  et  lui  appliquer  la  formule 
de  Cardan,  il  est  nécessaire  de  faire  disparaître  le  second 
terme.  Posons,  par  conséquent, 

t     mzzz. 

L'équation  qui  détermine  z  est,  alors 

2*  —  3  (m*  H-  i) ^  —  2m  (m*  +  i)  —  o. 

En  posant, 

-(!)'-{!)■• 

on  a 

•• 
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OU 

en  — (m'+i)* 

Ainsi  réquatiou  en  2;  a  ses  trois  racines  réelles  et  la  formule 
de  Cardan  ne  peut  donner  l'inconnue,  que  sous  une  forme 
compliquée  d'imaginaires  apparentes. 

Cette  impossibilité  de  sortir  de  la  difficulté  imposée  par  la 
formule  de  Cardan,  dans  le  cas  des  trois  racines  réelles,  cons- 
titue le  cas  irréductible  de  la  résolution  des  équations  du  troi- 
sième degré. 

588.  Résolution  de  Téquation  du  quatrième  deg^. 
11  existe  de  nombreuses  méthodes  pour  ramener  la  résolution 
d'une  équation  du  quatrième  degré,  à  celle  d^équations  d*un 
degré  moindre.  Nous  signalerons  d'abord  celle  qui  est  une 
application  de  Tétude  que  nous  avons  faite  des  formes  quadra- 
tiques. 

Soit: 

( i  )    x*  -j-/iX'*  H-  qx*  -4-  rx  -{-  a*  —  0, 

réquation  proposée.  Posons 

(•i)    x*:=iy, 

et  considérons  (1)  et  (2),  comme  des  équations  simuUanées.  On 
peut  d'abord  remplacer  Tune  d'elles  par  la  combinaison  sui- 
vante : 

W    y^  +  PJ^y  ^  qy-^rx  +  «  :=:  o. 

Cette  dernière  équation  peut  elle-même  être  remplacée  par 
celle-ci  : 

y-  +pxy  +  qy~hrx  +  $'^  a  {x*  —  2^)  iz  o. 

'T  fi 

En  remplaçant  x  par  -,  et  y  par-,  on  a 

*f  z 

(4)     /u;*  -|-  y'  +  sz^  -h  [q  —  a)  yz  -h  rxz  -hpxy  -  o. 

Écrivons  maintenant  que  le  discriminant  de  cette  forme 
quadratique  est  nul,  et  déterminons  À  par  la  relation 

/««  +  ^ ,.— J--  -". 
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Celte  égalité  peut  sëcrire 

Si  l'on  peut  trouver  une  racine  X'  de  cette  résolvante,  en 
remplaçant  X  par  X'  dans  (4),  cette  équation  se  décompose 
en  un  produit  de  deux  fecteurs  du  premier  degré,  réels  ou 
iuiaginaires. 

En  désignant  ces  facteurs  par  U  et  V,  on  est  ainsi  ramené 
à  la  résolution  des  deux  systèmes  : 

(  U-o,      (  Wzzi^. 

En  résumé;  la  résolution  de  Téquation  du  quatrième  degré 
se  trouve  effectuée  par  celles  :  i*  d'une  équation  du  troisième 
degré  ;  t!^  de  deux  équations  du  second  degré. 

&3II.  Méthode  de  Ferrari.  Cette  méthode  est  celle  à 
laquelle  nous  avons  fait  allusion,  au  début  de  cette  leçon. 
Soit: 

X*  -hpx^  -h  qx'  +  rx  -h  a-  z:  o, 

réquation  donnée,  et,  pour  plus  de  commodité,  écrivons-la 
sous  la  forme  : 

(i  )    ix*  +  ipx*  +  iqx*  +  irx  +  is  iz  o. 

On  peut  alors  considérer  ses  deux  premiers  termes  comme 
provenant  du  développement  de  (iaj'+i^xH-X)*.  Celte  re- 
marque sert  de  base  à  la  méthode  de  Ferrari. 

Ecrivons  Téquation  (i),  de  la  manière  suivante  : 

(2a;*+pj:-hX)* — (4X-|-y/— 4^)i^*  +  '^('^^'— pX)a? — (X'— j*')  —  o. 

Si  nous  disposons  du  paramètre  X,  de  façon  que  la  rela- 
tion : 

(  2  )    (  2r — pX)-  -  (4X  -hp*-'iq)  (X*  —  4af), 
soit  vérifiée,  Téqualion  (i)  se  présente,  pour  cette  valeur  par^ 
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ticuUère  de  X,  sous  la  forme  d*une  différence  de  deux  carrés, 
et  sa  résolution  est  ainsi  ramenée  à  celle  de  deux  équations 
du  second  degré.  Si  Ton  observe  enfin  que  la  résolvante  de 
réquation  donnée,  Féquation  (3),  est  seulement  du  troisième 
degré,  on  voit  donc  que  la  méthode  de  Ferrari,  comme  celle 
que  nous  avons  exposée  tout  à  l'heure,  permet  de  résoudre 
réquation  du  quatrième  degré,  en  considérant  :  1**  une  équa- 
tion du  troisième  degré  ;  a»  deux  équations  du  second  degré. 


EXERCICES 

i .  Résoudre  Véquation  du  quatrième  degré  : 

x^  -hpx*  -h  qx-hrzz(i, 

en  l'idenli fiant  arec  l'équation  suivante  : 


^*  +  ^)    -**• 


On  Ironvc  pour  larésoUaule  : 

X*  —  pk*  —  4rX  -f-  ipr  —  ç'  —  o. 

1t.  Démontrer  que  Véquation  du  sixième  degré,  débarrassée  de  son  sicjnd 
terme, 

a^  -\-px^  -^  qjf  -^^  rx^  +  SX  -k-  i  zz  o, 

peut  être  décomposée  en  deux  équations  du  troisième  degré,  lorsque  l'on  a  : 


A  = 


2  p  q 
p  *kr  s 
q     s     il 


zz  o. 


Ou  pose  X*  =:  y,  et  l'ou  remarque  que  A  est  le  discrtmiuHiit  de  la  forme 
quadratique 

y*  +pxy  +  qyz  -h  rx^  +  sxz  -h  /-'. 

3.  Résoudre  un  triangle  connaissant  le  périmètre  j/>,  le  rayon  r  du  cercle 
inscrit  et  le  rayon  R  du  cercle  circonscrit, 

{Concours  général,  i8j4^. 
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En  appelant  x,  y  y  z  les  troiâ  cOtés  du  triangle  on  trouTc",  en  s*appttyant 
:^ur  les  formules  connues  :     . 

abc 

los  relations  suivantes: 

xyzz:  iprUi 
xy]+  xz  4-  yz  zzp*  H-  r'  4-  .\Kr, 

D'iiù  réquation  : 

X'  —  ipV  H-  (/  +  r'  +  ^^r)  X  -.  iprR  =  o. 

21; 
En  posant  X  =  X'  +  -^,  on  a  : 

11)    X"-(^-4Rr-r')x'  +  ^/^-aRr  +  rA=o. 

On  demandait  aussi  dans  quel  cas  le  triangle  était  équilatér&l|  isocèle 
ou  rectangle:  et,  enfin,  on  proposait  de  résoudre  Téquation  dans  le  cas  où 
Ton  avait  : 

(2)     p=i2,  r  — 2,   R=:5. 

L'équation  (i)  permet  de  répondre  facilement  à  ces  questions  diverses. 
Le  triangle  qui  correspond  aux  hypothèses  (j)  est  un  triangle  rectangle, 
dont  les  côtés  sont  6»  8  et  jo. 

4.  Insa'irff  dans  un  cercle  un  polygone  régulier  de  3o  côtés. 

Soit  AB  =  jr  un  des  côtés  de  ce  polygone,  l'angle  au  centre  A<:B=  m". 

X 

On  a  donc  -  =  sin  6^  En  remarquant  que  5.6  =  3o,  et  que  : 

sin  5a—  5 sin  a—  2osin'a-hit>sin*a, 

on  a,  pour  déterminer  2*,  l'équation  : 

x^  —  ox^  4-  5a:  —  1  :r  o, 
ou,  abstraction  faite  delà  solution a?=  1, 

iC*  H-  x'  —  \x^  —  ^X^\'  1  =10. 
La  méthode  de  Ferrari  donne  pour  résolvante  : 

X»  4-  fA«  -  8X      33  r=  o 
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).  =r  —  3  est  une  racine  de  cette  ^'qualion . 
5..5o/en4  .^1,  a:,,  ajf,  x^  les  racines  de  Véquation  : 

f[x)  z=  Ao:* -f- Rr'  +  C:i?*-l-Da:-h  E  =  o, 

démontrer  qu'en  posant  : 

37,  -J-  X^  —  X^        X^ 
h  transformée  en  y,  résolvante  de  l'équation,  est  : 

/.'.?  coefficients  H,  T,  J,  K  étant  donnés  par  les  formules  : 

H  -  8A*D  -  4ABC  -f-  B' 
I  ==  i6A»E  -+-  2ABD-f;B'C  -  4AC* 
J=8ABE-|-B*D— 4ACD 

K  =:  B'E  -  AD\ 

6.  On  considère  l'équation  du  quatrième  degré,  déltarrassée  de  son  spcond 
iermCf 

X*  f  px'-hqX'¥  r  =  0, 
irourcr  len  réaolrantes  qui  correspondent  aiLr  formules  suiranies: 

(A)  y-x.x.-i-x^Xi^ 

(B)  r.=:a;,4-A— 0^3  — ^4 

x.-hx.^—x^^x,, 

(C)  /  m- -• 

La  première  formule  correspond  à  la  méthode  de  Ferrari,  elle  donne 
pour  r^'sol vante,  IV'quation 

(A')    2/'  —py*  —  iry  +  ipr  —  q*  =  o. 

La  formule  (B)  est  celle  qui  correspond  à  la  méthode  qu'a  indiquée  U- 
gpange  ;  elle  donne  pour  résolvante  : 

(B')     2"4-8j02*-|- 1 6  (/>•-!- 4^)2  — 64^' =  0. 
Enfin,  la  formule  (C)  donne  : 

(C;    Sqt'  +  4(4r  —  />')  t^  -  ipqt  -  g'  n  o. 

1.  Démontrer,  par  des  transfoi^nations  homographiques.queles  résolvantes 
trouvi^fs  dans  l'exercice  précédent  renti^ent  les  unes  danfi  les  autres. 
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On  pose  d'abord  : 

el  on  vt'TÎfie  que  (C)  devient  ^A').  La  transformation  : 

tz:=:2q  . 

prouve,  d'autre  part,  que(C')  n'e^it  autre  chose  que  (B'). 

H .  lieconnaih'e  que  si  a,  6,  y  désignent  ies  irais  rnnnea  d*»tfi  ré^ol liante  (C'}, 
lea  rnnnrs  j'i,  .r,,  0*3,  j*4  de  Véquatimi  : 

x''-\-px*-\-  qx  +  r  iz  o, 

sont  données  par  les  formules: 

x^  rr  y/bc  H-  ^ar  —  \.^ab 
X^  •=.  yjbc  +  yjab  —  \Uic 
x^  -  \/ob  -f-  \/^  —  v^ 

Appliquer  celle  mélhode  à  r équation  : 

X*  -f  Î2.X*  -    I  Go.r  -F-  î  { I  1=  o. 


NOTE    A 


LA  DIVISION  ALGÉBRIQUE 


1.  Définition  de»  divisons  exneÉes.  Étant  donné  m 
polynôme  entier  U,  qu'on  suppose  avoir  été  obtenu  en  multi- 
pliant un  polynôme  connu  V  par  un  polynôme  inconnu  Q,  oh 
propose  de  trouve^'  celui-ci. 

L'opération  que  celte  recherche  nécessite  se  nomme  la  di- 
vision :  U  est  le  dividende^  V  est  le  diviseur;  Tinconnue  Q  esl 
le  quotient. 

Tliéoréme.  Le  problème,  ainsi  défini,  ne  comporte  qu'une 
solution. 

Nous  admettons  que  le  problème  a  une  solution,  et  nous 
voulons  montrer  qu'il  n'en  a  qu'une.  Ea  effet,  soient  Q  et  Q» 
deux  solutions  ;  les  identités 


U  =  VQ, 
VsVQ', 


donnent  l'identité 


\Q^\Q'\ 


mais  alors,  les  deux  membres  prenant  la  même  valeur  qml 
que  soit  x,  11  faut  aussi  que  les  polynômes  Q  et  Q'  soient  és^ux, 
quel  que  soit  a?  ;  on  a  donc,  finalement, 

9.  Reeiierclie  du  quotient.  !•  Détermination  du  premier 
terme. 
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Soit  posé 

U  =  Aox^  +  AjoT"' -h  . . .  4- A^, 
V  =  BoX^H-  B.a?*"*'  -h  ...  +  B^, 
Q  =z CoO?** -+- C,ir''"'  +  ...  f- C,,. 
On  a,  par  définition, 

l    AorP4-A,ar-'4-...-fA„ 

I       =:(BoJc''-j-B,a;^-'+...+B^)(Cor"-i.C,a;^'H-...4-C,.). 

I-e  calcul  effectué  dans  le  second  membre  donne  un  terme 

BoCoX^"^''  qui  n*esl  réductible  avec  aucun  autre  terme  ;  on  a 
donc,  d*après  la  définition  même  des  identités, 

Celle-ci  entraîne  les  égalités  suivantes  : 
et, 

Les  nombres  p,  q^  r  étant  positifs,  ces  égalités  prouvent  : 

i**  Que  le  degré  du  dividende  est  toujours  supérieur  à  celui 
du  diviseur, 

2*>  Que  le  degré  du  quotient  est  égal  à  Vexcès  de  ces  deux 
nombres. 

3*»  Que  le  premier  coefficient  du  quotient  est  égal  au  quotient 
du  premier  coefficient  du  dividende  par  le  premier  coefficient 
du  diviseur. 

n.  Détermination  du  second  terme  et  des  termes 

successifs. 
Les  inconnues  Co  et  r  étant  déterminées,  on  peut  écrire  (i) 
sous  la  forme  : 

Ao2^4-  /i.af'  +  .  .  -h  Ap  -  Cor"  (Bor'^  +  . ..  -h  B,p 
=:  (BoX  -I-  ...  4-  B^)  (C,a?"~'  -+-...-+-  C,). 
Dans  le  premier  membre,  les  coefficients  sont  connus; 
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désignons  ce  polynôme  par  R,  ;  R,  est  dit  le  premier  reste. 

Les  termes  AoO(fy  et  —  BoC„a:''^^,  qui  sont  identiques,  dispa- 
raissent, et  Ton  a  ; 

(2)    R,  S  (BoX*  +  . . .  +  B^ (C,a;'^'  -4-  . . .  -f-  C,), 

R,  est  un  polynôme  entier,  tout  au  plus  de  degré  (p —  i);  il 
se  calcule,  comme  on  le  voit,  en  retranchant,  du  dividende 
donné,  le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient. 
L'identité  précédente  prouve  d'ailleurs  que  R,  est  un  polynôme 
qui  a  été  obtenu  en  multipliant  un  polynôme  donné  Y  par  un 
polynôme  inconnu,  qu'il  reste  à  déterminer.  Le  premier  terme 
de  celui-ci  s'obtient  donc  par  la  règle  précédente.  Les  termes  du 
quotient  se  déterminent  ainsi,  successivement  ;  il  y  a  pourtant, 
dans  ce  calcul,  un  cas  singulier  que  nous  devons  signaler. 

Quand  on  commence  la  division  de  U  par  V,  on  suppose, 
explicitement,  que  le  premier  coefficient  Ao  n*est  pas  nul.  Mais 
il  peut  arriver  que,  dans  (2),  le  premier  terme  de  R^  ne  soil 
pas  du  degré  (p  —  1).  Celte  exception  donne  lieu  à  la  simple 
observation  suivante  :  Puisque,  Tégalité  (2)  est  une  iden- 
tité, le  terme  en  af^  qui  n'existe  pas  à  gauche  du  signe  s, 
ne  doit  pas  non  plus  figurer  dans  le  second  membre  ;  et  cela 

exige  que  Ton  ait  BoC,ic^"^'~*  :=  0,  ou  BoC,  z:  o.  Comme  Bo 
n'est  pas  nul,  on  a  donc  C,  ==  o. 

3.  Remarque.  Lorsqu'on  a  déterminé  un  certain  nombre 
de  termes  du  quotient 

le  reste  R^,  qui  sert  à  la  détermination  du  terme  C^*^*,  est 

obtenu  en  multipliant  successivement  le  diviseur  V  par  les 
termes 


\jOw    ,  KjàW  y       •••      Vil.      |t£' 


J 


et  en  retranchant  successivement  ces  produits  du  dividende  l. 
On  a  donc 

R^.  =:  U  --  V  (Cox"  +  C.x'^'  H-  ..  -f-  C^^.^^ic*'"*-'), 


LA  DIVISION  ALGÉBRIQUE  B^9 

OU. 

On  peut  donc  dire,  et  c'est  l'objet  de  la  remarque  que  nous 
avions  en  vue  :  Si^  dans  la  division^  on  veut  arrêter  V opération  à 
un  moment  quelconque;  le  dividende  est  toujours  ideniiqtiement 
égal  au  produit  du  diviseur  par  la  partie  trouvée  au  quotient  y 
ce  produit  étant  augmenté  du  reste  obtenu  à  V instant  où  Von 
interrompt  le  calcuL 

4.  Oi vision  de  deux  polynômes  entiers  quelconques; 
d^flnition  générale  de  la  division.  Étant  donnés  deux 
polynômes  quelconques  U  et  V,  respectivement  de  degrés  p  et  q 
{p  étant  plus  grand  que  g),  diviseï^  U  par  V,  c'est  trouver  un 
polynôme  Q  et  tm  polynôme  R  d^xin  degré  inféi^ieur  à  q^  tel  que 
Pan  ait 

U:sVQ  +  R. 

Les  polynômes  U,  V,  Q,  R  se  nomment,  respectivement, 
dividende,  diviseur^  quotient  et  reste. 

Ce  problème  comporte  donc  la  détermination  de  deux  in- 
connues, 0  et  R  ;  mais  il  est  facile  de  reconnaître,  avant  d'aller 
plus  loin,  que  le  problème  n'admet  qu'une  solution,  au  plus. 

Imaginons,  en  effet,  deux  solutions  ;  Q  et  R  ;  0'  et  R'.  Nous 
aurons  donc  : 


et,  par  suite. 


U  =:  VQ  H-  R, 
U=:VQ'-+-R'; 

V(Q-  0'j  =  R~R'. 


Supposons,  du  moins  pour  un  moment,  que  Q  et  Q'  ne 
soient  pas  identiques  ;  alors,  V(Q  —  Q')  représente  une  fonc- 
tion entière,  d'un  degré  au  moins  égal  à  celui  de  V.  Cette  hy- 
pothèse n'est  pas  admissible,  car  R  et  R'  étant,  l'un  et  l'autre, 
des  polynômes  d'un  degré  moindre  que  9,  leur  différence  ne 
peut  pas  être  un  polynôme  identiquement  égal  à  celui  du  pre- 
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mier  membre.  Il  y  a  donc  contradiction,  si  Ton  ne  suppose 
pas  Q:s:Q'  ;  mais»  alors,  on  a  aussi  R  s:  R'. 

La  recherche  des  polynômes  Q  et  R  résulte  d*ailleurs  de  la 
solution  donnée  plus  haut  pour  trouver  Q,  quand  on  suppose 
R  =  o. 

Imaginons,  en  effet,  deux  polynômes  quelconques  U  et  V  ; 
on  peut  se  demander  si  ces  polynômes  ne  sont  pas  exactement 
divisibles  Tun  par  Tautre,  et  Ton  peut  toujours  leur  appliquer 
la  règle  établie  pour  ce  cas  particulier.  Rien  n'empêche 
d'ailleurs,  quels  que  soient  U  et  V,  de  poursuivre  Topération 
jusqu'à  ce  qu'elle  conduise  soit  à  un  reste  nul,  soit,  ce  qui  est 
le  cas  général,  à  un  reste  de  degré  plus  &ible  que  celui  de  V. 
Si  Ton  désigne  par  Q  le  quotient  et  par  R  le  reste,  trouvés 
à  cet  instant,  nous  avons  remarqué  que  Ton  avait  : 

i:=:VQ-HR. 

Le  problème  ne  comportant  qu'une  solution,  les  polynômes 
Q  et  R,  ainsi  trouvés,  constituent  cette  solulion  unique. 

&.  Division  des  polynômes  ordonnés  par  rapport 
aux  puissances  croissantes  de  x.  Deux  cas  sont  à  dis- 
tinguer, suivant  que  la  division  proposée  cçmporte  un  reste  ; 
ou  n'en  comporte  pas. 

Dans  ce  dernier  cas,  le  théorème  que  nous  avons  exposé 
pour  les  divisions,  dites  divisions  exactes,  se  répète  avec  des 
modifications  insignifiantes,  inutiles  à  signaler  ici.  On  déter- 
mine d'abord  le  terme  constant,  puis  le  terme  en  x,  etc.,  on 
trouve  ainsi  le  quotient  demandé,  ordonné  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  x. 

Mais  prenons  le  cas  des  divisions  dites  inexactes  ;  quelques 
faits  nouveaux  vont  se  produire  qui  méritent  d'être  signalés. 

Nous  ferons  remarquer  d'abord  que  le  problème  est  indé- 
terminé^ et  que  l'on  peut  établir  d'une  infinité  de  façons  l'iden- 
tité 

UsrVQ  +  R. 
En  efTet,  le  premier  terme  <lu  diviseur  étant  une  constante, 
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le  premier  ternie  d'un  reste  quelconque  sera  toujours  divi- 
sible^ dans  le  sens  algébrique  de  ce  mot,  par  cette  constante  ; 
l'opération  ne  peut  donc  pas  s'arrêter  d'elle-même  puisque, 
par  hypothèse,  on  n'arrive  jamais  à  un  reste  nul. 

Une  seconde  remarque  porte  sur  le  degré  du  reste.  Ce  poly- 
nôme entier  R,  est  de  la  forme  a?'^'  R,  ;  R,  étant  aussi  un  poly- 
nôme entier. 

Cette  loi  se  vérifie  pour  les  premiers  restes;  il  est  alors  très 
simple  de  remarquer  qu'en  Tacceptant  pour  le  reste  R„,  elle 

est  encore  vraie  pour  le  reste  suivant,  R^  j. 

B.  Théorème.  Étanldonnés  deux  polynômes  U  et  V,  qui  ne 
sont  pas  exactement  divisibles  V  un  par  Vautre  y  on  peut  toujours 
déterminer  deux  autres  polynômes  entiers  Q  et  R,  tels  que  Fon 
ait  Pidentité 

n  étant  un  nombre  entier  y  et  positifs  quelconque;  celte  déter^^ 
mination  n*est  possible  que  d'une  seule  manièrCy  lorsque  Q  est 
de  degré  égaly  ou  inférieur,  à  n. 
L'identité  que  nous  voulons  démontrer  est  la  suivante  : 

Ap+^^,x  +  ..,+A^^[B^-hB^^^x+.,.-hBoX'^)Q-hx''-^% 

R  et  Q  étant  des  polynômes  entiers,  et  ce  dernier  ayant  un 
degré  égal  à  n.  Posons 

les  inconnues  sont  ici  «o,  a,, ... ,  a„.  La  première  est  déterminée 
par  l'égalité 

Les  coefficients  A  et  B.,  étant  différents  de  zéro,  celte  éga- 

lilé  donne  pour  Oo  une  valeur  unique,  qui  n'est  ni  nulle,  ni  in- 
finie. Égalons  maintenant  les  coefficients  de  a?,  dans  les  deux 
membres  ;  nous  obtenons  une  relation  du  premier  degré  entre 
a©  et  a,  ;  le  coefficient  de  ai  étant  B^,  nombre  différent  de  zéro, 
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el  ^0  élant  connu,  on  obtient  donc  pour  a^  une  valeur  qui  est 
bien  déterminée.  Continuant  ainsi  à  é^ler,  deux  à  deux,  et 
successivement,  les  coefficients  de  a^,  dea?*, .. .  on  voit  que  cha- 
cune des  inconnues  Oo,  a,, ...  a,,,  a  une  valeur  bien  déterminée. 
On  remarquera  que  les  coefficients  de  R  n'entrent  pas  dans 
les  équations  qui  déterminent  les  coefficients  a,  puisque,  pour 
cette  détermination,  on  égale  seulement  les  coefficients  des 
puissances  de  a?,  d'un  degré  inférieur  à  n  -f- 1 . 
Ainsi  Q  est  déterminé,  et  a  une  valeur  unique  ;  il  en  résulte 

que  le  polynôme  a;"+*R,  a,  lui  aussi,  une  valeur  unique  ;  savoir 
celle  de  U  -  VQ. 

•af.  Théorème.  Lorsqu'une  fo9*me  entière,  homogène ^  du  de- 
gré m,  en  xety,  à  coefficients  entiers,  est  exactement  divisible 
par  la  forme  linéaire  ax  +  Py,  ciet  ^  désignant  des  nombres 
entiers  premiers  entre  eux,  le  quotient  a  des  coefficients  qui 
sont,  eux  aussi,  des  nombres  entiers. 

Soit  U,  la  forme  homogène  proposée  . 

Si  Ton  effectue  la  division  de  ce  polynôme  ordonné  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  x,  la  règle  ordinaire, 
sur  la  division  de  deux  polynômes  entiers,  prouve  que  les 
coefficients  du  quotient  sont  : 

Ao  A,      hAo 

9  7")  Ole  ...  î 

et  si  ces  nombres  ne  sont  pas  entiers,  ils  représentent  des  frac- 
tions dont  les  dénominateurs  sont  x\  x\  etc.. 

Supposons  maintenant  que  Ton  fasse  la  division  du  polynôme 
U,  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  y 
par  gy-|-3fa7.Les  coefficients  du  quotient  sont  alors 
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On  peut  encore  remarquer  que,  si  ces  coefficients  ne  sont 
pas  entiers,  ils  représentent  des  fractions  dont  les  dénomi- 
nateurs sont  0,  3',  etc. 

Les  deux  divisions  que  nous  venons  d'imaginer  doivent, 
Tune  et  l'autre,  conduire  au  polynôme  Q,  quotient  exact 
de  U  par  otx-h^y.  Les  deux  quotients,  Q'  et  Q*'  obtenus  ainsi, 
par  ces  deux  opérations  successives,  étant  identiques  à  Q,  il 

est  impossible,  a  et  3  étant  deux  nombres  entiers  premiers 

entre  eux,  que  les  coefficients  de  Q'  soient  des  fractions  de  la 

II  K 

forme  -  ;  et  ceux  de  Q",  des  fractions  de  la  forme  —,Ueil/idé' 

signant  des  nombres  entiers.  Il  faut  donc  admettre  que  Q 
désigne  un  polynôme,  à  coefficients  entiers. 


EXERCICES 

I.  Reconnailra  que  la  division 


{x^iY 


se  l'ait  exactement. 
On  trouve 


.«+1 


SK.  Diviser 

A  -  n V^*  —  (3h'  +  3/1'  —  3«  4- 1  ) x'""'^ 

par 

Le  ({uutieiii  est  égal  a 

ii^x"*  +  (n  —  i  j^x"'^  -i- . . .  4-  2  V  +  rx. 

3.  Diviser 

\zznx"+^—{i+np)x"^Uj-  i)x"~' -+-(p- i)x"~'+  ... 
-\-{p—i)x-hp. 
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par 


B  — a;'  —  (p-l-  i)X'\'p. 


Ursultal  : 


«,,.«-«    ir,,        ^\^«~i 


(^  z=,nx    '  +  (n— i)a;'  "+...  +  2x4  i. 

4.  Diviser 

A—n  {n  +  1)0;"^'  —  M  (wp  -f-/î-l-  2)0?" 

4-  2  [n  (;;  —1)4-  i]a;""'  +  2  [n (p-  i)  +  2  ~P]^""^ 
-h  2[«(;;—  1)  +  3  -  2y>] u?'*"^ 4- ..  H-(2/>—  i)2x-h2;>, 

B-  X*  —  (j9-|-  i)x-h/>. 
Résultat  : 

Q  rz:  (w  +  1  )  ^ja?"""*  -f-  n  (;«  —  i  )  x'*"*  -h  (m  —  1  )  (n  —  2)j;''~^ 
-f-  ...  +3. 2a; +  2. 

0.  Démontrer  que 

Airn(w+i){n+2)x'* 

—  6.  w.  ia:"~* — 6.(?i—  i).2a;""^  ...  —  G.2,(;i  —  1)0:— 6.«, 

w^  divisible  par  (x  —  i\ 
RésoHat  : 

0  =:  n  («  +  0(n  4-  2) J?""*  -h  w(«  —  1)  («  +  4)^?""" 


M-3 


-+-(«  — i)  (H  — 2)(w  +  6)a;"  '*+... 


.M-/l-  I 


H.  Démonlrer  tjve 

A  =  ?i  (;/  4-  <  )  (w  +  2  j  x"'  '  —  n  {n*  4-  3/<  4-  8)  a;  —  6  (n  —  2)^""' 
—  C(n  —  4)  x*'"^  —  ..  —  6  (?i  —  2A;4i;'*~''4- ...  +  0/i, 

w/  divisible  par  {x  —  1  )'• 
5lème  résultat  que  pour  rex(?rcice  précôilent. 

7.  k  désignant  un  nombre  pair  y  démontrer  que  le  produit  de  k  nomOrcf 
entief*s  consécutifs,  diminué  du  produit  de  k  autres  nombres  entiers  con- 
sécutifs, est  toujours  divisible  par  le  nombre  qu'on  obtient  en  ajotUant  ie 
plus  petit  et  le  plus  grand  des  notnbres  considérés.' 
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Il  suffit  de  remarquer  qae  dans  Texpression 

V=:p(p-hi)...(p-l-*— i)-  g(?  +  0.-.(*-H*  — a), 

où  Ton  suppose  p>q^  q  est  le  plus  petit,  et  (/i-f- A  —  0  '^  pius  grand,  des 
nombres:  poar  démontrer  que  V  est  divisible  par/>-f'^^i4'7i  i^  suffit 
de  remplacer  q  par  —  (p+  A  —  i). 

8.   On  p)H>pos€  de  reconnailre,  n  étant  un  nombre  entier  et  poMf,  que 
le  polynôme  U, 

U  =  hV+'  -  (2«*  H-  s«  -  0  x'^-  +  («  +  i)V+'  -a^-x 

est  exacte9nent  divisible  par, le  polynCme  V, 

En  effectuant  la  division  on  fera  voir  que  le  reste  d'ordre  Âr,  R. ,  est  donné 
par  la  formule  : 

+(n-.  A+  i)V"^-—  a;*  -  X. 

Le  quotient  Q  «st  égal  à  : 

M  V  +  (/i  —  I )  V*  -f- . . .  4-  (/<  —  A:)V'**  +  . . .  -f  •  i^j:. 


io 
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DIVISIBILITÉ    ALGÉBRIQUE 


;  1 .  En  algèbre,  le  problème  ûe  la  divisibilité  peut  être  posé 
dans  les  termes  suivants:  étant  donnés  deux  polynômes  U  et 
V,  trouver  les  conditions  que  doivent  vérifier  leurs  coefficients 
pour  que  Vun  de  ces  polynômes  soit  exactement  divisible  par 
Vautre, 

Nous  indiquerons  d'abord  la  méthode  la  plus  générale  qae 
Ton  puisse  suivre  pour  rechercher  ces  conditions . 

Ayant  ordonné,  par  rapport  à  une  même  lettre,  les  deux 
expressions  proposées  U  et  V,  on  poursuivra  aussi  loin  que 
possible,  c'est-à-dire  jusqu*au  point  où  la  réglées!  en  défont, 
et  ne  permet  plus  la  continuation  du  calcul,  la  division  de  ces 
polynômes.  Si  Topération  donne  un  reste  nul,  il  est,  par  cela 
même,  démontré  que  U  est  divisible  par  V. 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  vérifier  la  divisibilité  de  U  :=:a* 
-+- 6*  +  c'  —  3a6c,  par \  ::za'\'b'\-c\oii  fera  la  division  sui- 
vante: 


rr  —  Wabc  -+-  6'  -I-  c' 

U,  =:  —  a*  (6  -h  c)  —  Sabc  +  6»  -{-& 

\\^z=,     a{b^-{-c*  —  bc)  +  b''^c' 


a  4-6  +  c 


a*— a(6-hc)-|-6*-f-c'— k. 


On  conclut  de  ce  calcul,  que  U  est  exactement  divisible 
par  V. 

De  même,  les  deux  expressions  U  —a?"*  — a"  et  V  no;  — a, 
soumises  uu  calcul  de  la  division,  donnent  ridenlilé 

A,     ./    — a   =(.^ — ^}  l*>c       -Y  ax       -hax       -H...-f-tf     )• 
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A  la  méthode  générale  précédente  nous  ajouterons  quel* 
ques  caractères,  ou  règles  de  divisibilité,  qui  permettent  de 
reconnaître,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  certains  calculs, 
quelquefois  pénibles,  que  deux  polynômes  sont,  ou  ne  sont 
pas,  divisibles  Tun  par  l'autre. 

Nous  désignons,  dans  ce  qui  va  suivre,  par  U^  un  polynôme 

entier  en  a;  ;  U^  représente  alors  la  valeur  arithmétique  prise 

par  cette  expression  algébrique,  quand  on  remplace  la  lettre 
Xj  par  un  nombre  donné  a. 

9.  Théorème.  Étant  donné  un  polynôme  entier  U^;  i^  si 
ton  a  U^  zi  o,  U^  est  exactement  divisible  par  [x  —  a)  ;  2»  si  Von 
a  U„?do,  le  reste  de  la  division  de  V^tpar  {x  —a),  est  égal  à 
ce  nombre  U^^, 

Soit  : 

on  a  alors, 

\],^^Aoa^-hAy'+..  H-A^^^a  +  A^, 
et,  par  suite, 

U,  -  U„  s  Au  [JcP  -  aP)  +  A.  (x^'  -  a^')  +  . .  +  A^,  (x-.«). 

Les  facteurs  de  Ap,  A,,..  Ap_j  sont  tous  divisibles  para?— a,  d'a- 
près ridentité  (A);  par  conséquent  si  Ton  a  U„  =  0,  U^  est  divi- 
sible par  a;  —  a;  dans  tous  les  cas  ona: 

Q  étant  une  fonction  entière  de  x;  V^  est  donc  le  reste  de  la 
division  de  U^  par  (x  —  a). 
Il  résulte  de  cette  remarque  que  si  U^  n  0,  on  peut  toujours 

poser  U^  zz  {x  —  dfv^,  à  étant  un  nombre  entier  positif,  au 

moins  égal  à  1,  et  V^  un  polynôme  entier. 

3.  LiOi  des  <*oefneicnto  du  quotient.  L'identité  précé- 
dente peut  s'écrire 
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U,-U.s(a;-a) 


A.  {jcT'  +  aar^+  a'aT^  + ...  +  a^') 

A.(xP-*+aar'-+- +  «^) 

A.(a^'  +  ax^  + +a''-') 


A 


A-» 


ou 


Aoic''"  +A,a 
A. 


U,-r„s(a;-a) 


I 


H-A,a 


-f-A, 


Les  coefficients  du  quotient  vcriâent  donc  la  loi  suivante:  i*^ 
un  coefficient  quelconque,  celui  de  a^  par  exemple,  est  égal  à 
A^a''"*-!- A,a*"^-+- . . .  +  A^._,  ;  2*  entre  deux  coefficients  consécu- 
'*/*  ^'jfcu-t>  ^fc>  ^^*  ^*  ^^  relation 

V^_j  —  ^*V^.  -I-  A^. 

4.  DIvIsIbillié  pai'  (j;+a).  Rien  ne  suppose,  dans  ce  que 
nous  venons  de  dire,  que  a  désigne  un  nombre  positif  ou  né- 
gatif  ;  pourtant  si  on  veut  mettre  en  évidence  le  signe  de  celte 
lettre,  on  pourra  dire  :  i®  que  si  U_^  —  o,  U^  est  divisible  par 

{x-ha);  2*  qt^  si  l'on  suppose  U_„  ;zf  o,  U^,  divisé  par  [x + a), 

donne  un  reste  égal  à  U_^. 

&.  Divisibilité  ptir  {afdza'^).  Cherchons  maintenant  les 
caractères  de  divisibilité  de  U^  par  des  diviseurs  de  la  forme 

(•»''  i  oJ^)i  p  étant  entier  et  positif. 
Le  calcul  suivant  : 


.m 


X 

H. 


—  a 


m 


.m 


af  —  cf 


x'"-'' -h  afx'" --'' 


K^:=a*V-*''-a 


m 
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prouve  que  si  la  relation  mznkp  est  vérifiée  par  une  valeur  en- 
tière de  fty  on  a  R^  =:  o  ;  la  division  se  fait  exactement  et  le  quo 

p 

m 
tient  renferme  —  termes,  qui  se  succèdent  suivant  une  loi 

P 

simple,  loi  rendue  évidente  par  le  calcul  précédent. 
On  peut  appliquer  cette  méthode  aux  exemples  analogues  : 


x'^-ha'^ 


Le  quatrième  cas,  celui  de ,  conduit  à  une  division 

qui  ne  peut  jamais  se  faire  exactement  ;  en  effet,  le  diviseur 
s'annule  pour  x:=za^  et  le  dividende  prend,  pour  xzza^  la 

valeur  ia^' 

G.  IHvisibfliÉé  par  (a;— a)  {x—h).  Cherchons  maintenant 
les  caractères  de  divisibilité  de  U^  par  (a:  —  a)  {x  —  h)\  nous 

démontrerons  'd*abord  le  théorème  suivant  : 
Théorème.  Pour  que  le  polynôme  entier  U^  soit  divisible 

exactement  par  le  produit  {x  —  a){x  —  6),  en  supposant  a^b, 
il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Von  ait  U^  =z  o,  U^  zz  o. 

En  effet,  U^  étant  divisible  par  a?  —  a,  on  a  (g  2)  V^zzo;  on 

a,  de  même,  U^  =  0  ;  mais  il  faut  démontrer  que  ces  conditions 

sont  suffisantes. 
Si,  dans  l'identité 

on  fait  x—b,  Ui  étant  nul,  il  vient 

o  =  {b-a)\\. 

Il  en  résulte  V,,  =  o,  puisque  b  est  différent  de  a. 
Ainsi  V^  est  divisible  par  x  —  b,  et  l'on  peut  écrire  : 

V^  ^(x-  b)\\^. 
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W^  étant  un  polynôme  entier.  On  a  donc  enfin 

et  celle  identité  prouve  que  U^  est  divisible  par  le  produit 

{x  —  a)(x  —  b). 

Le  théorème  proposé  est  donc  démontré  ;  on  Tétend  faci- 
lement à  un  nombre  quelconque  de  facteurs  binômes  diffé- 
rents. 

9.  Introduction  du  polynôme  dérivé.  Ici  se  présente, 
dans  Falgèbre  élémentaire,  une  difBcullé,  lorsqu'on  se  pro- 
pose (c'esl  le  cas  particulier  du  problème  précédent)  de  cher- 
cher les  caractères  de  divisibilité  de  U^  par  {x  —  a)*.  Les  deux 

conditions  trouvées  :  U^  zr  o,  l^^  ir  o  se  réduisent,  si  6  n  a,  à 

la  condition  unique,  nécessaire  mais  non  suffisante,  U^  zi  o, 

Là  recherche  des  conditions  suffisantes  constitue  la  difficulté 
que  nous  venons  de  signaler. 
Reprenons  les  conditions  du  cas  général 

U^  zr  Aoa"* -h  A^a"*"*  f- ...  +  A„  =  o, 
U^  :=  Ao^ 4- A.ô'^"*  H-  ...  -4- A^  =:  o. 

On  peut  remplacer  Tune  d'elles  par  la  combinaison 

» 


a 


b 


OU 


AoCa"*"*  -f-  ba"^"^  4-  ...  +  ô*""')  ' 

-f.  A/a*""*  4-  ôa"''  +  . . .  -f-  **""*) 

z=o. 


^m-i 
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Si  nous  supposons  que  a  tende  vers  6, cette  relation  devient, 
«\  la  limite 

mA^"*"'  -h  [m  —  i)  A//'^'"'  +  . . .  +  A„,_j  =  o. 

Celte  remarque"  étant  faite,  nous  appellerons  polynôme 
dérivé,  d'un  polynôme  donné  U^, 

r,  =:  A^.z;'"  +  A,t'"-  -+....-+-  \^_,x  -h  A^, 

un  polynôme  qu'on  déduit  de  U^  par  la  loi  suivante  :  i**  Si 
A  j^x'**'^' esi  un  terme  de  l*^,  {m  —  kjAj^x^^^"^  est  le  terme  cor- 
respondant  du  pofynôme  dérivé  ;  2^  la  eonatante  A,„  de  U.^  ne 
parait  pas  dans  le  polynôme  dérivé. 

En  désignant  par  U^  le  polynôme  dérivé  de  U^  on  a,  d'après 
cette  définition, 

UL=: mAo.'c'"-'  +  (w  —  i)A,x''''''  f  ...  +  A,„_,. 

8.  Théorènie.  Pour  qiC  un  polynôme}]  ^soit  divisible  exae- 

tentent  par  {x —  a)*,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Von  ail 
\\^  iz  o,  U^  iz  o  ;  c'est-à-dire  quilest  nécessaire  et  suffisant  que  a 

annule  le  polynôme  proposé  et  le  polynôme  dérivé. 

Nous  avons  déjà  reconnu  {%  6),  que  ces  conditions  étaient  né- 
cessaires ;  mais  il  reste  à  montrer  qu'elles  sont  suffisantes. 

On  a: 

U^  =  Aox"»  +  A,a:^-*  +  . . .  +  A^_,x  +  A,„, 
U,  zz  Ao«"  +  A,^'"-*  -4-  . . .  +  A^_,^.  +  A^  ; 

par  suite,  puisque  U^  zz  c», 

4.A.(:r--  +  ..r-^  +  ...  +  .'«-)(^ 

"T~    .  •  • 
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OU 

U^=:(a;-a)V,, 

V^  désignant  le  polynôme  entier  placé  entre  les  deux  acco- 
lades. 
On  a  d'ailleurs 

Puisqu'on  suppose  U;,  =  «,  on  a  donc  aussi  V^  —  o.  Le  po- 
lynôme V^  est  donc  divisible  par  {x  —  a)y  et  Ton  peut  poser 

V^  =  (a:-a)W,. 
On  a  donc,  finalement, 

U,=:(x-anv,; 

ce  qui  prouve  bien  que,  si  Ton  a  U^  =  o,  etUino;r^est 
exactement  divisible  par  {x—  a)\ 

9.  Polynéme  dérivé  secHmd*  On  peut  généraliser  les 
idées  précédentes  et  après  avoir  défini  le  polynôme  U',  dérivé 
de  U,  nous  pourrons  imaginer,  de  la  même  façon,  le  polynôme 
dérivé  de  U'.  Nous  désignerons  ce  polynôme  par  U'  et  nous 
le  nommerons  polynôme  dérivé  second.  Nous  avons  donc, 
diaprés  ces  définitions 

l >'^  =: mAox'""*  4-  (//i  —  1  )  A.^r*""-  4- ...  -h  2 A^j^ -f- 1  .  A^^,, 
r"=:m(m--  i)AoX*"""*  +  (m-~i)(m— 2)A.^'"~^4-  i.aA 


M-2- 


Nous  nous  proposons  maintenant  de  rechercher  les  carac- 
tères de  divisibilité  de  U,  par  (x—  </)". 

tO.  OlTistbtlitépar  (x— a)'.  Théorème.  Pour  qu'un 
jmlyndme  entier  U^  soit  divisible  par  (x—  a)%  il  est  nécessaire 

et  suffisant  qtie  Von  ait: 
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Soit  posé  : 

On  a 

(B)      R,^=i(m+i)a", 


a:  — a  a?  —  a  x  —  a 

eiy  par  suite, 

La  formule  (A),  (§  7),  peut  donc  s'écrire  : 

U«  =  (a?-aX(AoR,,^,  +  A.R.^,,,,..  +  ...  H A^,). 
En  posant  : 

V.sAoR,^^,  -^A.R,_,  4-  ...  +  A^.p 

et  en  tenant  compte  de  Tégalité  (B),  on  a  d'abord 

puis,  en  tenant  compte  de  (C), 

{  Ao(R^,^2  +  aR,,^_,  -f- . . .  +  oT^^) 


r 


(1)    V,-V^-(a?-«)^^ 

+  A„,^3U^,+^ 

"*"A,„_i 
ou 

V^-V„=:(x-r/)W,. 

Dans  cette  identité,  W^  désigne  Tensemble  des  termes,  entre 

accolades,  qui  suivent  le  facteur  {x  —  a)y  dans  Tldentité  (1). 
Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître  que  l'on  a 
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On  a,  en  effet, 


+  ^-a'^a,  t 

on,  en  vertu  de  Tégalité  (B), 


W,  ir  Aort'^'^Ci  -h  «4- ...  -h  (m-  1)1 

4-  k,fC^'  '  [ i  4-  î>.  4- . ..  -h (m  —  'î jl 
+ 


D^ailleurs,  si  Ton  pose  : 


ou, 


S^ir  i-f.a-f-3-h.  .-!-;), 


S^=:p  +  (/?  — i)-h...-f-i, 


on  a: 

En  tenant  compte  de  cette  relation^  on  obtient  : 
ou,  enfin. 


m-2< 


«w, = u:. 

La  démonstration  du  théorème  énoncé  est  maintenant  très 
simple.  On  a  successivement  établi  que  Ton  avait 

U.-U„  =  (x-o)V., 
V  -  V  =  (a:  -  a)  W,. 
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avec  les  conditions  : 
on  a,  par  conséquent, 

i:, = r^  +  (x^a)  u;  -+-  (X  -  a;  W,. 

Si  Ton  suppose  que  Ton  ait,  à  la  fois,  U„  zr  o,  V^  zz  o  ;  U^ 
est  divisible  par  (x  —  r/)',  et  Ton  peut  poser  : 

Alors  de  deux  choses  Tune  :  ou  Ton  suppose  W„  ^  o  par  suite, 
U^  ;zf  o,  et,  dans  ce  cas,  U^  n'est  pas  divisible  (par  a?  -—  a)"  ;  ou, 
au  contraire,  on  suppose  W„  :=.  o,  par  conséquent  U^  11 0,  et 
alors  W^  est  divisible  par  {x  —  a)*.  En  résumé,  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes^  pour  que  V^  soit  divisible  par 
{x  —  a)* y  sont 

U„=io,     l/:ro,     r.zro. 


EXERCICES. 

i.  Reconnaiire  que  U  : 

Usn'a;"+^ — (sn'+an-^  1)  ya;"'*^  + (M  4- <)Vy'- !^y"■^'~y'^^ 

est  divisible  par  y: 

Vs:x'^^x'y-^3xy*^y\ 

On  vérifie  que  U,  U',  U''  s'anoulent  pour  x=tj. 
9*  Calculer  le  quotieiU 

1  —  iTcos  ?  —  x^coswo-f-a;'*'^*  cos(«  —  1)? 

I  . 

1  —  2X  COS  (^-hX* 
Réponse  : 

1  -h a? COS 9-+- a?' COS  2ç 4-  ...-hip""*cos(n —  i)f. 
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3.  Calculer  le  quotient 

X  sîn  ? — a?"  sin  »?  +  A:""*  sin  (w —  1)9 
1  —  2X008  ©-ha;' 

I 

Réponse  : 

a; sin ©-f-a;' sin 2© -h...  a;"'"*sin(w —  1)9. 

4.  Démontrer  que j  et 7  donnent  des  t*estes  égaux. 

a  —  b      a  —  b 

5.  Désignons  par  \et\'  deux  nombres  entiers,  différents  de  1  ;  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  nombres  «,  af  (supposés  entiers,  différeDU 
de  1,  et  non  premiers  entre  eux}  est  une  puissance  exacte  de  2,  toutes  le$ 

fois  que  y  =  V*  -f" ^  *  ^*^  ''**  nombre  premier. 
On  posp: 

G  /^>tantnn  diviseur  commun  impair,  et  autre  que  1.  On  a  alors: 

y  =  (vf+(v'«r% 
et  cette  expression  est  divisible  par 

6.  Trouver  les  caractères  de  divisibilité  de 

R^  p  =  jJ"  +  aoT'  -h  a V- . . .  +  a»*, 


par 


R,  „  =  x«  +  axi~^  +  aV*  ...-bal. 


Employer  la  méthode  générale,  faire  la  division,  et  observer  :  i^la  loid«s 
restes,  a«  celle  des  termes  du  quotient. 

'y.  Beco7ina(tr€  que  U  : 

U =«»;"+•  —  (n  +  i)  a;"y  4-  y"^'  • 

e^f  exactement  divisible  par  \: 
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1  •  Oéiliiitioii.  On  appelle  déterminant  symétrique^  un 
délerminant  dans  lequel  les  éléments  placés  symélriquement^ 
par  rapport  à  la  diagonale  principale^  sont  égaux;  on  a  donc 

«^  1Z  rt",  pour  toutes  les  valeurs  de  a  et  de  p.  Si  Ton  change 
les  lignes  en  colonnes,  et  vice  versa,  Télément  b^,  du  second 
déterminant,  est  égal  à  ap  et,  par  conséquent,  égal  à  a^.  Il 
en  résulte  que  les  déterminants  mineurs,  relatifs  aux  élé- 
ments al  et  a*,  sont  égaux. 

*.  Théorèine.  Soit  D  le  coefficient  de  Vêlement  a^  dans 
le  déterminant  A,  D^,  le  coefficient  de  a^',  dans  le  déterminant 

D,  on  a  : 

l-a^D^-^Ha^'a^DK 

soHslesigne^f  les  indices  2  et  p  sont  invariables;  x'  doit  prendre 
toutes  les  valeurs  1,  2,  3,  ...  n  excepté  la  valeur  a,  et  g'  toutes 
les  valeurs  1,  2,  3 ...  n,  excepté  la  valeur  g. 

En  effet,  tous  les  termes  de  A  qui  contiennent  l'élément 
a^  sont  compris,  par  hypothèse,  dans  le  produit  a^D,  Les  autres 

termes  renferment  donc  des  éléments  distincts  appartenant, 
Tun  à  la  ligne  a,  Tautre  à  la  colonne  3*  Réunissons  tous  les 
termes  où  se  trouvent  les  éléments  a^'  et  a^,  et  représentons 

leur  somme  par  a^' .  rtP,A.  Si,  dans  chacun  de  ces  termes,  on 

permute  les  indices  g  et  ^i',  on  obtient  des  termes  de  signes 
contraires;  la  somme  de  ces  nouveaux  termes  est  donc  égale 

H-aMX 


a   OL' 
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D*autre  pari,  ces  termes  se  trouvent  dans  le  produit  a\ 

et  puisque  D^^  est  le  coefficient  de  a^' dans  D,  leur  somme  est: 

a^a^'D^'-  On  a  donc:  A  =  —  D^'  et,  par  suite,  dans  le  détmni- 
nant  A,  la  somme  des  termes  contenant  les  éléments  a^'  et 

a?  ,est:  — aPV,DÇ'.  Ainsi 

a  a     a'    a  ' 

8.  Corollaire  I.  Si  Ton  suppose  a=r3=i,onaD=:A|;el 
en  appelant  Aj^l  le  déterminant  mineur  déduit  de  A|  par  la 
suppression  de  la  ligne,  et  de  la  colonne  qui  se  croisent  sur 
l'élément  aff,  on  a  : 

oc 

par  suite  : 

A  =  aÎAi-i:(-i)«'+f'«X,A!;g;; 

ou^  en  supprimant  les  accents, 

A=:r/iAÎ-S(.  .)*+f*af<A;;^. 

Dans  cette  formule  les  indices  a  et  0  doivent  recevoir  les  va- 
leurs 2,  3,  ...  n, 

^.  ll^rollaire  11.  Appliquons  cette  foi*mule  à  un  détermi- 
nant symétrique  et^  à  cet  effet,  considérons  séparément  les 
termes^  compris  sous  le  signe  S,  pour  lesquels  on  a  a  =  3»  et 
ceux  pour  lesquels  a  et  ^  sont  différents.  Puisque  Ton  suppose 
fl*  =  aJi'  ^*  somme  des  premiers  est  —  ]2(—  0*"^?^1AÎ;J|,ou 
•— S(a*)'Aj'*.  Les  autres  termes  sont  égaux  deux  à  deux. 
En  effet,  soient  deux  termes  «f«Jt^î;2'  ^^^pKp  ^*^  ^"*  *® 

même  signe,  celui  de  —  (—  i)*"^^  ;  et  ils  sont  égaux,  car  A| 
étant  un  déterminant  symétrique,  les  deux  déterminants  mi- 
neurs relatifs  aux  élément»  a^  et  a^  sont  égaux. 
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Ainsi   Ajt 


—  AJ'o    et  comme    af  —  a^,    et    a*  —  a\^ 


on  a,  finalement 9 


A  =  al  Aï  -  s  (O'AJ;:  -  2S  (-  .)«+^,»«?A;;P. 
Par  exemple  ; 


('•) 


A  B"  B' 
B"  A'  B 
B'  B  A* 


= ACA'A"— B')— B-A"— B"A'— a(—  O'B'U"  B 


=  A.VA'  —  AB'  — A'B"— A'B'*  f  uBB'B 


fVk» 


(20) 


{}  a  b  C 

a  o  c*  b' 

b  c'  o  o' 

c  b'  a'  o 


-aW-^b*b"-hc'c''-2aba'ù''-2aca'c'—2bcb'c\ 


&.  Défsompositioii  «Tan  déÉerminant  en  une  somme 
de  produits  de  déiierminnnts.  Théorème.  Si  tous  les  élé^ 
ments  cTun  déieiminani  d ordre  n,  situés  dam  les  p  premières 
colonnes  et  les  (w  -^p)  dernières  lignes^  sont  nuls,  ce  détermi- 
nant est  égal  au  produit  d'un  déterminant  d'ordre  p,  par  un 
déterminant  d'ordre  {n  — p). 

Soit  le  déterminant  : 


A- 


a]   a:  ...  ar   a 


1   "I 


i    "I 


P-M 


..,  a 


o      o     ...  o      (t 


p-ï-i 


n 


a\  at        a;  a^^  ...  a^i 

mm  a.  Z  m 


1        4 

p     p 

p     p 

•  «; 

0        0 

..:  0    rt^} 

«î+. 

0        0 

...  «     a^; 

«';+. 

a 


/i 
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et  soit  posé  : 

Cv|       (v|      •  •  • 

af 

D- 

al  ai  ... 

• 
• 

ai 

■ 

É 

,    et    D'  = 

■                              • 
•                              • 

• 

• 

• 

<  < 

p     V 

«? 

•                              • 

• 

< 

Je  dis  que  Ton  a  :  A  zz  DD'. 

En  effet,  i""  un  terme  de  A  est  le  produit  d'un  terme  de  D, 
par  un  terme  de  D'.  Car  un  terme  de  A,  différent  de  zéro,  con- 
tient un  élément  pris  dans  chacune  desp  premières  colonnes 
et  dans  chacune  des/>  premières  lignes,  et  par  suite  un  élé- 
ment pris  dans  chacune  des  (n  — p)  dernières  lignes  et 
colonnes.  Ce  terme  peut  donc  s'écrire  : 


±(^'!ti  4,  •••  <^{^^ 


«/»-|-l        «p+2 


•  <J 


^f>  <x,, . :.  op  désignant,  dans  un  certain  ordre,  les  nombres  i, 
2,  ...jo;  et  ap_|_|,  a^^g  ...  a,„  les  nombres  p -4-  i,/?^+2>  •••  '*■  Le 
nombre  des  inversions  des  indices  supérieurs  est  nul  ;  et  le 
nombre  des  inversions  des  indices  inférieurs  est  égal  à  la 
somme  des  nombres  d'inversions  des  deux  suites  je,,  «,>  •-.  ^p 
et  «p^i,  %pj^i, ...  a,,.  Si  ces  deux  nombres  sont  de  même  parité^ 
le  terme  considéré  a  le  signe + ;  s'ils  sont  de  parités  différentes, 
ilale signe-  Or  (<,,  a^^,  ...  «y,  et  («Ç;,,  «ÇJ^,  ...  «J) 

sont,  en  valeur  absolue,  des  termes  de  D  et  de  D'et  ils  doivent 
être  affectés  du  même  signe  ou  de  signes  différents,  selon  que 
les  suites  des  indices  inférieurs  sont  de  même  parité,  ou  de 

parités  différentes.  Ainsi,  le  terme  considéré  est,  en  valeur^ 
et  en  signe,  le  prx)duit  de  deux  termes  des  déterminants  D 

Un  voit  de  même  que  réciproquement  le  produit  de  deux 

termes  quelconques  de  D  et  D'est  un  terme  du  déterminant  A. 

©•  Théorème.  Si  loua  les  éHémenla  situés  dans  les  volomies 
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cPindices  ?,,  ^,,  ...  ^p  et  dans  les  (w — p)  lignes  d'indices  diffé- 

I 
renls  de  a,,  2,,  ...  7,^  sont  7iuls,  le  déterminant  A  est  égal  à 

( j  \«i ■+ «2  •••  + «p+ Pi +  P5+ ••■  +  ?/>£)£)/ . 

D  désignant  le  délenninant  des  éléments  situés  dans  les  co- 
lonnes ^1,  g,  ...  ^pet  les  lignes  a,  a,  ...  ap  ;  {ces  éléments  étant 

pris  dans  le  même  ordre  que  dans  le  déterminant  à)  ;  D'  repré- 
sente le  dMei^minant  mineur  complémentaire  de  D,  c'est-à  dire 
celui  qu'on  forme  en  supprimanty  dans  A,  les  lignes  et  les 
colonnes  oii  sont  situés  les  éléments  de  D. 
En  effet,  supposons  : 

^1  "^^  ^i  ^C  •  •  •  <[ y-pj     et      i^i  <  H»  <C  •••  <  i*p- 

Par  des  permutations  successives  de  lignes  et  de  colonnes 
consécutives,  amenons  les  lignes  a^,  a, ...  «p  à  être  les  p  pre- 
mières et,  pareillement,  les  colonnes  ii^,  hi„...?p,  à  être  les 
p  premières.  Pour  amener  la  ligne  a^  à  la  première  place,  il 
faudra  effectuer  (a,  —  1)  échanges  de  deux  lignes  consécu- 
tives ;  pour  amener  la  ligne  a,  à  la  deuxième  place,  il  faudra 
faire  (a^  —  2)  échanges,  et  ainsi  de  suite.  Enfin  pour  amener  la 
ligne  otp  à  la  première  place,  il  faudra  faire  {<Xp — p)  échanges. 
On  a  ainsi  multiplié  le  déterminant  A  par 

De  même,  en  amenant  les  p  colonnes  considérées  aux  p 
premières  places,  on  multiplie  le  déterminant  par  : 

(—  4\{ii  +  P2+-+Pp-(l  +  --f3  +  --.-|-p) 

Soit  A'  le  nouveau  déterminant,  on  a,  d'après  cela, 
ou, 
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M&is  nous  avons  vu  (§  5),  que  l'on  avait  A'  =  DD',  oa  a 
donc, 

V.  NotoOcns.  Soit  : 

Nous  désignerons  par  A  |j|*^''"^<  le  déterminant  mineur 

d'ordre  {n—p),  déduit  d'un  déterminant  A,  d'ordre  n,  en  sup- 
primant les  lignes  et  colonnes  qui  ont  pour  indices  «i  a«  ...  2^ 

et  g,g, ...  gp;etparD>^*^**''7)  le  déterminant  complémentaire, 

celui  qui  est  formé  des  éléments  de  A  pris  successivement 
dans  les  lignes  a^,  x, ...  Xp  et  les  colonnes  ^,,  ^t  •••  ?^- 

8.  Théorème.  Un  déterminant  A  d'ordre  n,  a  pour  va- 
leur 

en  supposant  que  h^n^,, ...  ^p  soieni  invar ictblesy  et  rangés  par 
ordre  croissant^  et  qu'ion  prenne  pour  a^,  a,  ...  Op  tot^e$  ies 
combinaisons^  pàpy  des  nombres  1^  2,  3  ...  n,  ces  nombres 
étant  disposés,  dans  chaque  combinaison, par  ordre  croissant. 
En  effet,  réunissons  tous  les  termes  de  A  qui  contiennent;/ 
éléments  appartenant  aux  colonnes  ^,,  P,,  ...  3p9  et  aux 
lignes  (x,>  <%«»•••  <^^>  et  désignons  leur  somme  par  A,.  Nous 
avons  donc  A  =  A,  -f  R  ;  en  appelant  R,  la  somme  des  autres 
termes*  Cela  étant,  annulons  tous  les  éléments  situés  dans 
les  colonnes  ^,,  ^,  ...  ^p\  et  dans  les  lignes  autres  que 
2|,  2,  ; ..  j(p.  Chaque  terme  de  R  contenant  au  moins  un  de  ces 
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éléments  sera  nul  ;  A,  qui  n'en  conlient  aucun  ne  sera  pas 
modifié.  Quant  à  A,  il  devient  égal  à 

(«,)?i  +  P«+-+PpX(-i)"*+"*-^--^"i'XDSJ^'KA[^»^t^^ 

et  ce  produit  représente  la  valeur  de  A,.  Il  résulte  de  là  que 
chaque  produit  donne  un  certain  nombre  de  termes  de  A. 
Observons,  en  outre^  que  si  Ton  change  la  valeur  des  in- 
dices ot^y  a, ...  ap,  les  indices  des  colonnes,  restant  fixes,  tous 
les  termes  du  produit  changent;  le  théorème  sera  donc 
établi,  quand  on  aura  prouvé  que  le  nombre  total  des  termes 
de  tous  ces  produits  de  déterminants  est  égal  au  nombre  des 

termes  de  A,  c'est-à-dire  égala  i  .a.3 n.  Or,  dans  chaque 

produit,  il  y  a  1 . 2  ...  />  1 . 2  ...  (>i  ■— />)  termes  ;  le  nombre  des 

produits  est  C^  ir '—^ — '-^ — .  Le  nombre  total 

i  .  2  . . .  />  1  .  2  . . .  {n — p) 

des  termes  contenus  dans  la  somme  des  produits  est  donc 

Cp(n  — p)I  ;  ou  wl 

9.  Corollaire»  U7i  déterminant  est  nul  quand  les  éléments 
appartenant  à  p  colonnes  et  àin-^-p  -|-  k)  lignes  sont  nuls  ; 
car  on  peut  décomposer  le  déterminant  en  une  somme  de . 
produits  de  déterminants  d'ordre  (m  —p)  et  d'ordre  p.  Ces  dé- 
terminants étant  tous  nuls,  comme  ayant  k  lignes^  au  moins, 
composées  d'éléments  nuls. 

10.  Exemples* 


A  = 


a    b    c    d 
a'  h'  c'  d' 


a 


b"  c"  d" 


a'"  b"  c 


W  ^Iff 


iw 


+ 


la  b 
a'b' 
a'b' 
a'¥ 


d' d!'  ' 
c'"d'" 
c  d 
c'"d'" 


a  b 
a"b' 

a' y 

a'V 


c  d 
c^d" 


+ 


a  b 
a^b'^ 
a"  b" 
a"'b'' 


c'd' 
d'œ 
c  d 
c'd' 


A-- 


opqoo 
o  i  pqo 
o  o  i pq 
'>.q  00  i p 
p  0  o  o  1 


op 

2^0 
0  1 

po 

pqo 
ipq 

o  0  1 

qo  0 
ipq 
0  i  p 

■4- 
1 

op 
po 

pqo 
ipq 
0  ip 

-h 

0  1 
2^0 

q  00 
ipq 

0  0  1 
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ou: 


A  zi  —  y}q  (//  —  (?)  —  y>' (//  -  '>pq)  —  'iq.pq-h pq  (>'  —  q) 


OU,  eulin, 


Az:— ;/-j-5/>'^-.5/>(7*. 


Ce  déterminant  représente  la  somme  des  puissances  5'«c' 
des  racines  de  Téquation 

af-^px  +  q  —  o. 

1 1 .  Théorème  de  Binet.  et  de  Caaehi^.  Soient  deux  sys- 
tèmes de  np  éléments  disposés  sur  n  lignes  et  p  colonnes,  dans 
les  tableaux  rectangulaires  suivants  : 


(l) 


a\  a\  ...  aÇ 

1 
1 

a\  al  ...  «5 

1 

.     (V) 

«i  ^'n  •••  < 

b\  b]  ...  6? 
b[  b]  ...  K  î 


6*    &-        b^ 

^n    ^n   '"   ^H    .1 


Désignons  par  C  ,^te  somme  des  produits  obtenus  en  mufti- 
pliant  les  éléments  de  la  ligne  d'indice  a  dans  le  système  (l },  par 
les  éléments  homologues  de  la  ligne  d'indice  ^,  dans  le  système 

(V), 


e/  considérons  le  déterminant  : 

C,  j  C,^  ...  Cj  ,j 


P- 


^M,i     ^«,2 


«,n 


1"  À'i  /'o/i  suppose  p  <  n  ;  o?i  rt  P  zr  o. 
a"  Sip-nn;  les  systèmes  (U)  e^  (V)  forment  deux  détermi- 
nants A  e/ 13,  qui  vérifient  Végalité  A13  zr  P. 
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3©  Enfin  si  F  on  a  p>n;  P  est  la  somme  des  produits  des 
déterminants  formés  en  prenant  n  verticales  quelconques  dit 
système  (U),  et  les  n  verticales  homologues  du  système  (V). 

(Ce  théorème  a  été  démontré,  en  même  temps,  par  Binet  et 
par  Cauchy.) 

Considérons  le  déterminant  A,  d'ordre  (w  -+-/?)» 


ùir 


«i 

a\ 

•  •  • 

«i 

—  1 

0 

0 

•  •  • 

0 

■ 

a\ 

•  •  • 

< 

0 

• 

—  i 

• 

0 

•  •  ■ 

0 

• 
• 

«? 

•  •  ■ 

«s 

• 
• 

0 

• 
• 

0 

•  • 

—  1 

0 

0 

•  •  • 

o 

*! 

b\ 

•  ■  • 

*î 

0 

0 

•  •  • 

0 

K 

*i 

■  • 

b\ 

• 
• 

• 
• 

o 

o 

•  t  • 

0 

K 

K 

•  ■  • 

K 

.  0) 


Ajoutons  à  la  première  colonne,  les  p  dernières  colonnes 
multipliées,  respectivement,  par  a\y  af, ...  a\  ;  à  la  deuxième, 

les  p  dernières  multipliées,  respectivement,  par  «2,  ag ...  «?; 
ctc ...  ;  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  w™«  colonne,  à  laquelle  on 
ajoute  les  éléments  desjo  dernières,  multipliées  par  a,„  a,*; . . .  a\,. 
Le  délorminant  n'est  pas  altéré  et  il  prend  la  forme  : 


o  o 
o  o 
o        o 


...  o 
...  c 
...  o 


1 

o 
o 


o 
1 
o 


o      ... 
o      ... 

1    ... 


o 
o 
o 


A=: 


0            0                   0 

• 
0 

• 

0 

• 
0 

>         •         • 

—  1 

^M   ^1.2  •••  C|  „ 

6i 

lA 

b\ 

...      ft? 

'^2,1    ^2,2    •'•   f^2.w 

•                  • 

•         • 

b\ 

ce  c  h^         h'         h^ 


K 


•  {•>■) 
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La  valeur  de  A  est  donc  : 


Azr(-    iy+2+...+n+(p+l)...+(p  +  n)p 


1  o         o  ...        o 

O     1  o    ...  0 

o  o    1    ...         o 


n 


n 


o   ...   —  I 


d'où, 


OU, 


A  —  (—  l)  *  +2+...  +  n  +  (p+l)+(p+2)+...+(p+«)  p  (_  |)P 


(3)    A-(~f/"+*>^J'+"îp. 


Distinguons,  maintenant,  différents  cas. 
1^  Soitp^n.  Sous  la  forme  (i)  on  reconnaît  que  le  déter- 
minant A  est  identiquement  nul,  on  a  donc  aussi  P  iz  o. 
'i**  Soit  n  :=:p.  Dans  ce  cas,  on  a 


ou. 


Azz(-i)*«('-«)aB, 


Air  AB. 


Mais,  d'après  la  formule  (3),  on  a,  pouri?  z:  n, 

A  =  (-1  )-"{»+ *ip, 


ou. 


AzzP. 


Ainsi  P  est  égal  au  produit  des  déterminants  A  et  B. 

3"*  Soit  enfin p>n.  Décomposons  le  déterminant  A,  en  une 
somme  de  produits  de  déterminants  d'ordre  p  et  n,  les  détermi- 
nants d'ordren  étantformés  d'éléments  pris  dans  lesn  premières 
colonnes.  Parmi  ces  déterminants,  les  seuls  qui  ne  soient  pas 
nuls  sont  composés  d'éléments  pris  dans  les  p  premières 
lignes.  Soient  a^  a9>*-*a„,  n  nombres  distincts  rangés  par  ordre 
croissant,  et  pris  dans  la  suite  i,  2,  3,  ...jp.  Désignons  les 
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(p  —  n)  nombres  qui  restent,  nombres  rangés  en  ordre  crois- 
sant, par Y„  Yt  •••  ïp-»-  Nous  avons  alors 

D'ailleurs  le  déterminant  d'ordre  />,  ^[aiaî.".?«„)  ©8*  égal  à  un 

déterminant  d'ordre  n.  En  effet,  dans  chacune  des  (p  —  n) 
premières  lignes  tous  les  éléments  sont  nuls,  un  seul  excepté, 
celui  qui  est  égal  à  (—  i).  Développons  ces  déterminants  par 
rapport  à  la  première  ligne  et  remarquons  que  l'élément  (—1) 
est  situé  dans  la  colonne  de  rang  Yi  •  Soit  3^  le  déterminant 
obtenu  en  supprimant  :  1*  la  première  ligne,  tî®  la  colonne  de 
rang  y,  ;  nous  pouvons  écrire 

Développons  maintenant  S,,  par  rapport  aux  éléments  de  la 
première  ligne,  et  observons  que  tous  les  éléments  de  cette 
ligne  sont  nuls,  excepté  celui  qui  est  situé  dans  la  colonne  de 
rang  (y,  —  i),  élément  qui  est  égal  à  (—  1).  Soit  8„  le  détermi- 
nant déduit  de  8,,  en  •  supprimant  la  première  ligne  et  la 
colonne  de  rang  (r,  —  1)  ;  on  a, 


3. 


et  ainsi  de  suite  : 


.3 


5,  =  (-.)Tt-'3, 


•        •••••••         • 


iroù 
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et,  par  suite, 

A=:(— 1)  --(—*) 


{p-^)(p-»-'l) 


(«1    «^••■Ot;i  )        p— «' 


Observons  que 


celle  quantité  étant  indépendante  de  a,,  «t»  ••  \^  ^^  ^  • 


A=:(«i) 


(/>-«)(P-«-M 


y -^(1.2...»)        ^ 


OU,  on  réduisant  Texposanl, 


i^^^     «j         -'^(«lai- «nj^iï-H- 
D'ailleursDlaj^'ji^a^,  6St  le  déterminant  formé,  en  prenant 
dans  le  système  (i)  les  éléments  situés  dans  les  colonnes  dMn- 
dices  a,,  a, ...  a^,  c'est-à-dire  le  déterminant  déduit  du  système 

(  1  )  en  supprimant  les  colonnes  d'indices  yn  Y»»  ï  5  ô  résulte 
aussi  du  système  (2),  en  supprimant  les  colonnes  d^indices 
ïi>  ït»  ï  „*'  ^®^  deux  déterminants  étant  désignés  par  A  et  B, 
pour  abréger  récriture,  on  a  donc  : 

A  =(-!)"+*  S(AB). 
En  comparant  ce  résultat  à  la  formule  (3),  on  a,  finalement. 


A=r 


+P- 

=  S  (AB). 

du  cas  oii  p  =  n.  Posons 

a^   a^  ...  (i\ 

b\    b-... 

K 

fil  a^  .  .  a^ 

,B_ 

bl    hz  ... 

6" 

n,^  afj  ...  rf" 

A'    b^ 

b: 
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et, 


Pzi 


^,1   ^1,2    •••^«,11 
^1,1  ^«,2   •••^i,M 


nous  avons  montré  que  Ton  avait 


P  =  AB; 


en  posant 


—  ^li.» 


2  1.2 


^a,p==«a*p-»-«a*p+  •••  +  ^aP^ 


On  dit  alors  que  P  est  le  produit  des  deux  déterminants  A  et  B, 
effectué,  lignes  par  lignes.  Or  on  peut  changer  les  lignes  en 
colonnes,  et  vice  versa,  soit  dans  Tun  des  déterminants  A  et 
B,  soit  dans  les  deux  à  la  fois.  Il  y  a  donc,  pour  le  produit  de 
deux  déterminants,  quatre  formes,  en  général  différentes  ; 
ces  formes  correspondent  aux  quatre  valeurs  suivantes  de 
Télément  du  déterminant  P  : 


î) 


fa 


^1  il 


C«'P  =  «î'ôf 


2  1.2 

«|ftf 


produit  par  lignes. 

produit  par  lignes 

et 

colonues. 

produit  par  colonnos. 


On  peut  donc  énoncer  la  propriété  suivante. 

Théorème.  Le  produit  de  deux  déterminants  d'ordre  w,  est 
rgal  à  un  déterminant  d'ordre  n,  dont  les  éléments  sont  les 
sfymmes  des  produits  des  éléments  des  lignes  ou  des  colonnes 
de  Fun,  par  les  éléments  homologues  des  lignes  ou  des  co- 
lonnes de  Vautre. 

18«  Remarque.  Pour  ofTecluer  le  produit  de  deux  déter- 
minants d'ordre  n  etp,  (p<n),  on  transforme  le  déterminant 
d'ordre  p,  en  un  déterminant  égal,  d'ordre  w. 

là  ^.^hiéowénke.  Le  carré  d'un  déterminant  est  un  dèlor- 
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lO 


minant  symétriqttey  lorsque  les  déterminants  égaux  sont  nwf- 
tipliés  lignes  par  lignes  ;  ou  colonnes  par  colonnes. 
On  a,  en  effet  : 


^1^1 


2-2 


?,«  -  ^p«^a  +  «p<  + 


et 


C.oir 


a.p  —  '  Vp 


^l^fl  +  ^a^4+  •••  +<^ 


a"p 


trou  Ton  conclut 


f^P,a  —  ^a,p- 


15,  Exemples.  Voici  maintenant  quelques  applications 
des  principes  précédents. 


2° 


ab\ 
cd\ 


pq 
rs 


ap-hàq^cp-^dq 
ar-^-bSyCr-hds 
ap+CTybp-^-dr 
aq-hcSfbq-hds 


ap^bryCp-hcrl  _  lap-hcq^bp-k-df 
aq'\-bs ,  cq-hds\  ~  |/ir  +  c*,  br-\-ds 


abc 
def 
ghk 


a'b'c' 

d'e'r 
g'h'k' 


aa'+bb'+cc',da'-hcb'+fc\ga'  +  hb'-hkc' 
ad'+be'-hcr,  dd'-^ee'  +/r,  gd'+he'-^kr 
ag'+bh'-hck'^  dg'-^ch'-k-fV,  gg*-hhh'-h  kk* 


o; 


aa'+bd*'{'Cg\da^-{-ed*'^fg\ga'-\-hd'-{-kg' 
aV+bc*+ch',  db'+ee'+fh\  gb'-hhe'-^kh' 

ac' ^br -{-cK,  dc'+ef  -hfr ,gc'+hr  +kk' 

aa'-hdb'-hge'fba'-heb'  +  hc'yca'-hfb'-hkc' 

ad'-^de'+gf,  bd'-^ee'+hf,  cd' -h  fe' -h  kf 
ag'^dh'+gk',  bg'+eh'-hhk\cg' +fh'  +  kk' 

aa'-^dd'-h  gg\  ba'-hed'  -hhg',  ca''hfd'+  kg' 
ab'^de'+gh',  bb'+ee'  -hAA',  cb'  +  fe'-i-kh' 
ac'-^dr  +  gk\  bc'  +  er  +  hk\  c&  +  fr+kW 


(^) 


(3) 


(4) 


5o    An 


abc 
a'  b'  & 
a"  ¥  (^ 
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)      Azz 


a'  -f-  6*  -4-  c',    aa'  -h  hV  +  ce',  aa'  -h  66*  ^-  ce* 


(Produit 

par 
colonnes.) 


0     A  = 


a"  +  6a'  -h  ca\  ah  +  66'  -h  c6*,  ac  -h  b'c  -f-  ce" 
aa'  +  bW-hc'a\  a'b-hb''  +c'6%  a'c-h6'c'+c'c* 

aa''+h''a'~he''a%a''b'hb''b'+c''b%a"c-{'b"c''hrr] 


(Produit 

par  Ugaes 

et  colonnes.) 


I)      A:r: 


a" 
«6 
ac 


«1 


î« 


a"  +  a"^,  ab'}'a'b''ha''b'' ,  ac-ha'c'-ha'c" 
a'b*+a'b\  6*-f-6'*H-  6^^  6c-+-6'c'4-6*'c* 
aV'  +  aV,  6C+6V-+-6V,  c*  -hC*  +  c 


Pz= 


(Produit 
par  colonne».) 


abc 

de  f 
gh  h 

a'  b' 
d'  c' 

— 

a  6  c 
de  f 
g  h  k 

a'b'  0 
d'  e'  0 

0      0     0 

P=: 


aa'  +  bb',  da'-k-eb',  ga' 
ad'  +  be',   dd'  +  ee',  gd' 
c  f 


hb' 
he' 


IG.  AppUeatlon  du  théorème  de  Blnet  et  Caachy. 

Considérons  deux  systèmes  composés  d'éléments  égaux  : 


(•) 


a,  a,  ^3 ...  a^ 
6,  6,  6,  ...  6„ 


(^0 


a,  «t ...  a„ 
6,  6,  ...  6„ 


On  a: 


^1  +    ûf* 4-  ...  af„  a,6,  -h a,6,  +  ...•+-  a„6„ 
rt,6, 4-a,6,-+- ...  «„6n,  6?  +  6^    -^  ...  4-  bl 

ou,  en  développant  : 


=  2 


*a.6p 


(flî  +  o|-f  ... -j-a?,)(6fH-6|  +  ...  f6;)-(a,6,-f-aA-H...+aA)* 
=  S  (aa6p  —  ô^ap)*-      (A) 

Le  signe  S  désignant  la  somme  de  toutes  les  expressions 
de  la  forme  (aj^^  —  ^«^p)*'  qu'on  obtient  en  prenant  pour  % 
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niu  —  1  ^ 
et  0  les '  combinaisons  des  nombres  i,  2,  3  ...n.  La 

formule  (A)  n*est  autre  chose  que  Tidentité  de  Lagrange,  dans 
le  cas  le  plus  général. 

1 9.  Remarque.  Si  les  deux  systèmes  de  np  éléments,  consi- 
dérés dans  le  paragraphe  ii,  sont  identiques,  'le  déterminant 
P  est  égal  à  une  somme  de  carrés. 

Car  Â  étant  égal  à  B,  on  a  : 

P  =  SA'. 

Le  nombre  des  carrés  compris  sous  le  signe  S  est  égal  au 
nombre  des  combinaisons  àep  objets,  pris  n  kn^  c'est-à-dire 
égal  à  : 

pjp—i)  ...  {p  —  n-^  \] 
1  2  ...  n 

Il  en  résulte  que  les  déterminants  mineurs  principaux  de 
tous  les  ordres  du  déterminant  symétrique  P,  qui  est  le  carré 

du  déterminant  A,  sont  des  sommes  de  carrés.  Par  détermi- 
nants mineurs  principaux,  nous  entendons  désigner  ici  ceux 
que  Ton  obtient  en  supprimant  dans  le  déterminant  proposé 
un  même  nombre  de  lignes  et  de  colonnes  affectées  des  mêmes 
indices. 

Supprimons  dans  P  les  lignes  et  les  colonnes  d'indices 
a„  a„  ...  a^;  on  forme  un  déterminant  mineur  d'ordre  (n  —  k) 

qui  est  composé,  d'après  la  règle  de  Binet  et  de  Cauchy,  avec 
les  éléments  de  deux  systèmes  identiques,  déduits  du  système 
des  éléments  de  A,  parla  suppression  des  lignes  a„  a» ...  a^. 

18.  DéterminanÉs de  i^ystémes  adjoints.  Soit  le  dé- 
terminant : 

I       Qà      U|       •  •  •      L»l 

1      A    ^2  n 

I    ff;>   ff^    ...    (f± 

^-\  : 

1       2  n 

aju  flf„  ...  fffi 
résignons,  suivant  une  notation  adoptée,  par  A^  le  coeffi- 
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cienl  de  rélément  a^;  on  donnelenomde(/e/^r/ni;ian/  adjoint 
au  déterminant  D  : 


Dit 


A 2  \4  •••   A^ 

*»»»      *»  «»       •  •  •        *■  M 


^/I      *»« 


19.  Théorème.  la  déterminant  adjoint  d'un  déterminant 
d"" ordre  nest  égal  à  la  puissance  (n  —  i)'"®  de  ce  déterminant. 

En  effet,  multiplions  A  par  D,  et  soit  C^^^  un  élément  quel- 
conque du  produit;  cet  élément  a  pour  valeur: 

Si  Ton  imagine  que  Ton  développe  A  cu  mineurs'^  par  rap- 
port aux  éléments  de  la  ligne  ^,  on  voit,  i^*  que  C^  g  est  nul  quand 

on  a  a  ;zf  p  ;  îi<»  que  C^j  p  — A,  quand  on  suppose  a*=:p.  Par 

suite^  le  produit  considéré  a  tous  ses  éléments  nuls^  excepté 
ceux  de  la  diagonale  principale,  lesquels  ont  pour  valeur  com- 
mune A.  Ainsi  le  produit  DA  est  égal  à  A'';  on  s(  donc 

D=A"-*. 

Ml*  Théorème.  Soit  d,  un  déterminant  mineur  d'ordre  p 
du  déterminant  adjoint  D.  Avec  les  éléments  homologues  du  sys- 
tème A  on  peut  former  un  déterminant  de  même  ordi*e  ayant 
pour  coefficient  C;  ces  quantités  d,  A  et  G,  vérifient  l'égalité 

d^A^-'c. 
Considérons  le  déterminant  : 

A^»    A^^  ...  K^P 
«1       «1  «r 


d- 


A^'    A^*  ...  A^P 


«4 


OL4 


«4 
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OÙ  Ton  suppose  a,  <  a,  <  ...  <  a^,etg,  <  ^,  < ...  <  ^p. 

On  peut  écrire  le  déterminant  d  sous  la  forme  d'un  déter- 
minant d'ordre  Uy 


dzz 


Af' 

«1 

«1 

aPp 

•  •  «     d\ 

«1 

«1 

• 

A**" 

A^''^^  ... 

fi 

1 

1 

• 

• 

A^^ 

•                   •                  • 

A^^ 

•          •          • 

A^>+'  ... 

•    •    1 
A^"    • 

O 

u 

u 

1 

O 

U 

•     • 

o 

0 

•          • 

o 

... 

0 

1 

•              • 

0 

•            • 

0 

•          • 

0 

... 

0 

■              • 

'    1 

Dans  les  p  pi-emières  lignes  figurent  les  éléments  de  U 
qui  sont  situés  dans  les  lignes  a,,  a„  ...  ap.  On  doit  aussi  re- 
marquer que  dans  les  (n  —  jt))  dernières,  les  éléments  situés 
sur  la  diagonale  principale  sont  égaux  à  Tunité,  et  que  tous 
les  autres  éléments  sont  nuls. 

On  a  d'ailleurs  : 

en  posant  : 


I    a 


A' - 


'^    al'  ...  a^P  (M' 

«1        «1  a,        a. 


Oi^ 


...  a 


...  a 


«p       «p  «/>       a,  «;, 


«?'    «^  ...  ,/"  ah+^  ...  «^« 


u 


n 


H 


*n 


M 


•    —  * 
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Faisons  maintenant  le  produit  de  d  par  A%  nous  obtenons 
le  résultat  suivant  : 


il  O        O      •       .       .      O        II      .       .       .      o 

U  A       O      .       .       .      O        ()      .       .       .      u 

u  u       A     .       .      .      (»       o     .       .      .      u 


dl'= 


o  0        0 


o 


•      ^«  • 


^V,  (M\  (M'  ...  a^r^'  ... 

«1  «i  <*3  a^-i-i 


^^Pp+i    ^^PrHi    ^^Pp+i        ..fip+i 


a^ 


«3 


?;, 


O 

II 


f*u 


n 


Ce  déterminant  se  réduit  (§  5)  au  produit  : 


dxA'^A" 


«.%+',    «PfH-l,    fflfRf'   ...  «.f»P+l 
ap^_l        «p^-i        «p.^  «„ 

^^Pp+i^    ^^Pp+i ^^Pp4--. 


« 


«P+i 


^r 


«p+i 


a 


?u 


'/i 


Remplaçons  A'  par  sa  valeur  (3)  il  vient  : 
car,  (g  8),  la  quantité 


est  le  coefficieni  de 


6jG 


NOTE  C 


a 


^l  Ji 


a 


1^1 


a 


a 


«1 
Pi 


QC^  Otj 


...    (r*' 

...  a^v 

0L4 


^1.  Kxempleff.  i*  Le  déterminant  mineur  déduit  de  D,  en 
supprimant  la  ligne  a  et  la  colonne  ^,  est  égal  à  : 


A"-='(~,)«+^,,^ 


On  a,  en  effet, 


l+i+...+(a-i;4-(a+l)+.  .+ii+l+i+...+„S-i;-f{|î+lH- ..+  « 


2"  Soit  le  déterminant  symétrique  A, 


1- 


el  le  déterminant  adjoint  D, 


où  Ton  suppose  : 


b"  a'  b 
b'  b  o!' 


A  ir  H' 
B'  A'  B 

B'B  A" 


aa'-'V\    k"::zaa'  —  b* 
bb''-~a'b\  Wizbb'^a'b", 


On  a  les  identités  : 


-  a' A, 


A 

B" 

B' 

A' 

If 

B' 

A' 

B 

--b'\ 


A'B 
H  A" 
B'B 
B'A" 


--6- A, 


A  B' 
B'A' 
A  B' 
B'A" 


=  a'A 


=  -6A, 
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Ou,  eu  dcvoloppaal  : 

{„ 'a" _  0')  {au"  -  b")  —{bb'-  a"  b"  f  =  a"  A 
{au"  —  b") {au'  -b"'}  -  {b'b-  -  aby  =  «A 
(«'«"  -  b')  {au'—  b"')  —  [bb"  —  a'b')'  =  «'A 
[b'b'  -ab){b'b  —  a"b')-{m''  ~b"){bb'' —  a'b']  : 
{b-  b  -  a'b')  Jf'b-  -  ab)  —  (««'  —  b"')  {bb'  —  a'b") 
{bb'  -  a" b-){bb"  -  a'b')  —  {a' a'  —  b')  'J,'b"  -  ab) . 


b'I 

://A 

^A 


EXERCICES 


1.  llrve/o/'iicr  le  dctcrminanl  sijmélrique . 


A  - 


A  B'  ir  c 

B"  A'  B    C 

B'  B  A''  C' 
G    C  iJ'  D 


I  • 


H épouse  : 


A  -A(A'A''D— A'C'"=-B'D  — C'\V  i-iBC'C)-B''U''l> 
-B'*(A'B  — G'')~C*(A'A"  — B*)-^jB"B'(Bb  — C'C^) 

-  îB " C (BL"  —  A'' C) -h  iB'C  (A'C^  —  BC), 


—C') 


uU 


A-AA'A"D  — AB'i)-A'B'*D  — A'M/*D  — A'A'C*  -AA^/' 
~  AA'C"*  +  BV -h  B'*C'*-+- l/^C*^* -f-  2ABC'C''  +  2A'B'CC" 
+2A^B''C(:'-h3BB'B''D  —  2BB'CC'  —  2BB''GC'  —  2B'B"cr'. 


*Z.  HeconuaUrc  CidenlUé  : 


M' 


v  B"  ir  c 
H  "  A'B  c 

B'  B   A"  C" 
C   t'  C"  D  I 


AL)  -  C     B*!)—  ce  B'D  — ce 

^Z 

B"D      ce  A'D       C"    BD   —  C'C 

B'D -cc""  BD  -ce  A"D— e* 

4.i 
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NOTE  C 


S.  Suit  ie  déterminant 


\zz 


b'  a'  b 
y  b    a' 


Désignons  par  A  te  coefficient  de  a,  B  te  coefficient  de  b  eic 
Videntité 


..  UéHWHlrrr 


(\-^.A'-f-A'^)*-2(a+a'+a'')A=:A*+A'*-hA''*+2B*-h2B^+2ir\ 

Pour  résoudre  cette  question,  ou  peut  appliquer  le$  identités  déiuou- 
trées  au  dernier  paragraplic  de  cette  note. 


4.  Soil  le  déterminant  A, 


1  = 


a,     &|     C^   ...  l^ 

l'a  l/]  C'a       .  «  •     C^ 


««      ^H      <•«•••     ',. 


Si  les  éléments  de  ce  déterminant  vérifient  les  relations  : 

^a^b^  ZZ  O,    ^(t^C^  ZZ  O,    2&,C\  —  o  .   .  — Z^,/, 


*s 


on  a: 


Vérifier  cette  proposition^  qui  est  une  consé'juence  évidente  du  théorème  d^ 
Binet  et  Cauchfj,  sur  Vcd-emple  numérique  suicanl  : 


A  = 


'À 

:\ 

i 

1 

1 

:) 

:\ 

1 

/ 

0 

1 

—  o 

J 

0 

1 

10 

{CaiaUin,) 


Ou  trouve,  uu  ettet. 


(j'  +  o'-f-  r+  un, 
S.  litssoudre  les  équations: 

ax  -h  hy  -f  vz  -{-dlzz\ 

—  bx -^- ay -\- dz  —  vi  -^  Y 
■—  CM-  —  dy  f-  az  -hbtzzZ 

—  dx  +  cy  —  bz  -h  al  zz  T . 
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Calculer  le  déterminant  des  inconnues^  et  Cexpression  U  ; 

{Ed.  Litcas.) 
Soit  A,  lu  détermiuaut  des  iucouuuus.  Uii  u, 

A  =  (a*  +  6*-|-c'-+-cr/. 

Ce  poiut  s'établit  facilement  eu  formant  A*.  Ou  trouve  alors. 


xiz 


6X-+-«Y— dZ-f-cT 


_  c'X -j- cA  +  aZ  — ^T 
""■    a' H- 6* -h  c*  +  c/' 
(/X  —  cY -f- ^Z-^  gT 

et,  pur  suite: 

C'cât  1  identité  d'Ëuler. 

0.  HesoudrCj  par  rapport  aux  lettres  Jt',  y,  -,  /,/>,  y,  /'•  *,  /e«  équations: 

g<^'  -i-  ^y  +  tvj  +  ^^  +  ^/^  ■+■  /?  +  ^''  "*-  ^*^  —  *^ 

—  hx+  ay  +  c]?s  —  et  •\'  fp  —  eq  —  hr  -\-  ijsznX 
'-cx  —  dy-\'az  +  bt+  gp  +  hq  —  er  —  fs  -zi'L 

—  dX'^-cy  —  bz-i-at-h'ip  —  gq  +  f'r  —  e^  n  T 

—  ex  —  fy  —  gz  —  ht  -f-  ap  +  bq-h  or  -^dszzV 
-^fx-^ey  —  hz  +  gt  —  bp -h aq  —  dr -h  es  zz  y 

—  gx  +  Ay  -f-  ez  —  ft  —  cp  -f-  dq  H-  ar  ^  bs  zzW 

—  kx  —  gy-h  fz  -h  et  —  dp  — -  cq  -h  ^r  -h  a«  rz  S 

Calculer  le  déterminant  des  inconnuea,  et  l'expression  \j  : 

u  su;' 4- y' +-'  +  <* +  />*•+  y'  +  r  +  *'. 

[Ed.  Lucas.) 
Eu  élevant  au  cairé  le  détermiuaut  A,  ou  trouve 

A'  -  («'  +  <»'  +  c'  +  */•  +  e'  4-  r  r  '/  -+-  A'/ 
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uu: 

^  =  {a'  -hb'  +  c'  -h(P  -he'  +  r  +  y-  -^'^1' 

Lus  valeui'â  des  iiicuuiiut^â  sont  doQui^es  par  les  roriiiuloâ 

l'J .  X  -  a\  —  bY  —  cZ  —  rfr  —  t>P  —  /"Q  -  f/H  —  AS 

V  A  .  //  :=  6X  4-  aY  -h  cK  +  cT  H-^P  -r-  eQ  -h  AU  -f-^S 
\Â.;ï -cX4-c/V  +  aZ  — i^T  — ^P-  /«y+  dl4-/'S 
\  I .  /  -  6/X  —  cY  4-  ('Z  +  ((T  —  AP  f  gQ  -  /Il  +  eS 

V  Â  .jj  -e\-h  f\  +  //Z  -h  AT  -+-  rtP  —  6Q  —  c{{  —  (TV 

V  A  .  V  -  /X  -  fY  -^  AZ  -  (jT  -h  (jV  -haQ-h  dli  -  cT 
\  Â.y  -//X  — AY  — É'Z^-ri'  +  tP-  </y  -f-all  -f- ^S 
\  A  .  5  -  /<\  4-^Y  — rz  —  t'T  t-  (/P-+-  c-y  —  Ml  -+-  aS. 


NOTE    D 


THÉORÈME  DE  M.  SYLVESTER 


Le  théorème  de  M.  Sylveslor  peut  s'énoncer  ainsi.  Si  une 
forme  quadratique  [I,  a  été  décomposée,  de  deux  manières  diffé- 
rentes, en  carrés  de  fonctions  linéaires  indépendanteft,  il  y  a^ 
dans  Vune  et  Vautre  de  ces  décompositions,  le  même  nombre  de 
carrés  affectés  du  signe -h,  et  lemf^me  nombre  de  carrés  précé- 
dés du  signe  — . 

Nous  distinguerons,  dans  la  démonslralion  qui  va  suivre, 
deux  cas;  suivant  que  le  discriminant  de  la  forme  est  différent 
de  zéro,  ou  égal  à  zéro. 

Premier  Cas.  Le  discriminant  n^est  pas  nul,  La  forme  Vj 
est  alors  décomposable  en  n  carrés  indépendants  si,  comme 
nous  le  supposons,  le  nombre  des  variables  est  égal  à  n  (^v'^î»*^)- 

Supposons  que,  par  deux  méthodes  différentes,  on  ail  trouvé 
successivement  : 


(.)   U  =  p?-f-...-[-P^-  o?-..-o^, 


01, 


i     ,  .1^2  .-^i 


(•^]     U  =  Uî   h  ...  -t-H;r—  Sj ...  —  S^^,. 


Nous  allons  montrer  que  a  et  ésoni,  rcspectivemonl,  é^:aux 
à  a' et  à  6'. 
Nous  savons  déjà  que  Ton  a  : 
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Si  Ton  suppose  a  <  a',  on  a,  nécessaîremenl,  6'<  6.  Puisque 
a  -h  6  =:  »,  on  a  donc  : 

Celle  remarque  étant  faite,  considérons  las  équations  : 

I  ^  OL  O 

Le  nombre  des  variables  est  supérieur  à  celui  des  équations, 
puisque  a  -f-  6'  est  inférieur  à  n  ;  elles  admettent  donc  une 
infinité  de  solutions,  différentes  de  zéro.  Soit  .r^  •••  •'*,':  Tune 
de  ces  solutions.  Les  idenlilés(i)  et (9.)  donnent: 

V]+  .  .4-P^  — 0Î--  -Q6  =  R?-4-.    -i-H^-S;...  — s^;. 

Dans  cette  identité, remplaçons  ^'p....r,,;  respectivement 
par.rj,  ....r^  il  vient  : 

Il  résulte  de  là,  en  particulier,  que  QÎ, ...  Qg  sont  des  quan- 
litos  nulles.  Mais  alors  les  équations 

admettent  une  solution  différente  de  zéro.  Ces  n  formes  P^, 
...  P^:  0,, ...  Qg,  ne  sont  donc  pas  indépendantes,  conclusion 

qui  est  contraire  à  rbypolhèseque  nous  avons  faite. 

On  ne  peut  donc  pas  supposer  a  <  a';  ou  pour  le  même 
motif,  a'  <  a  ;  on  a  donc  a  =  a'  ;  et  par  suite,  6  =  ^'. 

Second €)ms.  Le  discrùninant  est  nul.  Les  notations  pré> 
cédentes  étant  conservées,  on  a  encore,  pour  des  raisons  con- 

nues C^  .352).  a-{.g  =  a'-hP'.  Nous  poserons  a-hgzza'  +  P'zz  ::; 
en  supposant,  maintenant,  z<,n. 
Soit  : 
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Boa 


0.  =  rt«f«.r,H-...4-rt*+'.(7„» 


=  ^ï-'-. 


rt^ 


«•^/i  ' 


et  considérons  le  tableau  rectangulaire 


Ût  ...  (f-  ...  ff 


n 


n\  .  .  (fZ  ...   r/; 


û<w) 


Dans  ce  tableau,  un  déterminant  d'ordre  z  est  certainement 
différent  de  zéro,  autrement  les  fonctions  P  et  Q  seraient  dé- 
pendantes, linéairement.  Posons  donc  : 


fli 


a 


A  = 


t         ■        •      • 


^i^^**) 


a, 


a' 


et  considérons  les  fonctions  : 


ij    1,,...!^;    Vi'»*vgî    '^;  1.1' •  ••  *^..* 


/) 


Je  dis  que  ces  fonctions  sont  indépendantes.  Supposons,  en 
effet,  que  Ton  puisse  trouver  des  coefficients  X,  tels  que  Ton 
ait, 

En  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  variables  a?, , . . .  j*.  ;  on 
a,  d'abord, 

A,a|  4-.-.  -f-X-aî  ^  o, 


A,rt--f-...  -f-X-af  =  0. 


Le  déterminant  A  de  ces  équations  est  différent  de  zéro  ; 
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ollos  ne  sont  donc  vériftcos  que  pour  des  valeurs  des  coeffi- 
donls  X,  qui  sont  ioulos  nulles.  Mais  alors  Tidentilé  (a)  exige 
que  Ton  ait  aussi  : 


/«-  I  .«^  i'  •••  ^*<]  ^^  *** 


Ainsi  les  fondions  (i)  sont  indépendantes.  Ceci  posé,  eonsi- 
dépons  la  forme  quadratique  : 

V  est  la  somme  de  n  carrés  indépendants  : 

Si  Ton  supposait  0L';ztx\  on  remplaçant  dans  (3)  successive- 
ment U,  au  moyen  des  formules  (i)  et  (a),  on  aurait,  pour  V, 
deux  décompositions  renfermant  des  nombres  différents  de 
c^nrrés  affectés  du  signe  +.  Nous  avons  établi,  dans  la  pre- 
mière partie  de  cette  démonstration,  que  cette  hypothèse  n^é- 
tait  pas  admissible. 


NOTE    E 


SUR  LES  IMAGINAIRES 


Dans  Texposition  que  nous  avons  faile  du  calcul  des  expres- 
sions imaginaires  (Leçon  il),  pour  généraliser  le  calcul  des 
radicaux,  nous  sommes  convenus  d'appliquer  aux  expressions 
imaginaires  toutes  les  règles  démontrées  généralement  pour  les 
quantités  réelles  (i). 

Celle  convenlion  n'est  pas  admise  par  tout  le  monde;  ou 
du  moins  ne  Test  que  dans  une  mesure  plus  restreinte  que 
celle  que  nous  avons  employée.  Nous  indiquerons  rapidement, 
dans  cette  note,  comment  on  peut  présenter,  autrement  que 
nous  l'avons  fait,  dans  la  leçon  citée,  les  premiers  principes 
du  calcul  des  expressions  imaginaires. 

!•  IléiiniÉion  des  Imaginaires.  Considérons  une  identité 
dans  laquelle  entre  la  variable  x^  et  prenons  pour  amener 
ridée  que  nous  avons  en  vue,  une  identité  ne  renfermant  que 
des  puissances  paires  de  .r;  par  exemple,  Tidentile  : 

•(,r»  \-  :î)  V  -  \)::zx'  —  x  -   !•>.. 

Les  deux  membres  prennent  des  valeurs  égales  quand  on 
donne  à  x  une  valeur  arithmétique,  positive  ou  négative,  quel- 
conque. Imaginons  maintenant  qu'on  remplace  la  lettre  .x*,  par 
le  nombre  ( —  i).  L'identité  donne  lieu  encore  à  une  égalité, 
qu'il  est  facile  de  vérifier,  mais  dont  Texistence  est  évidente 


!.  Bi'^rtr.nnl^  Uffphrt*  àlf^menlnirfi,  p.  17». 
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à  jyrwin,  puisque  en  posant  rp*  iz  ;:?,  ridentîté 

est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives  de  z. 

Examinons  maintenant,  de  plus  près,  l'opération  que  nous 
avons  faite:  nous  avons  remplacé  rc*  par  —  i  et  il  n'y  avait,  à 
cela,  nul  empêchement,  puisque  Fidentité  considérée  par 
nous,  ne  présentait  que  des  puissances  paires  de  x.  Ainsi  on 
peut  dire  que  cette  identité  est  vérifiée  non  seulement  pour 
des  valeurs  positives  ou  négatives  de  Xy  mais  encoi^e  pour  des 
valeurs  négatives  de  x*. 

La  généralisation  des  identités,  conduit  ainsi  à  envisager 
ces  valeurs  négatives  de  x*,  qui  ne  correspondent  pas  à  une 
valeur  arithmétique  de  x.  Pour  les  distinguer  de  celles-ci, 
nous  leur  donnerons  le  nom  d'expressions  imaginaires,  et  nous 
désignerons  en  particulier,  par  i,  celle  de  ces  expressions  dont 
le  carré  est  égal  à  —  i. 

Considérons  maintenant  une  identité  renfermant^  dans  ses 
deux  membres^  des  puissances  impaires  de  x.  On  peut  par  un 
groupement  convenable,  écrire  cette  identité  sous  la  forme  : 

fi  i-r)  -h  .T/;  (x)  :=  9,  (,r)  -f-  xo,  [x] 
en  supposant  : 

les  fonctions  A,  /*,  ;  ?,,  ?i  ne  renfermant  que  des  puissances 
paires  de  x.  En  remplaçant  x*  par  —  *  ;  A^  /i>  Çp  ?«  prennent 
des  valeurs  arithmétiques,  bien  déterminées,  égales  deux  à 
deux,  et  le  premier  membre  devenant  égal  à  A-f-  Ba?,  le  second 
membre  prend  la  valeur  identique  A  -f-  Bx. 

Ainsi  les  identités  subsistent,  même  pour  ces  valeurs  sin- 
gulières de  X  que  nous  avons  nommées  imaginaires,  et  quand, 
dans  ridentité  de  deux  fonctions  entières,  on  remplace  x  par 
île  premier  membre  prend  la  forme  A-hBt;  le  second  mem- 
bre la  forme  A*-f-B'/,  les  égalités  A  n  A'  B  zr  B'  étant  véri- 
fiées. 
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id.  Éi^llté  des  Imasliialrcs.  Deux  expressions  imagi- 
naires a-hbly  c-hdi\  sont  égales,  par  définition,  lorsque 
Ton  a  a  zi  ^,  c  :=:d;  ainsi,  de  Tégalilé, 

(i)    a-\'bizzr-hdi  j 
on  déduit 

(•>.}     (fzzh,     c:=:d. 

Si  Ton  compare  les  épralilés  (i)  et  (^)  on  voit  que  la  défini- 
lion  précédente  revient  à  celle-ci  :  dans  le  calcul  des  imagi- 
naires^ la  lettre  i  est  considérée  comme  représentant  une  qnan- 
tité  luniable,  dont  le  carré  est  égal  à —  i. 

Nous  ferons  ici  cette  convention  dont  Tutililé  nous  parait  plus 
facile  à  vérifier  par  la  suite,  qu'à  motiver />  ;97'îV)n*. 

3.  Opération»  aljs^ébriqai^f^-  i^  Addition  et  somtractwn. 
Le  calcul  algébrique  de  l'addition  effectuée  sur  les  expressions 
imaginaires  a-hhi.  a'-f-h*i,,,.  donne,  en  traitant  i  comme 
une  variable, 

(a'hln)-h[a'-hhi)  +  ...=:// -f-r/' -h  ..)  -f- (/^ -!-/>' -f- ...) ''• 

Cette  identité  constitue  Taddition  des  imaginaires  et  si  Ton 
représente  le  résultat  par  .r  +  yi,  on  a  : 

X  :=:  a  -h  a'  -h  ... 
y=h  +  b'+  ... 

Pour  les  mêmes  raisons,  la  soustraction  des  imaginaires 
a  +  hij  a*  4-  h'  i,  est  définie  par  Tidentité-  : 

a  ^  hi  -  (r/'  +  //«)=  a  —  a'  -f-  [h  —  h')  i. 

2«  Multiplication.  Considérons  les  deux  expressions  imagi- 
naires «  +  ^/,  c-f-^/;  traitons  t  comme  une  variable,  nous 
avons  : 

[a  -h ht)  (c  +  di]  is  ^c  -f-  bdi*  -f-  i  {hc  +  ad). 

Faisons  maintenant  /:*  zi  —  i  et  nous  obtenons,  pour  le 
produit  {a  -h  bi)  (c  -h  di),  le  résultat  suivant  ; 

ac  —  bd  -f-  /  {bc  -f-  ad). 
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Remarque  I.  0)1  peut  inl^^verlir  l ordre  des  fuHeursi  imn- 
(jmaires. 

Prenons  deux  facteurs  imnginaîres  a-|-/>/,  r+di:  nous 
voulons  étîïblip  Tidenlité 

(a  4-  ^0  {c  -h  ''^O  =  (^  +  ffi)  [a  4-  hi). 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir  nous  avons 

(  1  )     (^7  +  hi) (c H-  df)  —  ne-- hd  +  i [he H-  ad). 

Prenons  maintenant  le  produit  {c-\-di)  [a-\-hi)\  on  lui 
appliquant  la  même  règle  nous  trouvons 

(a)    [c  +  di)  [a  +  bC)  —  [ac  -  hd)  H-  i  [bc  -f-  (id). 

En  comparant  (t)  et  (2),  nous  voyons  que  les  deux  seconds 
membres  sont  identiques;  il  en  est  donc  de  même  des  pre- 
miers membres. 

Remarque  II.  On  peut  multiplier  par  une  même  exprès- 
sion  imaginaire  les  deux  membres  d'une  égalité. 

Si  Ton  a, 

(i)     a-^bizza'-^hU, 
je  dis  qu'on  a,  pareillement, 

{a+bi)  (a  4-  30  =  (a'-f-  //O  (a  4-  30- 

En  effet,  le  premier  membre  est  égal,  d'après  ce  quo  nous 
venons  de  voir,  à  : 

ay.  -  />3  4-  i  {bx  4-  r/g),      (A) 

le  second  est  égal  à 

r,'a  — //3+î:(ft'a  +  /7/3).       (B) 

MaisTégalité  (1)  donne  a  —a',  et  hzzh'\  lesrésullals(A)cl 
(R)  sont  donc  identiques. 

V  Division.  Nous  définirons  la  division  do  la  manière 
suivante  :  Diviser  a  +  bi  par  c-hdi,  c'est  trouver  une  expres- 
sion imaginaire  x-^yi,  x  et  y  étant  réeh\  tels  que  Von  ait. 

a  -{-bi'=:{c-h  di)  (.c  H-y/). 
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Celle  égalilé  peut  s'écrire,  d  abord, 

a  h  bi  n  ex  —  dy-^l  {dx  -h  cy)  ; 

on  a  donc  : 

ex  —  dy  zz  a, 
dx  -f-  cy  =:  b. 

(lus  équations  donnent  les  valeurs  des  inconnues  .i*,  y  \ 

__ac-hbd         _^be  —  ad 
c  -j- a  e-hd 


Si  nous  convenons  d'indiquer  par -,  le  quotient  cher 

e  -h  df 

elle,  nous  aurons  donc,  finalement, 

a  -\-  bi      (W  -r  bd      bv  —  ad  . 


e-j-di       c'-hU'        c'-^d 


[.  On  petU  multiplier, par  la  même  expreasioa 
imaginaire  a-+-ii/,  les  deux  lermei;  d'une  fraelion;  ces  termes 
étant  réels  ou  imaginaires. 

Soit  rr  une  fraelion  ;  L  et  V  dési<^nanl  des  expressions,  réelles 

ou  imaginaires,  de  la  forme  a  -hbi.  Nous  venons  de  démon- 
Irer  qu'il  existait  une  expression  x  -|-  yi,  telle  que  Tégalité 

\:>=:\\x  +  yi), 

soit  vérifiée.  Multiplions  ses  deux  membres  par  a  4- ?«,  nous 
avons 

D'aulre  part,  nous  savons  qu'on  peut  intervertir  l'ordre  des 
fadeurs  imaginaires;  nous  avons  donc 

\]{x-h:u)^y{x-hi^i){x-hyi). 

Celte  égalité  prouve  que  Ton  peut  considérer  U,  =  L  (a  -j-  gt) 
et  Vjiz  V  (a-h^O>  comme  des  expressions  imaginaires,  et 
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ces  expressions  sont  telles  qu'il  existe  une  imaginaire  x-hyi 
qui,  après  avoir  multiplié  \^,  reproduit  U,.  Ainsi  x  +  y*  est 
le  quotient  de  U,  par  V*,  et  Ton  a  bien  : 

Remarciae  IV-  On  déduit  de  la  remarque  précédente  un 
moyen  commode  d'effectuer  le  quotient  de  deux  expressions 
imaginaires.  Il  suffit  de  mulliplier,  haut  et  bas  (comme  nous 
l'avons  dit  dans  la  leçon  XI,  g  128)  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion proposée  par  Texpression  conjuguée  du  dénominateur. 

Pour  la  suite  que  comporte  Texposition  du  calcul  et  des 
propriétés  des  expressions  imaginaires,  nous  ne  pouvons  que 
renvoyer  à  la  leçon  citée. 


FIN 
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Page  30;  ligne  11  (eu  reiiioiitaut)  : 

au  lieu  de  (x  +  a)l)  ;  lisez  (7;  + a®)- 

—  V3      —      3  (eu  remoutant)  : 

au  lieu  de  a'  :  lisez  a'^. 

—  Id.     ~      Dans  le  tableau  qui  correspoud  a  la  règle  de  SaiTus,  à  la 

troisième  ligiiiî, 

au  lieu  de  a',  ^',  C  ;  lisez  a",  6'%  c". 
— r'    88      —      3  au  lieu  de  J:„^  ;  lisez  J■,^  . 

—  33i      ~      7  (eu  reuioutaut  : 

au  Heu  de  9(0,0)  ^<>;  lisez  ^'  ^x..)'^o. 

—  307       —       i  (eu  reuioutaut)  : 

au  lieu  de  ~-  lisez  -~  • 


